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石墨烯环氧树脂基复合材料梁屈曲前后的自由振动

张    辉，宋敉淘
（江苏大学土木工程与力学学院，江苏 镇江　212013）

摘要：采用微分求积法分析了石墨烯增强纳米复合材料梁屈曲前后的自由振动问题。考虑

石墨烯纳米片在基体中随机排列和定向排列的情况，采用 Halpin-Tsai 微观力学模型估算两种

模式下石墨烯纳米复合材料的弹性模量，并通过 Hamilton 原理建立基于一阶剪切变形理论下梁

的动力学控制方程。利用微分求积法计算得到石墨烯纳米复合材料梁的临界屈曲载荷及屈曲前

后的固有频率。数值计算结果表明：按合理排列模式掺杂较多的薄石墨烯纳米片，会大幅度提

高梁的临界屈曲载荷以及屈曲前的固有频率；但屈曲发生后，同样的做法却会使结构的刚度降低。
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石墨烯是构成其他碳族材料，如碳纳米管、石墨等的基本单元，其形貌类似于薄纸的片层结构，单

层厚度仅为 0.335 nm，是目前发现的最薄二维材料。石墨烯的力学性能优异，理论强度可达 125 GPa
（是钢的 100 倍），弹性模量为 1.0 TPa，能与碳纳米管相媲美，且具有大变形、可再生、高分散性及良好

的化学和生物相容性[1]，因此已经成为纳米复合材料中的理想增强体。

Rahman 等 [2] 采用分子力学和分子动力学模拟研究了石墨烯环氧树脂基纳米复合材料，结果表明，

在环氧树脂基体中加入石墨烯纳米片（GPL），可以显著改善基体材料的杨氏模量和剪切模量。Ji 等 [3]

使用 Mori-Tanaka 微观力学方法研究了石墨烯纳米片对聚合物纳米复合材料的硬化效应，发现混合低

体积含量的石墨烯纳米片可以明显提高基体材料的有效刚度。King 等 [4] 实验测量了石墨烯环氧树脂

基复合材料的物性参数，发现通过添加石墨烯纳米片可以显著提高环氧树脂的弹性模量，且结果与

Halpin-Tsai 模型的预测一致。Zhao 等 [5] 经过实验发现，石墨烯纳米片在基体中的机械渗透率为 1.8%，

即：低于此含量，石墨烯纳米片可以很好地分散在聚合物基体中，从而使复合材料的力学性能得到改

善；而高于此含量，则容易使石墨烯纳米片因范德华力团聚在一起，从而消弱增强效果。Rafiee 等 [6] 通

过实验研究了石墨烯增强环氧树脂基复合材料梁的屈曲行为，发现与纯基体梁相比，质量分数为

0.1% 的石墨烯纳米复合材料梁的屈曲载荷提高了 52%。Nguyen 等 [7] 研究了基于一阶剪切变形理论下

轴向受压石墨烯纳米功能梯度梁的静态屈曲和自由振动。Parashar 和 Mertiny[8] 通过有限元分析了单轴

受压石墨烯增强环氧树脂板的屈曲行为。Yang 等 [9–10] 研究了基于 Timoshenko 梁理论下石墨烯增强纳

米复合材料梁的非线性弯曲和后屈曲行为，结果表明掺杂石墨烯纳米片的复合材料梁在温度场作用下

表现出更优的力学性能。需要指出的是，上述研究都基于石墨烯纳米片随机分布在基体中的情形。

近年来，随着科技的进步和制造工艺的日臻完善，研究者已经可以使石墨烯定向排列在基体中，主

要的实现方法有溶液浇铸法[11]、外场诱导法[12] 和真空抽滤法[13]。相对于随机分布，石墨烯纳米片定向

排列时片层与基体材料间的界面作用力更大，能有效抑制聚合物链的滑移，可以显著提高复合材料的

综合性能[14]。因此对比分析石墨烯纳米片在两种分布模式下，复合材料梁的静态屈曲问题及屈曲附近

的振动问题具有非常重要的工程指导意义。
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本研究利用 Halpin-Tsai 微观力学模型 [15] 计算石墨烯纳米复合材料的杨氏模量和剪切模量，通过

Hamilton 原理建立基于一阶剪切应变理论下梁的动力学控制方程，采用微分求积法[16] 求解系统的临界

屈曲力及屈曲前后的自振频率，研究石墨烯纳米片的分布模式、体积含量以及几何尺寸对石墨烯纳米

复合材料梁的临界屈曲载荷及屈曲前后固有频率的影响。

1    材料参数

石墨烯纳米片在基体中主要存在两种排

列模式：随机排列和定向排列，如图 1 所示。本

研究将石墨烯纳米片随机排列状态下的梁称为

R-梁，定向排列状态下的梁称为 W-梁（梁在坐

标系 1-2 面内振动）和 L-梁（梁在坐标系 1-3 面内

振动）。

Halpin-Tsai 模型 [17] 被广泛用于预测石墨

烯纳米片单向或随机排列状态下复合材料的

模量参数，其微观力学模型如下。

（1）随机排列模式 

ER =
3
8

1+ (2LG/3TG)ηMVG

1−ηLVG
×EM+

5
8

1+2ηNVG

1−ηWVG
×EM (1)

 

GR = ER/2(1+ νC) (2)

ηM、ηN其中参数 分别为 

ηM =
EG/EM−1

EG/EM+2LG/3TG
, ηN =

EG/EM−1
EG/EM+2

(3)

（2）定向排列模式 

EW/L =
1+ (2LG/3TG)ηEVG

1−ηEVG
EM (4)

 

Gi j =
1+ ζηGVG

1−ηGVG
GM (5)

ηE、ηG其中参数 分别为 

ηE =
EG/EM−1

EG/EM+2LG/3TG
, ηG =

GG/GM−1
GG/GM+ ζ

(6)

LG

TG VG

式中：下标 R、W、L 分别表示 R-梁、W-梁、L-梁，下标 G、M 分别表示石墨烯纳米片和基体材料； 、

和 分别表示石墨烯纳米片的平均长度、厚度以及其在基体中的体积分数；E、G 分别表示材料的杨

ζ氏模量和剪切模量； 表示增强因子，其数值大

小由表 1 给出 [18]。特别说明的是，石墨烯纳米

片定向排列时，复合材料为横观各向同性，因

此 L-梁和 W-梁的弹性模量相同，而剪切模量

需要分别讨论。

νC复合材料的密度 ρC 和泊松比 可由混合

定律估算 

ρC = ρGVG+ρMVM (7)
 

νC = νGVG+ νMVM (8)

表 1    定向排列状态下片状增强纳米复合材料增强因子

Table 1    Enhancement factors of flake reinforced
nanocomposites

Material parameter ζ

G12 3LG/4TG

G13 G23， LG/TG

3 3

2

(a) (b)

21 1
 

图 1    石墨烯纳米片在基体材料中的排列模式：

(a) 随机排列；(b) 定向排列

Fig. 1    Arrangement modes of graphene nanosheets in matrix
materials: (a) random distribution; (b) orientation distribution
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2    控制方程

由冯卡门非线性应变-位移关系得 
εx =

∂u (x, t)
∂x

+ z
∂ϕ (x, t)
∂x

+
1
2

[
∂w (x, t)
∂x

]2

γxz =
∂w (x, t)
∂x

+ϕ (x, t)

(9)

ϕ式中：u、 和 w 分别代表梁的轴向位移、横截面转角和横向位移。则梁的动能 K、外激励做功 Θ和应变

能 U 可以表示为 

K =
ρ

2

w l

0

w h
2

− h
2

(∂u
∂t
+ z
∂ϕ

∂t

)2

+

(
∂w
∂t

)2dxdz (10)
 

Θ =
1
2

w l

0
T
(
∂w
∂x

)2

dx (11)
 

U =
1
2

w l

0

w h
2

− h
2

E
∂u
∂x
+ z
∂ϕ

∂x
+

1
2

(
∂w
∂x

)22

+ G
(
∂w
∂x
+ϕ

)2
dxdz (12)

式中：l、h 分别为梁的长度和高度，T 为梁端中性面上的均布轴向力。

δ
w t2

t1

(K −U +Θ)dt = 0由哈密顿原理，即 ，可以得到
 

a11
∂2u
∂x2
+b11

∂2ϕ

∂x2
+a11

∂w
∂x
∂2w
∂x2
= I1
∂2u
∂t2
+ I2
∂2ϕ

∂t2

a55

(
∂2w
∂x2
+
∂ϕ

∂x

)
+

a11
∂u
∂x
+b11

∂ϕ

∂x
+

1
2

a11

(
∂w
∂x

)2

−T
 ∂2w
∂x2
= I1
∂2w
∂t2

b11
∂2u
∂x2
+d11

∂2ϕ

∂x2
+b11

∂w
∂x
∂2w
∂x2
−a55

(
∂w
∂x
+ϕ

)
= I2
∂2u
∂t2
+ I3
∂2ϕ

∂t2

(13)

刚度和惯性的相关参数分别为 

(a11,b11,d11) =
w h

2

− h
2

EC

(
1,z,z2

)
dz (14)

 

(I1, I2, I3) =
w h

2

− h
2

ρC

(
1,z,z2

)
dz, a55 =

w h
2

− h
2

GCdz (15)

梁的轴力、弯矩和剪力分别为 

Nx = a11
∂u
∂x
+b11

∂ϕ

∂x
+

1
2

a11

(
∂w
∂x

)2

(16)
 

Mx = b11
∂u
∂x
+d11

∂ϕ

∂x
+

1
2

b11

(
∂w
∂x

)2

(17)
 

Qx = a55

(
∂w
∂x
+ϕ

)
(18)

则边界条件可以表示为 

固支端（C） u = 0, w = 0, ϕ = 0 (19)
 

简支端（S） u = 0, w = 0, b11
∂u
∂x
+d11

∂ϕ

∂x
+

1
2

b11

(
∂w
∂x

)2

= 0 (20)
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3    求解方法

对于含有初值条件的偏微分方程，因其解析解通常无法由理论推导获得，所以一种有效的半解析

数值方法—微分求积 (DQ) 法[16] 被广泛应用于工程计算领域。它的基本思想是将函数在某点处的偏

导数用全域内所有节点函数值的加权和来表示，具有数学原理简单、精度高、收敛快等特点。先采用

DQ 法将控制方程离散处理，之后通过简单的数学变换，发现可以将控制方程转变成特征值问题进行求

解，故而大幅度地降低了计算难度，简化了问题求解。

利用切比雪夫公式对梁的轴线进行离散 

xi =
l
2

{
1− cos

[
π (i−1)
N −1

]}
i = 1,2 · · · ,N (21)

由微分求积法有 
{u,w,ϕ} =

N∑
j=1

l j
{
u j,w j,ϕ j

}
∂k

∂xk
{u,w,ϕ}

∣∣∣∣∣∣
x=xi

=

N∑
j=1

H(k)
i j

{
u j,w j,ϕ j

} (22)

l j H(k)
i j式中： 为拉格朗日插值多项式， 为加权系数

 

H(k)
i j = l(k)

j (xi) =


k
[
l(k−1)
i (xi)l′ j(xi)−

l(k−1)
i (xi)
xi− x j

]
(i , j)

−
N∑

m=1
m,i

l(k)
m (xi) (i = j)

(23)

则控制方程组 (13) 式可离散为 

a11

N∑
j=1

H(2)
i j u j+b11

N∑
j=1

H(2)
i j ϕ j+a11

N∑
j=1

H(1)
i j w j

N∑
j=1

H(2)
i j w j = I1üi+ I2ϕ̈i

a55

 N∑
j=1

H(2)
i j w j+

N∑
j=1

H(1)
i j ϕ j

+
a11

N∑
j=1

H(1)
i j u j+b11

N∑
j=1

H(1)
i j ϕ j+

1
2

a11

 N∑
j=1

H(1)
i j w j


2

−T

 N∑
j=1

H(2)
i j w j = I1ẅi

b11

N∑
j=1

H(2)
i j u j+d11

N∑
j=1

H(2)
i j ϕ j+b11

N∑
j=1

H(1)
i j w j

N∑
j=1

H(2)
i j w j−a55

 N∑
j=1

H(1)
i j w j+ϕ j

 = I2üi+ I3ϕ̈i

(24)

边界条件可类似地离散，此处略去该过程。将 (24) 式的解写成静态和动态两部分 
u
(
x j, t

)
= us

(
x j
)
+uΓ

(
x j, t

)
w

(
x j, t

)
= ws

(
x j
)
+wΓ

(
x j, t

)
ϕ
(
x j, t

)
= ϕs

(
x j
)
+ϕΓ

(
x j, t

) (25)

Γ式中：下标 s 表示梁的静态屈曲解，下标  表示梁在屈曲附近的振动解。

对于静态屈曲问题，其控制方程可以表示为 

a11

N∑
j=1

H(2)
i j us j+b11

N∑
j=1

H(2)
i j ϕs j+a11

N∑
j=1

H(1)
i j ws j

N∑
j=1

H(2)
i j ws j = 0

a55

 N∑
j=1

H(2)
i j ws j+

N∑
j=1

H(1)
i j ϕs j

+
a11

N∑
j=1

H(1)
i j us j+b11

N∑
j=1

H(1)
i j ϕs j+

1
2

a11

 N∑
j=1

H(1)
i j ws j


2

−T

 N∑
j=1

H(2)
i j ws j = 0

b11

N∑
j=1

H(2)
i j us j+d11

N∑
j=1

H(2)
i j ϕs j+b11

N∑
j=1

H(1)
i j ws j

N∑
j=1

H(2)
i j ws j−a55

 N∑
j=1

H(1)
i j ws j+ϕs j

 = 0

(26)
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根据 (26) 式及边界条件，采用权系数矩阵修正法[19] 处理刚度矩阵，可建立如下特征值问题 

(KL1−T KL2+KNL1+KNL2) ds = 0 (27)

ds =
{{

us j
}T
,
{
ws j

}T
,
{
ϕs j

}T
}T

KL1 KL2 KNL1 KNL2

ds

式中： ， 和 为常系数刚度矩阵， 和 为非线性矩阵，其中元素分别为

的一次和二次函数。

去掉 (27) 式的非线性项，可以得到系统的标准特征值方程 

(KL1−Tcr KL2) ds = 0 (28)

Tcr ds求解 (28) 式，即可得到系统的临界屈曲荷载 和屈曲模态 。

对于动态振动问题，考虑微幅振动，假设系统的解为 {{
u
(
x j, t

)
,w

(
x j, t

)
,ϕ

(
x j, t

)}
= d̄s+d̄Γeiωt

d̄s=
{
ūs j, w̄s j, ϕ̄s j

}
, d̄Γ=

{
ūΓ j, w̄Γ j, ϕ̄Γ j

} (29)

ω Tcr d̄s 0
Tcr d̄s

式中： 为固有频率。需要指出的是，当轴向力 T 小于临界屈曲力 ， 取 ，轴向力 T 大于临界屈曲力

， 取系统屈曲后的新平衡解，其值可由非线性特征方程 (27) 式通过迭代法求解得到。则含动态解

的控制方程可以表示为 

a11

N∑
j=1

H(2)
i j ūΓ j+a11

N∑
j=1

H(2)
i j w̄s j

N∑
j=1

H(1)
i j w̄Γ j+a11

N∑
j=1

H(1)
i j w̄s j

N∑
j=1

H(2)
i j w̄Γ j+b11

N∑
j=1

H(2)
i j ϕ̄Γ j = −ω2 (I1ūΓi+ I2ϕ̄Γi

)
a11

N∑
j=1

H(2)
i j w̄s j

N∑
j=1

H(1)
i j ūΓ j+a11

N∑
j=1

H(1)
i j w̄s j

N∑
j=1

H(2)
i j w̄s j

N∑
j=1

H(1)
i j w̄Γ j+

a11

N∑
j=1

H(1)
i j ūs j+b11

N∑
j=1

H(1)
i j ϕ̄s j

 N∑
j=1

H(2)
i j w̄Γ j+1

2
a11

 N∑
j=1

H(1)
i j w̄s j


2

+a55−T

 N∑
j=1

H(2)
i j w̄Γ j+

a55+b11

N∑
j=1

H(2)
i j w̄s j

 N∑
j=1

H(1)
i j ϕ̄Γ j = −ω2I1w̄Γi

b11

N∑
j=1

H(2)
i j ūΓ j+

b11

N∑
j=1

H(2)
i j w̄s j−a55

 N∑
j=1

H(1)
i j w̄Γ j+b11

N∑
j=1

H(1)
i j w̄s j

N∑
j=1

H(2)
i j w̄Γ j+

d11

N∑
j=1

H(2)
i j ϕ̄Γ j−a55ϕ̄Γ j=−ω2 (I2ūΓi+I3ϕ̄Γi

)

(30)

(30) 式忽略了动态位移非线性项。结合 (30) 式及边界条件，采用权系数矩阵修正法，可以得到如下方程 (
KT−ω2 M

)
d̄Γ = 0 (31)

KT M ω2 d̄Γ式中： 为含轴向力的变刚度矩阵， 为质量矩阵。求解 (31) 式的特征值 和特征向量 ，即可得到石

墨烯纳米复合材料梁在屈曲前后的固有频率和振型。

4    数值结果与讨论

1 μm

5 cm×5 cm

GG(13) =GG(23) = 0

以石墨烯-环氧树脂基复合材料为例，分析石墨烯纳米片的排列方式、几何尺寸及体积分数对环氧

树脂基复合材料梁的临界屈曲力及屈曲附近振动的影响。两种材料的物性参数如表 2 所示。如不特

别说明，石墨烯纳米片的长度和厚度分别取 和 0.8 nm，体积分数取 1.8%，梁的截面尺寸为

，长度为 1 m。需要特别说明的是，作为一种二维材料，石墨烯纳米片只存在面内剪切模量，

即 [20]。

表 2    环氧树脂及石墨烯的材料参数

Table 2    Material parameters of epoxy resins and GPLs

Material Young’s modulus /GPa Shear modulus /GPa Density/(kg·m–3) Poisson’s ratio

Epoxy resins[21] 3.0 1.12 1200  0.34  

Graphene platelets[22–23] 1010 280 1062.5 0.186
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Tcr = n2π2EI/(µl)2 µ

不同约束方式下，3 种梁的第 1 阶临界屈曲荷载如表 3 所示。通过与欧拉梁临界屈曲载荷表达式

( 为长度因数) 计算的结果进行对比，发现微分求积法求解的数值解具有良好的精度。

值得注意的是，因欧拉伯努利梁忽略了截面剪切力的影响，故采用上述解析表达式算得的 R-梁和 L-梁
的临界屈曲载荷没有区别。这同时也说明，研究石墨烯纳米片定向排列情况时，必须考虑剪切力的影

响，需采用一阶或高阶剪切梁理论。从表 3 还可以看出，在相同的约束条件下，W-梁与 L-梁具有比 R-
梁更高的临界荷载，说明石墨烯纳米片定向排列模式下的复合材料梁的结构稳定性优于石墨烯纳米片

随机排列的情况。同时，两端固支约束（C-C）下，石墨烯纳米复合材料梁的屈曲荷载最大，一端固支一

端简支（C-S）约束下次之，两端简支（S-S）约束下最小，与预期结果吻合。

LG/TG

图 2 显示了不同参数对石墨烯纳米复合材料梁第 1 阶临界屈曲载荷的影响。以两端固支约束为

例，分析了石墨烯纳米片在基体中的体积分数对梁的第 1 阶临界屈曲荷载的影响，结果如图 2(a) 所

示。可以看出，石墨烯纳米复合材料梁的临界屈曲力受石墨烯浓度的影响很大，例如，石墨烯体积分数

为 1.8% 的 W-梁，其第 1 阶临界屈曲荷载约为纯环氧树脂梁的 6 倍。以 W-梁为例，研究了石墨烯纳米

片的长厚比对梁的第 1 阶临界屈曲荷载的影响，结果如图 2（b）所示。可以看出：当长厚比 低于

2000 时，W-梁的临界屈曲力受其影响较大；超过 2000 时，则影响不明显。其原因是石墨烯纳米片过大

的比表面积引起了团聚现象 [24]。图 2(c) 显示了两端简支石墨烯纳米复合材料梁的长细比对梁的临界

屈曲载荷的影响。可以看出，随着长细比的增加，3 种梁的临界屈曲载荷皆逐渐减小，与预期相符。图 3
简单介绍了 S-S 约束下 R-梁的前 4 阶临界屈曲模态。从图 3 中发现，轴向力取各阶临界屈曲荷载时，梁

表现出相应阶的屈曲模态，这种现象符合系统的稳定性理论，即低阶模态会逐渐向高阶模态跃迁。

以两端简支梁为例，研究了轴向力作用下梁在第 1 阶屈曲附近的基频随参数的变化规律，结果如

图 4～图 7 所示。可以发现，梁在轴力等于临界屈曲载荷时具有零基频现象。图 4 给出了石墨烯排列

模式对梁屈曲前后基频的影响规律。可以看出：在屈曲发生前，R-梁、W-梁以及 L-梁的基频都随着轴

向力的增大而降低，同时 W-梁和 L-梁的基频显著高于 R-梁，即定向排列的情况比随机排列情况能更好

表 3    不同约束下石墨烯纳米复合材料梁的一阶屈曲荷载

Table 3    The first-order critical buckling load of graphene-reinforced
nanocomposite beams with different boundary conditions kN

Boundary condition
R-beam L-beam W-beam

Euler beam This work Euler beam This work Euler beam This work

S-S   40.93   40.76   82.16   79.87   82.16   81.72

C-C 163.71 160.36 328.65 293.84 328.65 320.72

C-S   83.53   82.98 167.68 158.00 167.68 166.23
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T c
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0
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图 2    不同条件下石墨烯纳米复合材料梁的临界屈曲荷载：(a) 石墨烯纳米片的浓度不同；

(b) 石墨烯纳米片的长厚比不同；(c) 梁的长细比不同

Fig. 2    Critical buckling loads of graphene-reinforced nanocomposite beams under different conditions：(a) different
concentrations of GPLs; (b) different aspect ratios of GPLs; (c) different length-to-thickness ratios of beams
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LG/TG

LG/TG

地提高梁的刚度。其原因是石墨烯纳米片定向排列时片层与基体材料间的界面作用力更大，能有效抑

制聚合物链的滑移，故而显著提高了纳米复合材料的力学性能 [14]，同时在所考虑的两种定向排列情况

下，W-梁比 L-梁的基频稍高。然而发生屈曲后，情况正好相反，即随机排列模式下梁的基频反而大大

高于定向排列模式，同时 L-梁的基频比 W-梁稍高。图 5 显示了石墨烯体积分数对梁屈曲前后基频的

影响。可以看出，石墨烯浓度越大，屈曲前梁的基频越大，屈曲后梁的基频反而越小。图 6 给出了石墨

烯纳米片长厚比对梁屈曲前后基频的影响。可以看出，发生屈曲之前， 增大会提高梁的基频；发

生屈曲后， 增大反而会降低梁的基频。图 7 比较了不同边界条件对梁屈曲前后基频的影响。可

以看出：屈曲前两端固支梁具有最高基频，一端固支一端简支梁次之，两端简支梁基频最低；屈曲后，现

象正好相反。
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图 3    S-S 约束下 R-梁的前 4 阶临界屈曲模态

Fig. 3    The first four-order critical buckling modes of R-beam under S-S boundary condition
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图 4    轴向力对不同模式梁第一阶固有频率的影响

Fig. 4    Effect of axial force on the first-order natural frequency
of beams with different GPL distribution modes

ω
/(r

ad
·s

−1
)

T/kN 
40 80 120

0

300

600

3
2

1

  Pre-buckling
  Post-buckling      

1. VG=0%
2. VG=0.9% 
3. VG=1.8% 

 

图 5    轴向力对不同浓度下 W-梁固有频率的影响

Fig. 5    Effect of axial force on natural frequencies of W-beam
with different graphene concentrations
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图 6    不同长厚比的 GPLs 对梁固有频率的影响

Fig. 6    Effect of GPL length-to-thickness ratio on
the natural frequencies of beams
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图 7    轴向力对不同约束下梁固有频率的影响

Fig. 7    Effect of axial force on the natural frequencies of
beams with different boundary conditions
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5    结　论

分析了石墨烯纳米复合材料梁的临界屈曲荷载及屈曲附近的自由振动特性。考虑石墨烯纳米片

不同的排列模式，采用一阶剪切梁理论建立梁的控制方程，并应用微分求积法进行数值求解，得到如下

主要结果：

（1）掺杂少量的石墨烯纳米片或石墨烯纳米片以定向的模式排列时，梁的临界屈曲载荷可以得到

大幅提高。当石墨烯纳米片在同样浓度及排列模式下，宽厚比取 2000 左右时，梁的临界屈曲载荷达到

最优。

（2）石墨烯纳米片定向排列模式下的梁，其抗屈曲能力优于随机排列的情况。这是因为石墨烯纳

米片定向排列时片层与基体材料间的界面作用力更大，可以有效提高界面荷载的传递能力。同时在两

种定向排列模式中，W-梁比 L-梁具有更好的结构稳定性。

（3）屈曲发生前，轴向压力的增大会降低石墨烯纳米复合材料梁的固有频率。而屈曲发生后，现象

正好相反。
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Free Vibrations of Pre/Post-Buckled Graphene-Reinforced
Epoxy Resin Matrix Nanocomposite Beams

ZHANG Hui, SONG Mitao

（Faculty of Civil Engineering and Mechanics, Jiangsu University, Zhenjiang 212013, China）

Abstract:   Free  vibration  of  pre/post-buckled  graphene-reinforced  nanocomposite  beams  was  analyzed  by
the  differential  quadrature  method.  Considering  the  random  distribution  and  directional  arrangement  of
graphene  nanoplatelets  in  the  matrix,  Young’s  moduli  of  graphene  nanocomposites  in  two  modes  were
estimated  by  Halpin-Tsai  micromechanical  model.  The  first-order  shear  deformation  theory  was  used  to
establish  the  governing  equations  of  beams  by  Hamilton  principle.  The  critical  buckling  loads  of  the
graphene-reinforced nanocomposite beam and the natural frequencies in the pre/post-buckling regimes were
calculated  by  the  differential  quadrature  method.  Numerical  results  show  that  dispersing  more  graphene
platelets  with  less  single  layers  and  arranging  them in  a  reasonable  mode  will  greatly  increase  the  critical
buckling loads of the beams and the natural frequencies in pre-buckling regime. However, the same approach
reduces the stiffnesses of the beams in the post-buckling regime.
Keywords:  graphene；distribution mode；differential quadrature method；buckling；natural frequency
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