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结合能的新势函数对高压稠密
惰性元素压缩特性的影响

郑兴荣
（陇东学院电气工程学院物理系，甘肃 庆阳　745000）

β

摘要：基于量子理论和原子团簇理论，运用多体展开方法和第一性原理的从头算方法，提出

了一种计算稠密惰性元素（氦、氖、氩和氪）原子结合能的新势函数，运用新公式研究了结合能

对高压稠密惰性元素高压压缩特性的影响。此公式引入了一个物理参量 （其值为 0.5），使得

势函数的表达形式更加简单、准确。对比结果表明，结合能的新势函数能够准确地描述多体相

互作用对结合能的贡献，且平均相对误差在 5% 以内。结合能的新势函数对压缩特性的影响在

当前实验压强范围内（氦 60 GPa、氖 238 GPa、氩 114 GPa、氪 128 GPa）做出了令人满意的描

述，且与实验值及理论计算结果基本完全吻合，平均相对误差在 3% 以内。最后，以固氩的压强

数据为例，验证了势函数的准确性。该势函数不仅适用于更宽密度和更高压强范围，而且对所

有惰性元素原子各种状态的结合能、高压压缩特性、定容比热容、熔化曲线和弹性模量的研究具

有重要的指导意义。

关键词：稠密惰性元素；结合能；原子团簇理论；多体展开方法；从头算方法；压缩特性
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随着石油、煤炭等传统能源的枯竭，以太阳能、地热能、风能、海洋能、生物质能和核聚变能等为

主的新能源研究迫在眉睫，“能量”的利用效率作为新能源的衡量指标，已成为最热门、最受关注的研究

内容之一 [1–3]。结合能作为能量最基本的单位，是单个原子结合成相应材料时所放出的能量，放出的能

量越多，则材料的结构越稳定，反之，越不稳定。另外，原子能够结合为晶体的根本原因在于，原子结合

后整个系统具有更低的能量。因此，以性质最稳定的稠密惰性元素原子（晶体）作为研究对象，对结合

能进行深入研究是一项艰巨而重要的任务。结合能作为稠密惰性元素（Rare-Gas Solid，RGS）原子的一

个重要物性，可推导出稠密惰性元素原子的许多特性，如热力学参数、弹性系数、熔化曲线、弹性常数

和高压压缩特性等 [4–8]。另外，通过对原子结合能的理论研究也可以得到物理学、化学、能源学和晶体

材料学的许多物质特性，如密度泛函理论[9]、从头算自洽场[10]、单双（三）重激发耦合簇理论 CCSD（T）[11–12]、
半经验及经验势函数 [13–18] 等。因此，能否得到简便、准确的结合能对研究其他物性至关重要。近年

来，对结合能的研究已趋于白热化，大量文献报道了有关结合能的研究进展及成果 [4–11]，如通过结合能

的能量曲线反转得到原子对势的相互作用、三体相互作用、弹性常数、熔化曲线以及各种体系的密度

相关势能等。截至目前，在众多结合能的研究中，有两种典型的结合能公式被广泛应用：一种是基于从

头算法的多体势能的简单叠加[10–12]，此方法在求晶格原子结合能时只有当多体展开式满足收敛性并达

到一定的截断精度时，所得的结合能才是准确、可靠的，因此仅适用于较低压强的稠密惰性元素；另一

种是通过能带理论和密度泛函理论得到[19]，虽然可应用于更高密度范围，但是准确度不高，而且所得的
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结合能考虑到温度的影响，情况更加复杂 [20]。通过研究发现，宇宙当中，金星、木星和土星等恒星的内

部成分中包含大量的惰性元素，其内部压强高达数百吉帕，甚至上千吉帕，因此研究结合能对稠密惰性

元素高压压缩特性的影响具有潜在的应用价值。

基于此，运用原子簇理论和量子力学理论，结合两体势的从头算方法和薛定谔方程，本研究提出一

种计算 RGS（RGS=He，Ne，Ar，Kr）原子结合能的新势函数，并运用新表达式研究结合能对高压稠密惰性

元素状态方程的影响。其中新表达式只用到两体相互作用势 U2 和总原子相互作用势 Vn，避免了对各

多体项的分别计算，大大减少了计算量，并且由于 U2 和 Vn 的收敛最快，所需考虑的近邻原子数较少，因

此计算的繁琐程度减轻，计算时间缩短。这些优点将便于我们处理复杂情况下（包括高温、高压、等离

子体状态等）的多体相互作用并进行分子动力学模拟。本工作旨在用最简单的势函数解决较复杂的问

题，在此过程中两体和总原子势能都得到了合理的强调，同时它也是准确理解压缩特性、光谱散射和体

积数据的关键。希望新方案能适用于所有电中性或离子气体系统、固体和液体等。

1    理论模型和计算方法

1.1    总相互作用势能

基于原子团簇理论，对任意一个由 n 个原子组成的惰性元素原子团簇 (RGS)n (RGS=He，Ne，Ar，
Kr)，该团簇的总相互作用势能 Vn 为 

Vn = En(r1,r2, · · · ,rn)−nE0 (1)

式中：E0 为稠密惰性元素孤立原子的基态能量，En(r1，r2，···，rn) 代表团簇中 n 个原子处于 r1，r2，···，rn 位

置时团簇体系的基态总能量，可通过求解团簇体系的薛定谔方程得到，即 

Ĥψ = Eψ (2)

Ĥ式中： 表示 n 个惰性元素原子所构成团簇的哈密顿算符，可表示为 

Ĥ = −
∑

I

1
2MI
∇I −

∑
i

1
2
∇i+

∑
I<J

ZIZJ

rIJ
+

∑
i< j

1
ri j
−

∑
I, j

ZI

rI j
(3)

ψ (r) φ1 (r) ψ (r)

式中：MI、ZI 分别为第 I 个惰性元素原子核的质量和核电荷数，ZJ 为第 J 个原子核的核电荷数，rIJ 为第

I 个原子核与第 J 个原子核之间的距离，rij 为第 i 个电子与第 j 个电子之间的距离。利用 Louwdin 法求

解团簇的总波函数 。若第 I 个原子基态单电子轨道波函数为 ，则团簇的总波函数 为 N 个惰

性元素原子中 2N 个单电子自旋轨道波函数所构成的反对称 Slater行列式 

ψ (r) =
1
√

N!
det |φ1 (1)α (1)φ2 (2)β (2)φ2 (3)α (3)φ2 (4)β (4) · · ·φN (2N −1)α (2N −1)φ2 (2N)β (2N) | (4)

(4)式中选取的双 Slater基态单电子解析波函数为 

ψ (r) =
N
4π

(
e−αr + ke−βr

)
(5)

1.2    两体相互作用势能

基于多体展开方法和第一性原理的从头算法 [6– 7, 11– 12, 21]，也可得到  (RGS)n 中任意一个中心原子

M 的多体相互势能 Un 和总相互作用势能 Vn，即 

Vn(M) =
n∑

k=2

Uk(M) =
n−1∑
i=1

u2(i,M)+
n−1∑

1=i< j

u3(i, j,M)+
n−1∑

1=i< j<k

u4(i, j,k,M)+
n−1∑

1=i< j<k<l

u5(i, j,k, l,M)+ · · · (6)

式中：Uk(M) 代表 k 体项的总和，高阶项很小，在这里予以忽略。u2、u3、u4 分别表示团簇中任意两个原

子、3个原子和 4个原子间的两体势、三体势和四体势，表达式如下 

u2(i,M) = E (ri,rM)−2E0 (7)
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u3 (i, j,M) = E
(
ri,r j,rM

)−3E0− [u2 (i,M)+u2 ( j,M)+u2 (i, j)]

= E
(
ri,r j,rM

)−3E0−
n−1∑

1=i< j

u2(i, j) = E
(
ri,r j,rM

)−3E0−U2(M) (8)
 

u4 (i, j,k,M) = E
(
ri,r j,rk,rM

)−4E0−
n−1∑

1=i< j<k

u3(i, j,k)−
n−1∑

1=i< j

u2(i, j) = E
(
ri,r j,rk,rM

)−4E0−U3(M)−U2(M) (9)

本研究中，所有多体势 u2(i ,  M)、u3(i ,  j ,  M)、u4(i ,  j ,  k ,  M) 等的计算是基于第一性原理，运用

GAMESS 计算程序下的从头算方法得到。本研究只用到收敛最快、计算最省时、计算精度最高的两体

相互作用势能 U2(M)，即 

U2(M) =
n−1∑
i=1

u2(i,M) (10)

1.3    压　强

温度为 T 时，稠密惰性元素原子的压强 P 的表达式为[22]
 

P(V,T ) = Pn(V)+Pth(V,T )+Pzp(V) = −∂En(V)
∂V

+9kBT · γ
V

(
Θ

T

)−3

·
w Θ/T

0

x3

ex−1
dx+

γ

V
Ezp (11)

γ Θ

Θ γ

式中：Pn 代表由多体相互作用引起的压强；Pzp 表示由零点振动引起的压强；Pth 表示由温度引起的压

强，通过 Debye-Mie-Grüneisen 模型获得[23]； 为 Grüneisen 参数； 为德拜温度[16]，不同体积下的德拜温度

可根据线性公式[24] 和 Grüneisen参数 得到[22]；Ezp 为晶格的零点振动能，通过德拜近似模型得到。

2    结果与讨论

2.1    结合能的新势函数

一般而言，只有当多体项 Uk(M) 在一定的截断精度下收敛时，多体展开方法才能准确地得到结合

能 E(M)。然而，随着近邻原子的增加，结合能 E(M) 的展开和计算变得越来越复杂和繁琐。为了解决该

问题，本研究根据几何关系，建立了一个计算结合能的新势函数。

稠密惰性元素原子的结合能 E(M)可表示为[6]
 

E(M) =
1
2

U2(M)+
1
3

U3(M)+
1
4

U4(M)+
1
5

U5(M)+ · · · (12)

根据（12）式，利用多项式函数的特性，构造一个多项式函数 f(x)，将总原子相互作用势能 Vn(M) 与结合

能 E(M)联系起来，即 

f (x) = U2(M)x+U3(M)x2+U4(M)x3+U5(M)x4+ · · · =
n∑

k=2

Uk(M)xk−1 (13)

式中：f(x)是变量 x 的多项式函数，各项系数 Uk(M)(k=2,3,4,5,···)为各多项式的值。

通过比较（6）式、（12）式和（13）式，有 

Vn(M) = f (1) (14)
 

U2(M) = f ′(0) (15)

因此，任意一个中心原子 M 对团簇体系结合能的贡献 E(M)对应着 f(x)在 [0,1]区间的积分，即 

E(M) =
1
2

U2(M)+
1
3

U3(M)+
1
4

U4(M)+
1
5

U5(M)+ · · ·

=

[
1
2

U2(M)x2+
1
3

U3(M)x3+
1
4

U4(M)x4+
1
5

U5(M)x5+ · · ·
]∣∣∣∣∣∣1

0

=
w 1

0
[U2(M)x+U3(M)x2+U4(M)x3+U5(M)x4+ · · · ]dx =

w 1

0
f (x)dx (16)
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联立 (12) 式～(16) 式，利用几何关系和定

积分的物理意义，通过数据分析软件 Origin 8.0
得到 U2(M)、Vn(M) 和 E(M) 三者之间的关系，如

图 1所示。

△OAF △EBF

S△OAF = S△EBF △AOC

在图 1 中，过点 C 做直线 OD 的垂线交

OG 于 A 点，使 和 的面积相等，即

，则阴影面积 SOFED 可转化为

和梯形 BCDE 的面积之和，即 

S OFED = S△AOC +S BCDE (17)

β

结合 (17) 式，通过几何关系，得到一个计

算积分 (16) 式的近似公式。该近似公式通过

点 O 和点 C 的距离参数 来表示，即结合能

E(M)的表达式为 

E(M) = S OFED = S△AOC +S BCDE =
1
2
β2U2(M)+

1
2

(1−β)[βVn(M)+Vn(M)]

=
1
2

[β2U2(M)+ (1−β2)Vn(M)] (18)

（18）式即为稠密惰性元素原子结合能的新势函数。由图 1 可以看出，当总原子势能 Vn(M) 已知时，

结合能 E(M)的值可以得到。

β2.2    参数

稠密惰性元素原子结合能的新势函数为 

E(M) =
1
2

[β2U2(M)+ (1−β2)Vn(M)] (19)

β

β2U2 (M) △OGD(
1−β2)Vn (M) △OED

（19）式是关于参数 的新势函数，来自两部分贡献：第 1 部分是由从头算方法计算得到的两体势

， 对 应 着 图 1 中 的 的 面 积 ； 第 2 部 分 是 通 过 求 解 薛 定 谔 方 程 得 到 的 总 多 体 势

，对应着图 1中的 的面积。

β

β

β

由图 1 和（19）式可以得到：若 =1，则（19）式变为传统的两体相互势能的一半，此时图 1 中 OE 与

OG 重合，这显然高于 E(M) 的实际值；若 =0，则（19）式变为平均总相互作用势能，此时对应图 1 中的

E 点，其值低于 E(M) 的实际值。在精确度要求较低的情况下，这两种方法可以粗略地计算原子的结合

能。本研究通过第一性原理的从头算法计算发现，结合能 E(M) 的准确值介于以上两种情况之间，对应

的 介于 0 和 1 之间，与图 1 中的阴影区域有关。由于 U2(M) 和 Vn(M) 的收敛速度非常快，近邻原子的

数量也不大，所以相比传统方法的计算时间很短，以便在任何温度下研究多体相互作用和分子动力学

模拟。

2.3    新的结合能

β β

β

β β

β β

由于总相互作用势能 Vn(M) 是一个交错级数，因此通过比较（12）式、（16）式和（18）式发现，如果只

考虑两体势，忽略三体及以上多体势，结合能 E(M) 是参数 的独立函数，此时 =1，这也是求解结合能的

传统方法；如果考虑两体势和三体势，忽略四体势及四体以上势，可以推导出 =(1/3)1/2=0.577；如果考虑

两体、三体和四体势，忽略五体及五体以上势，则有 0< <0.577。随着更高多体势被考虑， 值就越接近

0.5。也就是说，可以得到参数 的一个近似值（ =0.5），它适用于所有的稠密惰性元素原子的结合能。

因此，结合能的表达式可简化为 

E(M) =
1
2

[
1
4

U2(M)+
3
4

Vn(M)
]

(20)

在这个新的结合能公式中，U2(M) 可以通过从头算法或者 Aziz 对势准确得到，且只占结合能

Vn(M)

E(M)

A

B

C D

E

F

O

G

0 1.0β

y

x

f ′(0)x or U2(M)x

f (x)

 

图 1    U2(M)、Vn(M)和 E(M)三者的关系（曲线 OE
表示函数 f(x)，虚线 OG 代表 U2(M)x）

Fig. 1    The correlations among U2(M), Vn(M), and E(M) (The curve line
OE represents function f(x), and the dash line OG describes U2(M)x.)
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E(M) 的 25%；Vn(M) 可通过求解薛定谔方程得到，且占结合能 E(M) 的 75%。利用新公式，得到了结合

能 E(M) 的数值，并将数值结果与前人的理论计算结果、实验值[6–7, 11–12, 16, 18, 25] 进行了比较，如图 2 所示。

结果表明，新的结合能 E(M) 与参考文献中的实验结果吻合较好，平均相对误差在 3% 以内，个别

在 3%～5%范围内。综上所述，新结合能的表达式具有如下优点：

（1）新表达式能够更广泛地应用到基于 RHF理论的分子体系密度范围之内；

（2）由于原子多体相互作用势中的坐标独立性，新表达式对于原子晶体的结构转变、相变、弹性系

数和高压熔化线等的理解具有特殊的价值；

（3）依据新表达式的理论计算方法，一些简单的理论和表达式也可以很容易地扩展到原子多体展

开理论或分子势理论，如流体微扰理论[19–20] 等；

（4）对于短程排斥势，一些离子体系和分子体系的情况与原子体系的情况类似，因此新表达式和该

方案有望应用于这些体系。

2.4    新结合能对高压压缩特性的影响

根据新结合能的计算结果，运用（11）式可得到稠密惰性元素原子的新结合能对高压压缩特性的影

响，并与前人通过从头算理论得到的计算结果 [6–7, 11–12, 26]、实验值 [15, 18, 24, 27–33] 进行比较，如图 3 所示，其

中 R、V 分别为原子间距和对应的摩尔体积。数值结果表明，本研究的数值结果与从头算法结果相近，

在目前的实验范围内与实验结果基本一致 (氦 1～60 GPa[6]，氖 1～238 GPa[30]，氩 1～114 GPa[31]，氪 1～
128 GPa[24])，且平均相对误差都在 3%以内，极个别在 3%～5%。

为了进一步验证本研究提出的理论，表 1列出了固氩的实验压强值、理论计算值，以及本研究的计

算值与实验值的相对误差。可以看出，本研究的计算结果与实验值 [24] 基本吻合，平均相对误差小于

3%，说明新方案是可行的。在此工作中，结合能的新表达式准确地解释了惰性元素物质在高压高密度

下的稠密特性。
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图 2    稠密惰性元素原子结合能的比较

Fig. 2    Comparison of the cohesive energy for rare-gas solids
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图 3    稠密惰性元素原子的高压压缩特性的比较

Fig. 3    Comparison of the compressibility of rare-gas solids
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3    结　论

β

基于量子理论和原子团簇理论，运用多体展开方法和第一性原理的从头算方法，提出了一种新的

计算稠密惰性元素（RGS=氦，氖，氩和氪）原子结合能的经验势函数，运用新经验势研究了结合能对高

压稠密惰性元素状态方程的影响。此经验势函数由两部分组成：一部分是由从头算法计算得到的两体

相互作用势能，另一部分是通过求解薛定谔方程得到的总相互作用势能。此函数引入了一个新的物理

参量 （其值为 0.5），使得结合能的经验表达式更加简单、准确。比较结果表明：结合能的新经验势函数

能够准确地描述多体相互作用对结合能的贡献，且相对误差在 5% 以内，能够更广泛地应用到基于

RHF 理论的分子体系密度范围之内，对原子晶体的结构转变、相变、弹性系数和高压熔化线的理解具

有特殊的价值；运用新经验势的理论计算方法，可以将一些简单的理论、表达式很容易地扩展到原子多

体展开理论或分子势理论；此外，此表达式和方案做法有望应用于一些离子体系和分子体系的短程排

斥势情况。在高压区域，结合能的新势函数对高压压缩特性的影响在当前实验范围内 (氦 1～60 GPa，
氖 1～238 GPa，氩 1～114 GPa，氪 1～128 GPa)做出了令人满意的描述，数值结果与实验结果、理论计算

结果基本吻合，平均相对误差在 3% 以内。最后，以固氩的压强数据为例，验证了该势函数的准确性。

该经验势函数不仅适用于更宽的密度和压强范围，而且对所有惰性元素原子的各种状态的高压压缩特

性研究具有重要的指导意义。
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A Novel Expression of Cohesive Energy Contributions to the
Highly Compressed Characteristic for Rare-Gas Solids

ZHENG Xingrong
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Abstract:  Based on quantum theory and atomic cluster theory, using many-body expansion method and the
ab initio method, a novel expression is presented for calculating the cohesive energy of rare-gas solids (RGS)
(RGS=He,  Ne,  Ar,  Kr)  and  studying  the  cohesive  energy  contribution  to  the  highly  compressed
characteristics  for  RGS.  In  this  expression,  we  introduce  a  new  coefficient  =0.5,  which  makes  the
expression  of  potential  function  simple  and  accurate.  Compared  with  previous  results,  it  is  necessary  to
obtain a new cohesive energy expression that can describe accurately the many-body interaction contribution
to  cohesive  energy,  and  the  mean  relative  errors  are  within  5%.  The  expression  can  also  be  applied  to
calculate the compressibility of solid helium, neon, argon and krypton in the present experimental pressure
range (He 60 GPa, Ne 238 GPa, Ar 114 GPa, Kr 128 GPa), and the numerical results are consistent with the
recent experiment results and ab initio calculation results with the mean relative errors of no more than 5%.
Finally,  an  application  in  solid  argon  verifies  the  accuracy  of  the  potential  expression.  The  expression  not
only can be applicable in a wider density and pressure range, but also all rare gas systems. In addition, it has
important guiding significance for studying the high-pressure compression, specific heat, melting curve and
elastic modulus of rare-gas solids.
Keywords:  rare-gas solids；cohesive energy；atomic cluster theory；many-body expansion method；ab initio
method；compressibility
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