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含时密度泛函理论及应用的最新发展

覃    睿
（中国工程物理研究院流体物理研究所冲击波物理与爆轰物理重点实验室，四川 绵阳　621999）

摘要：密度泛函理论在材料计算研究领域得到了广泛的应用，然而它无法处理含时问题和

材料的激发态性质。Runge-Gross 定理奠定了含时密度泛函理论的基础，为研究这两类问题提供

了有效的手段。经过三十多年的发展，含时密度泛函已被应用到量子化学、材料计算等多个领

域，人们也更加了解其优势和不足。目前，含时密度泛函理论和方法仍在迅速发展。本文简要

回顾含时密度泛函方法的发展历史，介绍近年来含时密度泛函在理论和应用方面的一些重要进

展，总结当前在含时密度泛函领域存在的重要难题以及面临的挑战，展望其发展方向和趋势。
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随着科学理论、算法及计算能力的发展，计算已经与实验和理论并列，成为重要的研究手段。量

子力学建立之后，原则上求解基于量子理论的薛定谔方程即可获得材料几乎所有性质。然而由于直接

求解需要巨大计算量，许多感兴趣的体系和性质无法计算。20 世纪 60 年代密度泛函理论（Density
Functional Theory，DFT）的提出及应用改变了这一情况。然而，DFT 大多用于研究材料的基态性质，对

于材料激发态性质以及在外场下的响应，含时密度泛函理论（Time-Dependent Density Functional Theory，
TDDFT）是研究这类问题的计算效率较高的理论方法。本文简要回顾了 TDDFT 的历史和一些基本问

题，着重介绍近年来 TDDFT 在理论和应用方面的重要进展以及目前仍然存在的问题，最后展望

TDDFT 未来的发展趋势。本文试图对 TDDFT 的基本问题提供快速的指南，希望能帮助感兴趣的研究

人员更快地了解该领域的重要进展，以期达到与相关研究相互促进的目的。

1    TDDFT 发展简史

Xα

原则上量子力学可以给出材料的几乎所有性质，然而对于包含大量原子的多体体系，如块材或大

分子，直接求解薛定谔方程的计算量非常巨大，许多情况几乎不可能完成。也无怪乎狄拉克在量子力

学发展初期说出“唯一的困难在于应用这些定律会导致非常复杂以至于无法求解的方程组”[1]。基于波

函数的方法，如早期的 Hartree-Fock 方法，以及后来发展的 Møller-Plesset（MP）微扰法、组态相互作用

（CI）等 post-Hartree-Fock 方法，都存在计算量巨大的缺点。这一情况随着 1964 年、1965 年 DFT 的基础—
Hohenberg-Kohn 定理[2] 及其便于实用的 Kohn-Sham 方程[3] 的提出和应用发生了巨大的改变，DFT 相比

其先驱者 Thomas-Fermi 模型和  方法，有着严格的理论基础，精度大为提高，因此在物理、化学及材料

领域得到了非常广泛的应用。目前，DFT 仍在迅速发展，更好的交换关联泛函不断提出，推动其计算准

确性不断提高。DFT 是基于基态电荷密度，大多用来计算基态的相关性质，然而人们关心的很大一部

分问题涉及材料的激发态性质或者材料在外加时变场下的性质变化，需要高效的方法处理体系的激发

态相关问题。对于一般体系而言，直接求解含时薛定谔方程同样是不可能完成的任务，TDDFT 的出现

和发展，使大体系含时性质的高精度计算成为可能，有力地推动了计算手段在该领域的应用。
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1.1    Runge-Gross 定理

TDDFT 理论的完整建立相比 DFT 晚不少。不过与 DFT 相似，TDDFT 的起源可追溯到 Bloch 于

1933 年提出的含时 Thomas-Fermi 模型 [4]。随后 Peuckert[5]、Zangwill 和 Soven[6] 对得到含时 Kohn-
Sham 方程进行了有益的尝试，把稀有气体原子在时变外场下密度的线性响应等效地用无相互作用电

子在等效时变场的响应来处理，并提出了含时交换关联的处理方案。在 TDDFT 基础方面，Ghosh 和

Deb[7–10] 以及 Bartolotti[11–14] 探索了含时密度情形对应的 Hohenberg-Kohn 定理和 Kohn-Sham 方法，但是

其推导过程都对时变场有较强的限制，例如前者要求时变场在时域上是周期的，后者要求是绝热过

程。含时密度情形的 Hohenberg-Kohn 定理和 Kohn-Sham 方法的一般性证明直到 1984 年才被 Runge 和

Gross[15] 实现。

对于含时情形，人们希望有与 Hohenberg-Kohn 定理对应的含时密度与外势场的一一对应关系。然

而，与基态的 DFT 相比，含时情况有两个重要的不同。首先，含时情形不像基态一样能量最小，因此没

有像基态一样可以利用的 Rayleigh-Ritz 变分法则。与基态情形不同，Runge 和 Gross 的推导基于最基本

的含时薛定谔方程 i
∂

∂t
ψ (r1, · · · ,rN , t) = Ĥψ (r1, · · · ,rN , t)

ψ (r1, · · · ,rN , t0) = ψ0

(1)

ψ (r1, · · · ,rN , t) ψ0

Ĥ
ψ0

式中： 为 N 电子体系在 t 时刻的多体波函数， 为体系在初始时刻 t0 的多体波函数，ri 代表

电子 i 的自由度，t 代表时间， 为体系哈密顿量。另外，含时薛定谔方程是一个初值问题，所有证明都

需要考虑一个给定的初始态 。

Runge 和 Gross[15] 证明了对于两个有着相同电子数目 N 的多体系统而言，如果其初始态相同，相应

的两个外部标量势场在初始时刻 t0 附近都是可 Taylor 展开的，那么不同的时变外势场 v 和 v′（此处势场

不同的含义为 v(r, t)－v′(r, t)≠c(t)）一定给出不同的含时电荷密度。也就是说，初始状态相同时，若含时

电荷密度相同，则时变外势场必然相同。由此确定了含时电荷密度与时变外场的对应关系。他们的证

明分两步进行：第一步，确定时变外势场 v(r, t) 与含时电流密度 j(r, t) 的对应关系；第二步，确定含时电

流密度 j(r, t) 与含时电荷密度 n(r, t) 的对应关系。从中亦可看出 j(r, t) 的重要地位。

一旦确定了含时情形的一一对应关系，则与基态的 DFT 一样，可以将时变外势场写作含时电荷密

度的函数，即 

v(r, t) = v
[
n,ψ0

]
(r, t) (2)

ψ0式中：v 为外势场，n 为电荷密度， 为体系初始波函数。需要注意的是，势场亦依赖于初始状态。当

然，当初始状态为基态时，由 Hohenberg-Kohn 定理，基态由基态电荷密度决定，此时外势场完全由含时

电荷密度决定。更进一步，与基态情形一样，体系哈密顿量以及所有的含时可观测量都可写成含时电

荷密度的泛函。

1.2    含时 Kohn-Sham 方程

有 Runge-Gross 定理作为理论支撑，在实际应用中很自然地希望有类似基态情形的含时 Kohn-
Sham 方程，即借助一个无相互作用参考体系随时间演化问题的求解得到实际相互作用体系随时间演

化特性。含时 Kohn-Sham 方程的存在和合理性并不能直接由 Runge-Gross 定理得出，同时与基态类似，

也面临着 v-representability 问题。所谓 v-representability 问题，即给定一个具有良好定义（Well-Defined）
的电荷密度函数（如满足非负，积分等于体系电子数目），是否一定存在一个外势场使得可以得到该电

荷密度函数。对于基态情形，如果电荷密度函数在基态电荷密度附近不满足 v-representability，那么对

电荷密度函数的泛函微分是无法定义的，不能应用变分法则对体系进行求解。而对于含时和基态情

形，如果对于参考的无相互作用体系不满足 v-representability，则 Kohn-Sham 方法从根本上就无法成

立。这一问题的解决并不显而易见，长久以来在 DFT 和 TDDFT 领域都有着持续的研究。对 DFT 而

言，再次借助于基态能量最小，人们幸运地通过“Constrained Search”方式处理 v-representability 问题，
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使得对任意具有良好定义的电荷密度函数对应的泛函都有合理的定义[16–17]；对于 TDDFT 而言，情况就

复杂得多，不少研究组对此进行研究，其中 van Leeuwen 等[18] 做出了重要贡献。

van Leeuwen 定理指出：对于两个有着不同相互作用 w(r－r′) 和 w′(r－r′) 的多体体系，如果相关的

电荷密度关于时间 t 可 Taylor 展开，体系 1 在外势场 v(r, t) 作用下的含时电荷密度为 n(r, t)，则在体系 2
中一定可以唯一地构造出外势场 v′(r, t)，使其含时电荷密度与体系 1 完全相同。van Leeuwen 定理有两

个重要的特例：（1）当 w(r－r′) = w′(r－r′) 时，两个体系相同，根据外势场构造的唯一性，从另一种途径

证明了 Runge-Gross 定理；（2）当 w′(r－r′)≡0 时，体系 2 为非相互作用体系，van Leeuwen 定理确定了非

相互作用体系的 v-representability，为含时 Kohn-Sham 方程提供了坚实的理论基础。需要说明，van
Leeuwen 定理依然存在不少限制，例如一些体系的电荷密度无法对时间 t 进行 Taylor 展开，此时 van
Leeuwen 定理不成立，但是 Runge-Gross 定理是成立的，不过 Runge-Gross 定理依然要求外势场可

Taylor 展开。因此拓展 Runge-Gross 定理或通过别的途径确定 TDDFT 的理论基础依然需要长期的努

力。近年来人们对此取得了一些新进展，如不动点证明[19–20]。

以 van Leeuwen 定理等作为理论基础，可以得到类似于基态情形的含时 Kohn-Sham 方程，其形式看

上去也和基态时类似 

i
∂

∂t
φ j(r, t) =

[
−∇

2

2
+ vs(r, t)

]
φ j(r, t)

vs
[
n,ψ0,Φ0

]
(r, t) = v(r, t)+ vH(r, t)+ vxc

[
n,ψ0,Φ0

]
(r, t)

n(r, t) =
N∑

j=1

∣∣∣φ j(r, t)
∣∣∣2

(3)

φ j(r, t)
ψ0

Φ0

ψ0 Φ0

式中： 为对应的无相互作用参考系统的含时 Kohn-Sham 轨道，vs 为 Kohn-Sham 势，v 为外势场，

vH(r, t) 是由瞬时电荷密度 n(r, t) 决定的经典库仑势，vxc 为含时的交换关联势， 为真实相互作用体系的

初始多体波函数， 为 Kohn-Sham 参考体系的初始波函数。含时 Kohn-Sham 方程给出了与真实系统相

同的含时电荷密度。严格来说，t 时刻的 vxc 是当前及历史电荷密度 (n(r, t′), t′≤t）的泛函，并且它依赖于

真实相互作用体系的初始多体波函数 和 Kohn-Sham 参考体系的初始波函数 ，这些与基态情形有很

大不同。同时它无需像基态情况一样表示为交换关联能的泛函微分。然而，它也面临着与基态一样的

问题：无法确定泛函的精确形式，实际应用时仍然依赖于对含时交换关联势的近似。

1.3    线性响应含时密度泛函

在实际含时问题中，有一类常见而重要的情形：系统所受外场作用较小，由此对初始态的偏离也较

小，大多数谱学应用（通过考察体系对小外场响应得到体系的相关谱性质）就属于此类情况。由于该类

问题的重要性，长期以来人们对 TDDFT 在该领域的应用不断深入。

在外场较弱的情况下，没有必要对含时薛定谔方程进行完全求解以得到所需性质，往往通过微扰

理论达到目的。其中重要的一类是线性响应理论，即忽略波函数的变化，仅在微扰理论的一阶程度上

考虑感兴趣的可观测量，这对解决很多问题都够用，特别对于电荷密度响应，TDDFT 具有很重要的应

用。以下先简要介绍一般性体系的电荷密度对外场的线性响应，再引出 TDDFT 的相关理论及应用。

考虑初始时刻为基态的体系，在外场作用下体系的电荷密度随时间变化，含时电荷密度可以按照

微扰阶次展开为 

n(r, t) = n0(r, t)+n1(r, t)+n2(r, t)+ · · · (4)

式中：n0 为基态电荷密度；n1 为电荷密度变化的一阶项，即线性响应项；n2 为电荷密度变化的二阶项。

当外场较弱时，线性响应项比高阶响应项大得多，是密度变化的主要贡献，可主要考虑该项；当外场较

强时，高阶项的贡献很大，微扰理论不再成立。

电荷密度的线性响应 n1 可通过下式求出 

n1(r, t) =
w ∞
−∞

dt′
w

d3r′χ (r, t, r′, t′)v1 (r′, t′) (5)
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χ式中：v1 为外势场； (r, r′, t–t′) 为所谓的密度-密度响应函数，定义为[21–23]
 

χ (r, t, r′, t′) = −iθ (t− t′)
⟨
ψgs |[n̂ (r, t− t′) , n̂ (t′)]|ψgs

⟩
(6)

θ n̂ ψgs χ χ [n0]式中： 为阶跃函数， 为电荷密度， 为基态波函数。由 DFT， 是基态电荷密度的泛函 。一般情况

下，相比时域响应，人们更感兴趣的是频域响应，即 

n1(r,ω) =
w

d3r′χ (r, r′,ω)v1 (r′,ω) (7)

χ通过傅里叶变换，得到密度-密度响应函数 的 Lehmann 表示 

χ (r, r′,ω) =
∞∑

n=1

{⟨
ψgs|n̂(t)|ψn

⟩⟨
ψn |n̂ (t′)|ψgs

⟩
ω−Ωn+ iη

−
⟨
ψgs |n̂ (t′)|ψn

⟩⟨
ψn|n̂(t)|ψgs

⟩
ω+Ωn+ iη

}
(8)

ψn Ωn = En−E0

χ v1(r,ω)

式中： 为标号为 n 的本征态波函数； ，为多体体系的第 n 激发能。通过 Lehmann 表示可以

清楚地看到响应函数 在体系的激发能处有极点。如果微扰外场 的频率与体系的某个激发能相

匹配，则体系的响应会非常大，这便是谱峰。

χ

χs

通过线性响应理论，在得到响应函数 之后即可求出密度响应，进而求出感兴趣的谱。在

TDDFT 中，也有相应方法通过求解无相互作用的 Kohn-Sham 参考体系的相关量得到真实相互作用体

系的线性响应。此时密度的线性响应可由 Kohn-Sham 系统的响应函数 和有效微扰 v1s 得到[24]
 

n1(r, t) =
w ∞
−∞

dt′
w

d3r′χs (r, t, r′, t′)v1s (r′, t′) (9)

有效微扰 v1s 除了包含实际的外场微扰项之外，还有附加项 

v1s(r, t) = v1(r, t)+ vH(r, t)+
w

dt′
w

d3r′ fxc (r, t, r′, t′)n1 (r′, t′) (10)

式中：fxc 为所谓的交换关联核，定义为含时交换关联势对含时密度在基态密度处的泛函微分 

fxc (r, t, r′, t′) =
δvxc[n](r, t)
δn (r′, t′)

∣∣∣∣∣
n0(r)

(11)

fxc (r, r′,ω)

χs

同样人们对频域的响应更感兴趣，对应的交换关联核为 。频域的 Kohn-Sham 响应函数

也有类似的 Lehmann 表示 

χs (r, r′,ω) =
∞∑

j, k=1

(
fk − f j

)φ j(r)φ∗k(r)φ∗j (r′)φk (r′)
ω−ω jk + iη

(12)

ω jk = ε j−εk式中：fj(k) 为 Kohn-Sham 基态轨道 j(k) 的占据数； ，为两轨道的能级差。可见，Kohn-Sham 响应

函数的极点即为无相互作用的 Kohn-Sham 参考体系的激发能。这看上去与真实的相互作用体系不

同。实际上，由有效微扰 v1s 的表达式可以看出，含时密度泛函 Kohn-Sham 线性响应是一个自洽方程；

而在自洽求解之后，错误的极点会被抵消掉，最后恢复真实体系的极点结构。

含时密度泛函线性响应除了可以用来计算各种谱学性质，还可以用于研究体系的激发能。激发能

定义为激发态能量与基态能量之差，原则上只需要计算这两个定态能量就可以求出。不过从另一个角

度来考虑，把激发看作体系在两个本征态（基态和激发态）之间转变的动态过程，此时激发能对应该过

程的特征频率，也就是说每个激发都对应该相互作用多体系统的一个本征模式。

v1(r,ω) = 0

fHxc (r, r′,ω) = |r− r′|−1+ fxc (r, r′,ω)

从含时密度泛函出发计算激发能，对应微扰外场 的情形。但有效微扰 v1s 并不为零，它包

含 Hartree 项和交换关联核项，对应 Hartree-xc 核，即 ，具体表述为 

n1σ(r,Ω) =
∑
σ′σ′′

w
d3r′χs,σσ′ (r, r′,Ω)

w
d3r′′ fHxc,σ′σ′′ (r′, r′′,Ω)n1σ′′ (r′′,Ω) (13)

n1σ(r,ω)

Ω

n(r,Ω)

（13）式是一个频率相关的积分算符作用在电荷密度  上的本征值方程，对所有频率都有一

阶电荷响应 n1 = 0 的平凡解。同时，对于某些特殊频率 ，对应的本征值为 1，即使在该外场为零的情况

下也存在 n1 ≠ 0 的非平凡解。这些频率对应体系的激发能，相应的  即为本征模。

对于激发能和本征模的求解，1995 年 Casida[25] 提出了著名的 Casida 方程 
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(
A K
K A

)(
X
Y

)
= Ω

(
−I 0
0 I

)(
X
Y

)
(14)

其中矩阵 A、K的矩阵元为 

Aiaσ,i′a′σ′ (Ω) =δii′δaa′δσσ′ωaiσ+Kiaσ,i′a′σ′ (Ω)

Kiaσ,i′a′σ′ (Ω) =
w

d3r
w

d3r′φ∗iσ(r)φaσ(r)× fHxc,σσ′ (r, r′,Ω)φi′σ′ (r′)φ∗a′σ′ (r′) (15)

ωiaσ

式中：i 和 a 分别为占据和未占据 Kohn-Sham 轨道的指标。而方程的解对应激发和退激发情形。若令

K=0，则（14）式的本征值为 Kohn-Sham 激发能 。

fxc (r, r′,ω)

Ω

根据 Casida 方程，只要满足如下条件就可以从 TDDFT 得到任意多体系统的严格激发能：（1）在知

道基态 DFT 精确交换关联泛函的基础上，求出精确的 Kohn-Sham 基态以及所有占据、未占据的 Kohn-
Sham 轨道及对应的本征值；（2）知道精确的交换关联核 ；（3）求解一个无穷维的赝本征值方

程，由于矩阵元 A、K依赖于 ，该赝本征值方程需要迭代求解。

在实际应用中，以上这些要求是不可能满足的，只能近似求解。一种近似求解方法是令非对角的

矩阵元 K 为零，而保持矩阵元 A 不变，从而解耦激发项和退激发项，即所谓的 Tamm-Dancoff 近似

（TDA）[26]。当激发频率不靠近零，对应分子、半导体及绝缘体情形时，TDA 较为有效，有助于补偿交换

关联泛函近似带来的误差。

TDDFT 与线性响应理论的结合常称作线性响应含时密度泛函（Linear-Response Time-Dependent
Density Functional Theory，LR-TDDFT），主要用于处理体系在微弱外场下的响应，此时体系偏离基态不

远，用线性响应理论可以很好地描述，这正是许多谱学表征对应的情形。LR-TDDFT 的另一个重要应

用是计算体系的激发谱。理论上，这两方面性质可以由 LR-TDDFT 严格描述；在实际计算中，在合理的

近似下 LR-TDDFT 对这些性质的计算可以达到较好的精度。虽然原则上实时求解含时 Kohn-Sham 方

程组也可以得到包含线性响应在内的信息，但是一般情况下当体系偏离基态较小时，相比于显式地计

算出随时间变化的电荷密度或波函数然后再计算它们相对于基态时的变化而言，直接计算这些相对基

态较小的变化会更高效，计算也更容易。因此对于一般体系，LR-TDDFT 是一种非常高效的方法，在大

多数含时密度泛函软件包中已数值实现，应用非常广泛，以致过去提起 TDDFT 计算，一般指的就是

LR-TDDFT 计算。

不过 LR-TDDFT 也有缺点。从原理上讲，LR-TDDFT 只适用于外界扰动不大的线性响应区域；当

外场强度过大，用线性响应理论不足以描述时，不能再应用 LR-TDDFT。随着激光技术的发展，许多情

况都是 LR-TDDFT 无法描述的，例如短脉冲强场情形。另一方面，如果关心的正是体系的动力学性质，

如去掉内层电子之后密度的振荡或原子电离过程等电子动力学情形、分子动力学这种原子核也在运动

的情形，LR-TDDFT 无法描述。除了原理上的困难，对于一些特殊的体系或性质，LR-TDDFT 在数值计

算上还存在一些困难，例如：对于大体系或电子态密度较高的体系，涉及的激发数目较多，当激发数目

过高，如达到 103～104 时，对角化 LR-TDDFT 方程组的计算量为 O(N6)，LR-TDDFT 很难应用；对于一些

特殊性质，如计算 X 射线近吸收边结构时，其内层芯电子被激发，需要构造整个激发矩阵然后进行对角

化，从而计算大量与问题无直接关系的根，且对角化所需计算量巨大，致使 LR-TDDFT 计算变得非常困难。

1.4    实时含时密度泛函

在 LR-TDDFT 不断发展的同时，实时含时密度泛函理论（Real-Time Time-Dependent Density
Functional Theory，RT-TDDFT）也逐步发展起来并被广泛应用。相比于 LR-TDDFT，RT-TDDFT 的优势

在于：从理论而言，RT-TDDFT 可以无缝地处理从外场微扰到强场相互作用的情形，可以提取线性响应

的相关信息（图 1 展示了 RT-TDDFT 与 LR-TDDFT 对比的一个例子 [23]），并且当外场较大、非线性效应

显著时，只能通过 RT-TDDFT 进行研究；RT-TDDFT 还非常适合研究体系的动力学性质，包括电子与原

子核耦合的动力学性质（例如用超短强激光脉冲研究化学键的断裂 /形成、电荷转移等过程），RT-
TDDFT 对于研究实验探测背后的物理机制具有巨大的价值；从计算而言，对于大体系或电子态密度较
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高的体系，RT-TDDFT 不存在 LR-TDDFT 所面临的困难，可以捕捉到较宽能谱范围内的电子激发，原则

上体系的全吸收谱可以通过一次模拟获得（缺少对称性时需要 3 次模拟），包括从芯态到价态的激发。

此外 RT-TDDFT 还有一个好处，不像 LR-TDDFT 那样处理交换关联泛函的泛函微分，这在应用某些复

杂的交换关联泛函近似时非常有用。

RT-TDDFT 也存在缺点。RT-TDDFT 的计算量与所关心的问题和数值算法关系很大，大多数情况

下只有模拟时长较长时，RT-TDDFT 才能得到所需要的性质。

1.5    含时密度泛函数值方法

将 TDDFT 应用到实际问题时还需要一些必要的近似和高效的数值处理方式。实际应用 TDDFT
时主要考虑 3 方面问题：（1）为含时交换关联势寻找一个合理的近似，（2）对含时 Kohn-Sham 方程进行

有效的数值求解，（3）从含时密度中得到人们感兴趣的物理量。对于这些问题，人们已经开展了大量的

研究，使 TDDFT 得到了广泛的应用。

一般情况下，含时交换关联泛函与随时间变化的电荷密度和系统初始态相关。不过在某些常见情

况下，交换关联泛函可以简化，例如初始态为基态的情形，这在许多实际问题中能够满足。此时根据

Hohenberg-Kohn 定理，初始态（即基态）完全由基态电荷密度（此时为初始电荷密度）决定，因此含时交

换关联泛函完全由时变电荷密度决定，不用考虑初始态的影响。然而，即使在这种简单情况下，含时交

换关联泛函依然非常复杂。除了存在与 DFT 中交换关联泛函一样的问题，其复杂性还源自其特有的时

间上的非局域性：某一时刻 t 的交换关联泛函依赖于所有过去时刻（t′≤t）的电荷密度 n(r′, t′)。为了实

际应用，还需要作进一步近似。

对于含时交换关联泛函的近似，目前应用最广泛的是绝热近似（Adiabatic Approximation）。在该近似

下，t 时刻的交换关联泛函仅与该时刻的电荷密度相关，且泛函形式取为 DFT 中基态交换关联泛函形式，即 

vA
xc(r, t) = vgs

xc[n(r, t)] (16)

vA
xc vgs

xc式中： 、 分别表示交换关联势的近似形式和基态交换关联势。按照该形式，只有当体系随时间变化
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图 1    对 CO2 分子的 TDDFT 研究（上图为偶极矩随时间演化，下图为通过

傅里叶变换得到的谱（实线）与通过线性响应得到的谱（虚线）的比较）[23]

Fig. 1    TDDFT calculation for the CO2 molecule (Top: time-dependent dipole moment. Bottom: dipole spectrum (full line)
by Fourier transformation of dipole moment, compared with spectrum from LR-TDDFT (thin line).)[23]
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非常缓慢且一直处于基态时，绝热近似才能很好地成立，然而一般情况下体系并不满足，因此含时交换

关联泛函的绝热近似何时适用是 TDDFT 应用的一个重要问题。通过大量的实际应用，人们发现含时

交换关联泛函的绝热近似在许多情况下都可以得到较好的结果。

在很多情况下，在绝热近似条件下人们直接采用 DFT 中的局域密度近似（LDA），在空间上也将交

换关联泛函近似为局域的，这就是所谓的绝热局域密度近似（ALDA）。当然也可以选用 DFT 中其他交

换关联泛函近似，如广义梯度近似（GGA）等。

运用 RT-TDDFT 方法进行数值求解时，除了与 DFT 一样需要将 Kohn-Sham 轨道进行数值离散化，

还需要将时间离散化，并在保证波函数模守恒的情况下求解含时 Kohn-Sham 方程，得到每个时间步上

的 Kohn-Sham 轨道。

对于波函数随时间的演化，相邻时刻的波函数满足 

φ j (tn+δt) = Û (tn+δt, tn)φ j (tn) (17)

δt Û (tn+δt, tn) tn+δt

δt

式中： 为时间步长； 是将轨道从 tn 时刻传播到 时刻的时间演化算符，计算时需要对其

进行近似处理。当 很小时，一种简单的近似为 

Û (tn+δt, tn) ≈ e−iĤs(tn+δt/2)δt (18)

Ĥs

[tn, tn+δt]

[tn, tn+δt]

式中： 为体系哈密顿量。计算中体系哈密顿量有着自洽特性，即某时刻 t 的哈密顿量依赖于该时刻的

电荷密度。因此数值计算中，在时间区间 内哈密顿量是未知的，只有在计算的时间步上哈密顿

量是可以计算的。而某些处理时间演化算符的算法需要知道时间区间 内某一时刻的哈密顿

量，这常常通过插值方法近似得到。虽然原则上为了充分的精确，该插值过程应该进行自洽计算，但是

从实际计算效率考虑，往往直接采用二阶或二阶以上的插值，并且不进行自洽效验。对于时间演化，有

多种方法进行数值近似处理[27]，如经典的 Crank-Nicolson 算法、利用时间反演对称性的近似强制时间反

演对称性（AETRS）算法等。

当时间演化算符的近似处理涉及指数形式的哈密顿量时，还需要进行进一步的数值近似。最直接

的方式是将指数函数进行泰勒展开，然后再进行截断，有些研究建议 4 阶为比较稳定的合理截断阶

数。除此之外，还可以采用指数函数的 Chebyshev 展开，或者 Lanczos 方法。

有关波函数时间演化的数值方法正在蓬勃发展，有多种方法可供选择，不同的方法在达到同样精

度时计算速度的差别可能很大，应用时需要根据体系特性对算法进行测试选取。

实际应用中人们关心的往往是可观测量的直接求解。虽然根据 TDDFT，含时可观测量皆可由含

时电荷密度决定，但是在实际计算中根据含时密度得到各种可观测量却存在难易之分，有些还需要作

进一步近似。

有些可观测量能够严格地由电荷密度或电荷密度与 Kohn-Sham 轨道相结合得出。最直接的可观

测量就是电荷密度本身；其他较易得到的物理量还有电荷的多级矩（如电偶极矩）、光吸收截面、原子

体系的电离情况（通过电荷密度的空间积分得到），以及能够较直观衡量原子成键随时间演化性质的含

时电子局域函数（TDELF，由含时电荷密度和 Kohn-Sham 轨道计算得出，如图 2 所示）[28] 等。

还有些物理量则较难通过电荷密度得到，其中大部分与多体波函数或多体密度矩阵直接相关，包

括光电子谱 [29–31]、S 矩阵 [32]、转移密度矩阵 [33] 等。对于这些物理量，大多用含时 Kohn-Sham 轨道组成

的 Slater 行列式代替真实体系多体波函数得到，但其可靠性没有严格的保证。

2    重要研究进展

TDDFT 经历几十年的发展，在很多领域取得了成功，然而所存在的不足限制了其应用。众所周知，

当前被广泛应用的 DFT 并不完善，而 TDDFT 继承了 DFT 的优势和缺陷，在处理含时问题时也存在许

多问题需要解决。目前，TDDFT 正在蓬勃发展，从理论和应用两方面持续拓展，不断解决或改进发展

过程中出现的问题。这部分内容非常庞大，本文仅针对其中一些感兴趣的重要进展进行简要介绍。
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2.1    含时电流密度泛函理论

Runge-Gross 定理奠定了 TDDFT 的基础，使其原则上可以处理时变标量场中多体系统随时间的演

化，然而仍有许多重要的含时过程并不包括在内，例如含有变磁场或外部电磁场作用的情况。这些限

制非常严重，因为严格地说 TDDFT 无法处理一般情况下电磁波与物质的相互作用。在实际应用中，通

过一些近似方法变通地采用偶极近似处理某些特殊情况下电磁场与物质的相互作用，从而绕开该限

制。对于一般情形，必须拓展新的理论以克服 TDDFT 的限制，从而处理矢量场形式的电磁场。为此，

人们发展了含时电流密度泛函理论（TDCDFT）。

Ĥ

对于普适电磁场情形，通过以下简单的分析解释引入电流密度的必要性。多体系统在标量场 v(r, t)
和矢量场 A(r, t) 下的哈密顿量 的一般形式为
 

Ĥ(t) =
N∑

j=1

{
1
2
[−i∇ j+ A

(
r j, t

)]2
+ v

(
r j, t

)}
+ Ŵ (19)

Ŵ式中： 为电子间的相互作用。由该哈密顿量出发可以求出含时多体波函数，进而得到电荷密度 n(r, t)
和电流密度 j(r, t) 随时间的变化。需要注意电流密度是一个矢量，总可以分解为纵向和横向分量。根

据电荷密度的连续性方程，电流密度的纵向分量与电荷密度相关，而横向分量则与电荷密度无关，因此

两个体系可以有相同的含时电荷密度、不同的横向电流密度。对于这样的两个体系，显然 TDDFT 无法

描述。这是因为若 TDDFT 成立，则电荷密度相同，进而得出外势场相同，那么同一外势场对应两个不

同的电流密度，出现 v-representability 问题 [34]。为此，需要引入更多的自由度描述体系，此时势场为

(v, A)，为四分量。可以选取电荷密度 n 与电流密度 j共同与之对应，即
 

(v, A)↔ (n, j) (20)

与 TDDFT 中势之间可以相差常量类似，在 TDCDFT 中可以通过规范变换相联系的电磁场被视为

等效。
 v(r, t)→ v(r, t)− ∂

∂t
Λ(r, t)

A(r, t)→ A(r, t)+∇Λ(r, t)
(21)

Λ(r, t)式中： 为任意 Well-Behaved 的在初始时刻为零的规范函数。这一点在实际计算中非常有用，人们

往往通过选取合适的规范函数来简化计算。

对于 TDCDFT，有类似的推广的 van Leeuwen 定理 [35] 作为其理论基础。同样，在 TDCDFT 框架下

也有对应的含时 Kohn-Sham 方程
 

TDELF
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图 2    乙炔在 17.5 eV 激光脉冲激发下的含时电子局域函数 (TDELF) 变化的快照[28]

Fig. 2    Snapshots of the time-dependent electron localization function (TDELF)
for the excitation of acetylene by a 17.5 eV laser pulse[28]
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i
∂

∂t
φ j(r, t) =

{
1
2

[−i∇+ As(r, t)]2
+ vs(r, t)

}
φ j(r, t) (22)

式中：有效标量势 vs(r, t) 与之前 TDDFT 一样，而有效矢量场 As(r, t) = A(r, t) + Axc(r, t)。
TDCDFT 是对 TDDFT 的一大推广，克服了 TDDFT 的一些固有缺陷，使得原则上可以处理普遍情

况下的电磁波、含时磁场及矢量场。除此之外，它还有一些别的优点，例如对于一些情形，虽然原则上

TDDFT 也能够处理，但是如果用电流而非电荷密度作为基本参量，将会更好地构造包含动态效应的交

换关联泛函[36–37]。

TDCDFT 还将 TDDFT 的应用体系推广到一般情况的周期体系，对于实际应用具有很大的价值。

在 TDDFT 的基石 Runge-Gross 定理的最初证明过程中，其关键步骤用到了在无穷远处面积分为零的边

界条件，由此把体系的大小引入证明：对于有限体系，如原子分子体系，该条件是满足的；而对于无穷大

体系，如拥有周期晶格的固体，该条件并不满足，故原始 Runge-Gross 定理的证明对固体不成立。后来

人们将其进行推广，结果表明如果外势场具有周期性，那么 Runge-Gross 定理对固体依然成立[38]。然而

周期体系的 Runge-Gross 定理存在很大的缺陷，即对于均匀外场时不成立，从而限制了其应用，因为该

情况正对应了被广泛采用的长波近似。与之相对，TDCDFT 则完全没有此限制[35]。

2.2    扩展体系的含时密度泛函计算

除了原子分子体系，金属和半导体等固体体系在电磁场中的响应也是人们非常关心的问题。在理

论基础得以保证的情况下，对周期体系的含时密度泛函计算，特别是实时含时密度泛函计算也得到蓬

勃发展。自 2000 年以来，Bertsch 和 Yabana 等 [39–41]、Rubio 等 [42–44] 在该领域不断地推进，在相关理论、

软件开发和应用方面取得了较大进展。

在实际计算中的许多情况下晶格常数远小于光波长，可用长波极限近似实际情况以简化计算，此

时晶格中的电子相当于处于随时间变化但空间

均匀的电场中。在一般原子分子等有限体系中，

常常对此采用偶极近似（即长度规范)。然而如

果将其应用在晶体中，对应的电势场为空间线性

的，破坏了哈密顿量的空间周期性，如图 3 所

示。为了解决该问题，人们利用之前所提的规范

变换，通过选取合适的矢量势 A(r, t)，使标量势为

零，保证哈密顿量的周期性，即所谓的速度规

范。此时矢量势 A 可选为（设电场沿 z 方向，电

场强度为 E） 

A(t) = c ∫ t E (t′)dt′ ẑ (23)

由此，只需要求解空间均匀的矢量场下的含时 Bloch 方程组即可。

需要注意：固体计算大多需要考虑宏观尺度下的物理量，特别是当外场非常强时，这是因为此时电

位移和电场强度不再满足简单的线性关系，必须考虑麦克斯韦方程组与含时薛定谔方程的耦合。在该

问题中有两个相差巨大的空间尺度，一个是微米量级的电磁场波长的宏观尺度，另一个则是埃量级的

微观尺度。对于此类问题，Yabana 等[41] 在 2012 年提出了一种多尺度耦合的解决方法：先在宏观尺度上

划分多个格点，在每个宏观尺度格点上考虑一个微观晶格，在晶格内应用 TDDFT 求解 Kohn-Sham 轨

道，并得到相应的电流密度，通过积分和空间平均得到该宏观格点处的电流；然后在宏观格点上应用麦

克斯韦方程组，求出宏观矢量场；最后根据每个格点的矢量场，得到每个微观晶格内的矢量场，从而实

现信息交换和宏观-微观的耦合求解。该计算的计算量非常巨大，即使是低维模拟，也需要应用超级计

算机的巨大计算资源。

2.3    交换关联泛函进展

与 DFT 一样，在 TDDFT 中交换关联泛函的近似从根本上决定了计算的准确程度。目前仍无法找

Lattice constant

Nucleus

Electric field: eE(t)z

z

V(z)

 

图 3    偶极近似破坏了晶体哈密顿量的空间周期性

Fig. 3    Spatial periodicity of the Hamiltonian
destroyed by the dipole approximation
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到交换关联泛函的确切形式，只能近似地构造，这必然影响计算的准确性。在实际计算中，对于不同类

型的体系，不同交换关联泛函形式有着不同的表现。TDDFT 中的交换关联泛函与 DFT 一样也在迅速

发展，一方面不断地吸取 DFT 中交换关联泛函发展的最新成果，另一方面根据实际计算所发现的问题

在原有交换关联泛函的绝热近似基础上不断推进。近年来对许多重要典型问题的描述上，通过交换关

联泛函的发展已经取得了不小的进步。

有一类很重要的激发：电荷从体系中的某一个区域移动到空间上分离的另一个区域，该过程在许

多体系中都会发生，例如在复杂的分子复合体中或从分子的一个基团转移到另一基团。采用

LR-TDDFT 处理时发现，常用的交换关联泛函近似不能很好地描述该现象 [45–47]。对于较简单的两部分

空间相隔较远的体系，LR-TDDFT 给出的电荷转移能（Charge-Transfer Energy）简化为施主和受主的

Kohn-Sham 轨道能级差；而 DFT 的常用近似（如 LDA、GGA 等）在处理电荷密度变化较大的情况时，轨

道能量不准，从而大大低估电荷转移能，误差可达电子伏特量级。

γ

为了更好地应用 TDDFT 处理电荷转移类问题，人们发展了多种方法，例如：Casida 等[48]、Hu 等[49–50]

发展并应用了新的包括分数占据数的 LR-TDDFT，改善了对电荷转移的描述。另一类方法是修正交换

关联泛函的长程行为，使其具有正确的长程渐进行为，从而更好地描述能量较高的离域态性质。采用

的方式为杂化密度泛函（Hybrid Functional），其长程部分用轨道交换作用形式表示，范围分离的杂化密

度泛函（Range Separated Hybrid Functional）显著地提高了电荷转移的描述精度[51–55]。该泛函通过参数分

离交换关联泛函的短程和长程部分，更好地通过轨道交换描述长程部分；但是参数的选取标准存在一

些问题，大多依赖经验。近年来 Baer 等[56–57] 提出参数不是普适的，而是依赖于体系的性质和结构。对

于具体的某个体系，可以通过一些标准定出参数，例如所选参数应使体系的电离能等于最高占据态

（HOMO）能级的相反数。通过这种依赖于系统的参数优化选取，进一步改善了电荷转移体系激发的描

述，如表 1[57] 所示，其中 B3LYP 是一种常用的固定参数的杂化交换关联泛函，BNL 是一种优化参数的

范围分离杂化交换关联泛函， 为优化参数。

除了电荷转移过程，还有其他一些性质（如 Rydberg 态等）也在采用范围分离的杂化交换关联泛函

后计算精度得以大大提高。另外，除了原子分子体系，杂化交换关联泛函还对固体的含时密度泛函计

算有所改善，例如：它能有效修正一般常用的交换关联泛函 LDA 和 GGA 等对半导体或绝缘体带隙的

低估，提高光学带隙的计算精度，改进涉及带间跃迁的相关谱性质的计算。

除了应用 DFT 交换关联势的发展成果，TDDFT 的交换关联势还有其自身的特点，其中重要一点是

含时交换关联泛函的记忆性。原则上，它与过去所有时刻全空间的电荷密度相关，然而考虑到构造的

复杂性，实际中大多采用所谓的绝热近似，仅考虑当前时刻的电荷密度对含时交换关联的影响。实践

证明，绝热近似对于许多性质的计算精度是可以接受的。不过对于某些问题，绝热近似会带来较大的

误差，此时必须考虑含时交换关联泛函的非绝热性。以下即为其中一些问题及其研究进展。

χ之前的理论研究表明，一个多体系统的激发谱可以由其响应函数 的极点严格得到。原则上，通

过 TDDFT 求解 Casida 方程就可以得到所有多体系统激发谱，然而应用交换关联核 fxc 的绝热近似得到

的激发并不全面，有部分激发丢失。后来人们发现，激发谱的缺失与双激发（或多激发）特征有关系，也

表 1    一些气相 Ar-TCNE 体系的激发能 E(单位 eV) 和振动强度 f 的计算和实验对比[57]

Table 1    Excitation energies E (eV) and oscillator strengths f of several gas phase Ar-TCNE systems: theory and experiment[57]

Ar
B3LYP

γ

BNL
( =0.5) γ∗BNL Exp.[27]

E f E γ∗ E f E f

Benzene 2.1 0.03 4.4 0.33 3.8 0.03 3.59 0.02

Toluene 1.8 0.04 4.0 0.32 3.4 0.03 3.36 0.03

O-xylene 1.5 0 3.7 0.31 3.0 0.01 3.15 0.05

Naphthalene 0.9 0 3.3 0.32 2.7 0 2.60 0.01
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χs

χ

fxc(ω)

就是说多体体系的激发态包含显著的双激发组态或多激发组态成分。在 TDDFT 中，线性响应区域

Kohn-Sham 无相互作用体系不包含双激发或更高阶激发，因此 Kohn-Sham 响应函数  只在 Kohn-
Sham 单激发处有极点，此极点比真实的多体响应函数 少。而应用 Casida 方程求解激发谱时，如果采

用 fxc 的绝热近似，极点数目不会改变，仅仅发生平移，使其更接近真实多体系统的极点位置。为此，有

必要引入非绝热、与频率相关的 带来更多的解，此时 Casida 方程变成非线性本征值方程，可以产

生更多的极点。为了更好地描述分子的多激发性质，人们发展了一些非绝热的 TDDFT，例如 Dressed
TDDFT 方法[58]、基于多体理论的非绝热方法[59–62]。

Dressed TDDFT 方法最早于 2004 年由 Maitra 等 [58] 提出，此后不断发展，成为第一个成功依赖频率

的交换关联核。为了克服绝热含时密度泛函近似无法很好处理多激发的缺点，Dressed TDDFT 参考了

多体波函数方法，将多体微扰理论与 TDDFT 相结合，其核心思想为：Dressed TDDFT 的交换关联核可视

为频率无关的绝热近似交换关联核与依赖频率的多体微扰核的杂化，其中多体微扰核可由二阶极化传

播子方法得到。通过改进，Dressed TDDFT 已经从最初的一次只能包含一个双粒子双空穴激发推广到

多个双粒子双空穴激发。Dressed TDDFT 被大量应用到需要处理多激发的领域，还与基于多体波函数的

量子化学方法的基准计算进行了对比[63]，取得了不错的结果。然而，在应用 Dressed TDDFT 时也出现一

些问题，例如对于一些性质，本应该是单激发占主导地位，在应用 Dressed TDDFT 方法之后如果选取的交

换关联泛函近似不恰当，会低估单激发的贡献而高估双激发的贡献。与量化基准计算的对比 [63] 表明，

采用包含部分 Hartree 项贡献的杂化交换关联泛函与 Dressed TDDFT 联合使用可以得到较好的结果。

势能面是与体系多种基本性质相关的一个重要物理量。对于基态而言，基态势能面的全局最小点

给出了体系的稳定几何构型，鞍点提供了过渡态的信息，并且基态势能面还包含原子间相互作用信息，

可用于提取分子动力学所需的参数。激发态势能面也同样重要，在化学反应、光化学过程以及各类谱

中发挥关键的作用[64–65]。基态势能面原则上可由 DFT 得到，而激发态势能面则可由 TDDFT 得到。

fxc(ω)

然而在实际计算过程中发现，即使采用具有正确长程行为的交换关联泛函，TDDFT 计算得到的激

发态势能面依然存在不小的误差，特别是当基态本身具有多组态特性时，两个势能面变得简并且相互

靠近，形成所谓的圆锥交叉。对于这种拓扑结构的描述，TDDFT 存在非常严重的问题 [66–68]—在交叉

点附近经常给出错误的拓扑结构，这与常用的绝热近似无法描述双激发有很大关系。频率相关的交换

关联核 可以更好地解决该问题[69]。

fx (q,G,G′,ω) fxc (q,G,G′,ω)

在周期体系中，半导体和绝缘体的光谱性质与交换关联核 fxc 的长程行为紧密相关，此时 fxc 在动量

空间中的表示 更便于应用。其中一类重要的极限情况是交换关联核 在 G =
G′= 0（称为交换关联核的头）且 q→0 时的极限（该极限对应实空间中无限远的距离）。对于一般常用绝

热近似下基于 LDA 或 GGA 的局域或半局域交换关联核，其交换关联核的头为一有限值，因此当

q→0 时，交换关联核的头对 Casida 方程中 K 项

的贡献为零，说明 Kohn-Sham 谱的变化来源于交

换关联核的其余部分。Gonze 等 [70–71] 指出，为了

正确地描述绝缘体的介电性质，当 q→0 时交换

关联核的头应是 q– 2 的发散行为。在这种情况

下，交换关联核的头对 Casida 方程中 K 项的贡献

相比于其他部分占决定性作用，而不是通常近似

下的贡献为零。交换关联核的长波行为对原子

分子这种有限体系的低能激发不太重要，但是对

于扩展的周期体系，为了得到正确的谱，必须使

交换关联核具有正确的长程行为 [72– 73]。从图 4
可以看到，交换关联核的头的贡献为零的 ALDA
不但错误地估计了光学带隙，而且没有很好地描

述带隙附近的强激子峰。
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图 4    块材硅的光吸收谱的 RPA、TDDFT-ALDA
计算和实验对比[73]

Fig. 4    Optical absorption spectrum of bulk Si: RPA,
TDDFT-ALDA calculations and experiment[73]
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为了更好地描述绝缘体的光学性质，可以对交换关联核进行修正，使其头部有一有限值贡献。一

种简便的方法是构造所谓长程修正（LRC）的交换关联核 [71]，如近期发展的 Bootstrap 核 [74–75]，它拥有正

确的长程行为，并且计算表明在很大范围内的固体谱学计算中表现良好，如图 5 所示。

2.4    含时密度泛函的极端条件应用

除了不断地改进理论和方法、提高计算精度，人们还将 TDDFT 应用到更广泛的领域。之前的研

究大多在线性响应领域，此时外场较小，对系统的作用可视为微扰，应用 TDDFT 可研究弱场下的响应

和体系的本征激发谱。然而，超短超强激光脉冲（其外场作用强度可以与材料内部的库仑作用相比拟）

以及一些极端情况（如某些极端条件下的热效应甚至可以与库仑作用相比拟），对理论计算提出了新的

要求。原则上 TDDFT 可以处理非相对论情况下任意大小的外场与物质的相互作用，因此近年来不断

发展，并在极端环境领域开始应用。

引起人们关注的强场下高次谐波的产生是一个典型的无法用微扰描述的物理问题，有着巨大的基

础研究和应用价值。之前人们已对原子分子等有限体系中的高次谐波的产生做了大量的理论和实验

研究。最近 Tancogne-Dejean 等[76] 应用 TDDFT 对块材硅中高次谐波的产生进行了深入研究，结合解析

模型和第一性原理计算，给出了周期性固体体系相对于原子分子体系在高次谐波产生上的特点，并将

其与能带结构联系起来（见图 6）。在计算方面，综合了 DFT 和 TDDFT 的结果，将第一性计算扩展到强

场与无限体系相互作用的领域。

除了强场领域，近年来 TDDFT 还被应用到极端条件下的物态研究，如 2016 年实时有限温度

TDDFT 被首次应用于温稠密物质[77]。温稠密物质包含的范围很广，一般被视为凝聚态与理想等离子体

的中间态，其中费米简并依然存在，且热效应和库仑作用的量级相同。X 射线汤姆逊散射谱是探索温

稠密物质的重要工具。通过对比实验测得的 X 射线汤姆逊散射谱线和理论计算，可以得到温稠密物质

的温度、密度、电离度等各类物性参数，因此理论建模的准确性非常重要。在大多数传统模型中，

Chihara 分解被广泛采用，其中电子被划分为紧绑定、松绑定和自由电子。对于温度和压力较高的温稠
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图 5    采用 bootstrap 交换关联核的 TDDFT 计算各类半导体块材的光吸收谱及其与 RPA 计算、实验结果的对比[74]

Fig. 5    Optical absorption spectra of various bulk semiconductors calculated with TDDFT
using the bootstrap xc kernel compared with the RPA calculations and experiments[74]
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密物质，该分解的可信度存疑。对此，Baczewski
等[77] 采用有限温度 TDDFT 结合投影缀加平面波

方法研究温稠密态的铍的动力学性质。计算中

没有芯电子被冻结，因此不再区分束缚态电子和

自由电子；Mermin 方法被用于处理初始态及之

后轨道的演化。研究显示：相对于传统的唯象理

论模型，第一性原理 TDDFT 计算具有独特的优

势，尤其对于束缚电子和自由电子划分较模糊的

体系。

近年来中国工程物理研究院也应用 TDDFT
对温稠密物质进行了研究。张平等[78] 应用 TDDFT
的微扰形式研究了温稠密态铝的 X 射线汤姆逊

散射谱（见图 7），并将其应用于电子温度的测量，

其中温度采用 Mermin 有效温度形式，电子在 X 射

线电场下的散射通过含时密度泛函线性微扰响

应方式研究。通过计算给出电子温度上限为

2000 K 左右，远小于通过细致平衡关系估算得到

的 60 000 K，表明 X 射线自由电子激光被用于结

构测量时对样品的加热效应可能小于预期。

2.5    TDDFT 的多学科结合

除了对 T D D F T 自身的研究，人们还将

TDDFT 与其他学科相结合，开辟了一些新的发

展方向。近年来，统计学习和大数据迅速兴起，

渗透到日常生活和科研生产的各个领域。在材

料模拟领域，统计学习与已有方法相结合，成为

平衡计算精度和计算复杂度的一种新型计算手

段。相对于量子化学的基于波函数的组态相互

作用、耦合团簇法等，TDDFT 具有计算量较小的

特点，是计算大体系可行的第一性原理解决方

案。如前所述，现有的计算量较小的含时密度泛函绝热近似不能很好地描述电荷转移及具有双激发特

征的性质，使得 TDDFT 在光化学等领域的应用受到制约；通过与大样本分子数据库中精度较高的量化

方法的计算结果进行对比开展统计学习，有望系统地修正 TDDFT 的计算结果，使其对数据库之外的体

系也具有一定的预测性。2015 年 Ramakrishnan 等[80] 比较了 20 000 个有机小分子的 TDDFT 与较高精度

的二阶耦合团簇方法在计算较低的单态-单态垂直电子谱等激发态性质的结果，并对计算结果的差异

进行了统计学习，发现统计学习预测结果的误差随着训练集的增大而单调降低，对于有 10 000 个分子

的训练集，预测激发能的误差可小于 0.1 eV（考虑到 TDDFT 自身的系统误差带来的偏移，结果可以进一

步修正以提高精度）。该结果表明对于各种类型的误差来源，如含时密度泛函绝热近似的双激发系统

误差、基组不完备的数值误差、体系的电荷转移特性引起的误差等，统计学习手段都可以加以修正。

现在这方面研究方兴未艾，随着数据库的不断增大，数据驱动的以 TDDFT 计算为基础的激发态性质建

模也逐渐成为一种重要的新兴研究手段。

3    重要难题和挑战

TDDFT 已为多种情形下的理论计算奠定了坚实的基础，通过适当的近似使数值计算成为可能，计
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Fig. 7    Calculated dynamic structure factor of valence electrons
compared with the measured spectrum of Sperling et al. [78–79]
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算结果与实验结果在多个方面都符合得很好；然而，随着应用的不断深入，人们发现了不少现阶段仍无

法很好处理的难题，对相关的理论和计算方法提出了新的挑战。

目前 TDDFT 在实际应用时广泛采用绝热近似，该近似中含时交换关联泛函没有考虑过去时刻的

记忆效应，而是采用基态 DFT 中的交换关联泛函，因而 DFT 中交换关联泛函的精确程度对 TDDFT 计

算精度的影响很大。DFT 中的交换关联泛函仍不完善，在处理一些体系以及描述某些性质时误差较

大，例如密度泛函的局域密度近似和广义梯度近似在计算半导体或绝缘体的带隙时会严重低估带隙，

甚至导致定性的计算错误。为此，人们提出了各种改进方案，如杂化交换关联泛函、meta-GGA，然而这

两种方法的常用方案往往需要选取经验参数，不利于方法的可迁移性和预测性。DFT 在这方面的误差

与常用的交换关联泛函不能很好描述化学势的不连续性以及不正确的长程渐近行为有关。除了带隙，

DFT 也无法正确描述电荷迁移、Rydberg 态等性质。这些都直接影响采用相同交换关联泛函形式的

TDDFT。因此从某些角度讲，TDDFT 和 DFT 在交换关联泛函方面具有不少相同的挑战。

其中一项挑战是目前 DFT 和 TDDFT 处理起来都非常困难的体系—强关联体系。在强关联体

系中，由于电子之间存在很强的关联效应，因此出现许多新奇的特性，引起了基础研究、国防工业领域

的极大关注。然而电子强关联效应却为理论和计算处理带来了巨大的困难。DFT 计算中常用的局域

密度近似和广义梯度近似是平均场方法，不适合处理强关联体系。后来发展的较为简单的 DFT+Hubbard U
的修正效果也不理想。近年来 DFT 与 Gutzwiller 方法以及动力学平均场方法相结合，对强关联体系的

计算取得了较大的突破，但却依然没有达到理想的精度，且后者的计算量非常巨大。DFT 在这方面依

然需要寻求突破，至今仍没有合适的交换关联泛函或方法来处理该类体系。TDDFT 的任务则更加艰

巨，没有直接可以从 DFT 借用的交换关联泛函和方法，在研究强关联体系的一些特定性质时，还需要超

越 DFT，这也为它带来了更高的挑战。

从 TDDFT 本身来看，一般情况下其含时交换关联泛函与初始状态及所有过去时刻的电荷密度有

关，然而目前广泛采用的绝热近似却忽略了这一点，虽然能够较好地处理以单激发为主的系统，但是一

旦系统出现多激发，则描述效果较差。发展超越绝热近似的含时交换关联泛函是目前解决相关问题所

面临的一个挑战。对此，人们已经取得了一些进展，如 Dressed TDDFT[58]，然而依然需要改进，尚未成为

应用的主流。此外，只有当初态为系统基态时，含时交换关联泛函才严格地只依赖于电荷密度；当初始

状态非基态时，原则上还应考虑含时交换关联泛函对初始状态的依赖关系，在这方面人们考虑得较少。

事实上 Runge-Gross 定理的初始状态依赖性可能促进新的交换关联泛函的发展。对于真实的有相

互作用的体系，给定一个初始态，则有无穷多个可能的 Kohn-Sham 初始态具有相同的初始电荷密度。

如果能够针对所研究的性质选取恰当的 Kohn-Sham 初始态，即使依然采用含时密度泛函的绝热近似，

也可能显著改进计算结果，在这方面已有一些初步研究 [81–83]。就算在线性响应区域，选取激发态作为

Kohn-Sham 初始态也可能对微扰导致的激发频率产生较好的改善。例如，选取一个单激发态为 Kohn-
Sham 初始态，则在单激发态基础上的单激发就可以形成一次双激发，从而避免显式地引入非绝热交换

关联泛函。

基态的 DFT 已经拓展到有限温度情形和具有相对论效应的体系，然而目前相应的 TDDFT 发展相

对缓慢。相对论性的 TDDFT 的理论基础还有待严格的证明。这些拓展对于将 TDDFT 应用到极端条

件具有非常重要的意义，例如：有限温度的 TDDFT 可用于研究非平衡态热力学和含时热力学系综，有

助于计算热输运等性质；相对论性的 TDDFT 可用于研究重核材料以及量子电动力学。

分子动力学是研究材料微观性质的重要计算手段，而第一性原理分子动力学因不借助于经验势和

预测性更具优越性。基于 DFT 的第一性原理分子动力学采用 Born-Oppenheimer 近似，从基态势能面得

到力的信息。然而在诸如超快激光驱动的分子解离等情况下，Born-Oppenheimer 近似不再是一个很好

的近似，此时需要更准确地考虑电子与原子核之间的耦合。原则上 TDDFT 能够给出激发态的势能面，

因此它可以与分子动力学相结合，研究非绝热动力学性质。目前在该领域已经有多种不同的结合方

案，如传统的 Ehrenfest 近似 [84–87]、Surface-Hopping 方法 [88–90] 等。然而，这些方法都有其不足之处，如都
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没有考虑核本身的量子效应，导致无法描述核之间的相干等信息。在这方面，TDDFT 具有巨大的应用

前景，但依然需要新的理论和算法来完善基于 TDDFT 的非绝热分子动力学。

采用第一性原理计算时，通常希望能够计算的体系越大越好。基于波函数的量子化学方法受其理

论基础的限制，无法实现大体系计算。在这方面，基于电荷密度的 DFT 和 TDDFT 是目前大体系计算最

可行的方案，人们也为此做了大量研究。得益于线性标度方法，DFT 已经可以用于上万个原子甚至更

大体系的第一性原理计算。而 TDDFT 依然需要进一步发展，特别是一些特殊情况，例如：当大体系的

非微扰效应显著时，需要 RT-TDDFT 计算；必须考虑光传播效应时，若采用与麦克斯韦方程组相耦合的

方式，则由于两套理论不同的空间尺度，计算量非常巨大。因此，发展高效的算法或多尺度方法同样是

TDDFT 应用的一个挑战。

根据存在于多类体系的近视（Nearsightedness）特性，处理大体系时一种常用的做法是分而治之：将

体系划分为许多小体系，然后通过计算小体系的性质，并考虑它们之间的耦合，得到大体系的性质。这

种策略已被应用于大体系基态性质的计算中。应用 TDDFT 计算大体系激发态时，也可以采用类似做

法，在 LR-TDDFT 和 RT-TDDFT 方面人们已经开展了相关工作[91–93]。这种划分子系统的方法除了具有

计算优势外，还能够从物理上深入理解子系统之间的耦合以及子系统和完整系统性质之间的联系。不

过这种策略所能处理的体系类型有一定限制，如何进行拓展或提高精度需要进一步探索。

除了大体系的计算，在应用方面开放体系计算也是一个重要问题。对于原子分子这类有限体系或

者周期性固体体系，目前都有较成熟的处理方法，然而仍存在多类开放体系，其中一类常见的重要情形

是在纳器件领域，分子两端连在电极上，电极可视为电子库的半无限体系。这类体系的计算不同于分

子或固体体系，需要建立新的理论框架。DFT 在该领域已经有一套框架，例如采用密度泛函结合非平

衡格林函数研究稳态的输运性质。TDDFT 可用于研究开放体系的动态性质，目前也提出了不同的研

究方案，然而其可靠性仍然存在争议，需要进一步发展。

4    发展趋势和展望

与 DFT 一样，TDDFT 作为一种高效的第一性原理计算方法，从诞生之初就备受关注，经过长期持

续发展，TDDFT 已成功应用到诸多领域。由于其巨大的应用前景，未来 TDDFT 仍将继续蓬勃发展。

在理论基础方面，有望进一步将 Runge-Gross 定理和 van Leeuwen 定理推广到更一般的情形，为研

究更一般情况下多体体系电子动态性质提供坚实的理论基础。同时，TDDFT 也将被推广到更多的场

景，如有限温度甚至温稠密状态、相对论效应显著的情况等，这些都需要理论的进一步拓展。

在应用方面，一个非常重要的方向是不断提高计算精度，同 DFT 的目标一样，希望最终实现化学

精度的计算。为此发展更优异的含时交换关联泛函至关重要，如何更好地考虑双激发或更高激发是一

个重要的努力方向。对于一些复杂体系（如强关联电子体系），超越简单理论模型实现强关联材料的高

精度含时密度泛函计算也是一个重要的发展方向。应用方面的另一个重要方向则是在保证一定精度

的情况下不断提升所能处理的体系大小，无论研究材料的微介观性质，还是生物大分子体系，抑或光与

物质相互作用的宏观效应等，都具有重要的实际意义。为此，在提升计算机硬件性能的同时，对处理方

式（如多尺度耦合）以及数值算法提出了更高的要求。

随着 TDDFT 的不断发展，作为一种普适的第一性计算方法，TDDFT 有望成为多个领域研究微观

动态性质的一把利器，更好地解释和预言材料性质，并与不同尺度的方法相结合发挥更大的作用。
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New Developments of Time-Dependent Density Functional
Theory and Its Applications

QIN Rui

（National Key Laboratory of Shock Wave and Detonation Physics, Institute of

Fluid Physics, CAEP, Mianyang 621999, China）

Abstract:   Nowadays  density  functional  theory  which  was  introduced  in  the  mid-1960s  has  wide
applications  in  material  simulations.  However,  it  is  not  able  to  deal  with  time-dependent  problems  and
excited properties of materials.  Time-dependent density functional theory (TDDFT) based on Runge-Gross
theorem, provides a  viable way to deal  with these two problems.  After  thirty years’  development,  TDDFT
has  been  widely  applied  to  many  fields,  such  as  quantum  chemistry  and  material  simulation,  and  our
understanding  of  its  advantages  and  weaknesses  also  grows.  To  date,  TDDFT  theory  and  method  still
develop  rapidly.  Here  a  brief  historical  review  of  TDDFT  is  first  introduced.  Then  it  is  followed  by  a
discussion of recent important developments on theory and applications of TDDFT. Finally we summarize
some important problems and challenges that TDDFT are facing and attempt to offer some thoughts about
where TDDFT will be progressing.
Keywords:  time-dependent density functional  theory；first-principles calculations；density functional
theory；correlation exchange functional
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