
·54卷 (2025年) 2期

固体物理中的量子几何

2025－01－05收到

† email：niuqian@ustc.edu.cn
†† email：qiao@ustc.edu.cn
††† email：yfren@udel.edu

DOI：10.7693/wl20250202
CSTR：32040.14.wl20250202

模型研究与计算*
牛 谦 1，† 乔振华 1，†† 任亚飞 2，†††

( 1 中国科学技术大学物理学院 合肥 230026 )
( 2 美国特拉华大学物理与天文系 纽瓦克 DE19716 )

Model study and numerical calculation
NIU Qian1，† QIAO Zhen-Hua1，†† REN Ya-Fei 2，†††

( 1 School of Physical Sciences，University of Science and Technology of China，

Hefei 230026，China )

( 2 Department of Physics and Astronomy，University of Delaware，Newark DE19716，

USA )

摘 要 文章系统综述拓扑物态及量子几何效应研究中的关键理论模型与计算

方法。Hofstadter蝴蝶模型揭示了强磁场下电子能谱的分形结构及其与贝里曲率的联系；

基于六角晶格的系列理论(石墨烯、Haldane与 Kane-Mele模型)预言了量子反常霍尔效

应及受丰富的对称性保护的拓扑绝缘态；低能连续模型帮助人们解析地理解拓扑相变

与边界态；第一性原理计算结合瓦尼尔插值实现了材料中贝里曲率的定量计算与反常

输运性质预测；无序系统模型研究则阐明了拓扑态的鲁棒性、无序诱导的拓扑相变规

律及陈数湮灭机制。文章强调模型与计算方法在量子几何理论、拓扑材料设计中的基

础地位。

关键词 六角晶格，连续模型，第一原理计算，量子几何，贝里曲率，拓扑态，

无序，局域化

Abstract This paper introduces representative theoretical models and calculation

methods that are central to the study of topological phases and quantum geometric effects.

Specifically, the Hofstadter butterfly model unravels the fractal electronic spectrum and its

intrinsic connection with geometric phases under strong magnetic fields. Honeycomb lattice-

based models, including graphene, Haldane, and Kane-Mele models, have demonstrated the

existence of quantum anomalous Hall effects and symmetry-protected topological phases.

Low-energy continuum models provide a valuable analytical understanding of topological

phases, phase transitions, and edge-mode formation. First-principles calculations combined

with Wannier function interpolation enable quantitative calculation of Berry curvatures and

anomalous transport in real materials. Disorder models elucidate the robustness of

topological phases, disorder-induced topological phase transitions, and Chern number

annihilation mechanisms. We emphasize the fundamental importance of theoretical models

and computational methods in developing the theory of quantum geometry and topological

materials.

Keywords honeycomb lattice，continuum model，first-principles calculations，

quantum geometry，Berry curvature，topological phases，disorder，localization

* 国家自然科学基金(批准号：12234017；12474158；12488101)资助项目

·· 83



·54卷 (2025年) 2期

固体物理中的量子几何

1 引言

本专栏前文(详见《物理》2024年第 1，4，7，

10期)介绍了凝聚态物理中量子几何概念及其在研

究实践中的各种应用。这个概念诞生于电子拓扑

性质的发现，极大地推动了后续四十多年来凝聚

态物理的发展。今天，量子几何已经成为贯穿凝

聚态理论体系的一个不可或缺的组成部分，开始

进入人们日常科学交流的语言当中。为了保持与

传统理论衔接和对新发展叙述的连贯性，前文偏

重于一般框架性描绘。

本文着重介绍人们在研究过程中主要运用的

几类理论模型和更加切合实际的计算方法，以期

为读者营造一个更具体的氛围。文章围绕五个小

节展开讨论，即：蝴蝶能谱、六角晶格、连续模

型、第一性原理计算和无序效应。前两节介绍人

们最早用到的两种模型，它们孕育了关于布洛赫

电子拓扑几何最初的认识。接着介绍几种连续模

型，它们被广泛用来描绘拓扑相变和拓扑边界态

的行为。最后两节介绍第一性原理计算方法在实

际材料拓扑几何性质中的应用，以及无序散射效

应对拓扑态的影响。

按照历史脉络，我们首先介绍Hofstadter蝴蝶

能谱模型。早期，人们通过它了解了强磁场下能

带中布洛赫电子的量子行为，其能谱复杂性扑朔

迷离而又充满诱惑。1982年，在对这个模型中量

子霍尔效应的研究过程中，索利斯(David J.Thou‐

less)等人发现电子体系的状态具有拓扑性质。后

来，在探讨此能谱分裂规律过程中，我们发现支

撑这种拓扑的贝里曲率也深刻地影响着布洛赫电

子的运动。

蝴蝶能谱的能带中已不是通常意义下的布洛

赫态，因为它们的定义用到了磁平移群的概念。

为了避开这种复杂性，Haldane 于 1988 年考虑了

六角晶格上净磁通为零的非均匀磁场，并在一定

参数范围内获得陈数非零的能带。十多年后，

Kane—Mele发现具有次近邻跃迁的石墨烯紧束缚

模型恰好代表了 Haldane 模型的两个版本，各自

对应一个守恒的自旋状态，并且彼此在时间反演

下对偶。受这些划时代理论工作的启发，也由于

石墨烯等二维材料的不断涌现，六角晶格模型成

为研究量子几何与拓扑的一个重要理想平台。

除紧束缚模型外，人们在研究中也用到了各

种低能连续模型。连续模型源于半导体物理中的

有效质量近似，可以在能带某动量点附近用微扰

方法得到。这包括拉廷格关于空穴态的四带有效

模型，它曾在早期反常霍尔效应和自旋霍尔效应

的研究中扮演了重要角色。这也适用于反带情形，

在人们寻找和设计拓扑绝缘体的研究中也有用到。

另外，各种维度上的狄拉克模型也被广泛应用，

通过不同方式的变形获得拓扑相，以及用于描述

边界或者反相畴壁上的低能模式。

为了精确获取实际材料的几何拓扑性质，人

们还得依赖于第一性原理计算方法。这包括计算

Zak相位来研究绝缘体的电极化，计算填充状态

的贝里曲率来获得金属磁体的反常霍尔电导。类

似的还有轨道磁化、反常能斯特效应、自旋霍尔

效应、磁电耦合以及高阶响应等方面的计算。在

寻找和设计拓扑绝缘体和金属的过程中，第一性

原理计算方法也发挥了积极作用。传统的材料计

算主要涉及本征态的能级，而这类计算都需要用

到本征波函数，因此曾经是一个大难题。有了瓦

尼尔(Wannier)插值法后，情况大为改观。许多类

似计算变得非常便捷并被写成了标准化程序包。

关于拓扑状态的描述大都基于晶体假设，而

实际材料总是存在杂质和缺陷。此时，人们往往

把目光转向体能隙中的边界态，看它们在无序散

射下的电子输运行为。在弱无序情况下，边界态

具有相当强的韧性，为“拓扑”这个概念赋予了

具体的物理内涵。在强无序作用下这种韧性会消

失，其根本原因是体能态的拓扑相变。尽管拓扑

不变量不能再用布洛赫态定义，仍可通过体态对

边界条件的反应来定义贝里曲率在能量轴上的密

度。据此，人们可以理解陈绝缘体在转变为安德

森绝缘体前，它的陈数到底是如何消失的。

2 蝴蝶能谱

在均匀磁场下，薛定谔方程的矢量势必然是

非均匀的，因此晶格平移不再与电子哈密顿量对
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1976 年，Hofstadter 研究电子在二维周期晶格中运动并

受到垂直磁场影响时，发现了这个复杂但自相似的、漂亮的

能谱结构。紧束缚模型的哈密顿量包含相邻格点间的跃迁，

磁场会让跃迁矩阵元获得一个与磁矢势 A 有关的相位，

2π
Φ0
∫ r i

r j

A ⋅ dl，其中Φ0 =
h
e

为磁通量子，h为普朗克常数，e为

电子电荷，r i, j 为格点的位置。为了分析系统的能谱，需要考

虑一个晶格原胞中的磁通Φ与磁通量子Φ0 的比值(约化磁通)

α。当它为分数时，紧束缚模型的能带会分裂成 q个子带，其

中 q为分数的分母。将所有的本征能量 E对α绘图，就得到了

Hofstadter蝴蝶图案[5]。如图 1所示，可以观察到一系列能隙，

呈一种自相似分形结构。这些能隙不仅是能谱上的间隔，更

具有拓扑上的意义。

Box 1 Hofstadter蝴蝶

易。对平移后的波函数做规范变换，则可使得薛

定谔方程恢复原貌，这就是所谓的磁平移操作。

Thouless等人当初研究的磁布洛赫态就是由它们

定义的[1]。不同方向的两个磁平移一般彼此并不

对易，除非平移矢量张出的面积正好包含整数个

磁通量子 h/e。Thouless 等人考虑的是“有理磁

场”的情形，即，穿过原胞的磁通是分数个量子

(其中 q是分数的分母)。因此，只要把磁平移局限

在 q倍大的超晶格上，它们就彼此对易，从而可

以拥有共同本征态。

师从Wannier的Hofstadter利用数值计算，首

次揭示了二维电子的磁布洛赫能带，也就是令人

着迷的分形蝴蝶能谱[2]。随着磁通变大，原来的

能带发生剧烈的分裂与聚集；空隙处看上去是大

大小小的蝴蝶，呈现出自相似的分形结构。在有

理磁通情况下，子能带的个数等于分母。这对于

磁通来说是一个极不连续的行为。整体上能谱长

什么样子呢？若把磁通按分数展开，那些整数系

数会告诉你能谱大致分成相对集中的几段，每一

段大致分成几小段，而每一小段又分成多少小小

段，等等。在无理磁通情况下，这个过程会一直

持续下去。能谱如同实数分析中提到的康托集那

样，形成一个测度为零但仍不可数的分形集合。

如果对矢量势取朗道规范，使其一个分量为

零、另一个分量沿某个晶轴方向线性增长，原来

的二维薛定谔方程可以简化为一个紧束缚原子链

模型，其中的势能随位置做周期(有理磁通)或准

周期(无理磁通)变化。Thouless接纳本文第一作者

读博的时候，他对这种介于杂乱和有序的准周期

系统颇感兴趣，想知道电子的波函数到底怎样在

局域和扩展间做出选择。结果表明，本征波函数

采取了一种自相似的变化，而整体上以某种幂次

的方式随距离衰减[3]。

真正有价值的科学宝藏还是隐藏在看似相对

简单的有理情形里。Thouless等人在计算满能带

的霍尔电导时发现：传统的久保公式可表示为磁

布洛赫态的一个微分形式在布里渊区的积分。这

个微分形式就是后来人们熟知的贝里曲率[4]，而

那个积分所表达的就是叫做“陈数”的拓扑不变

量。他们还推导出一个以有理磁通的分子和分母

为系数的整变量丢番图方程，来确定总的陈数如

何依赖填充能带的个数。Box 1里蝴蝶能谱中的各

种颜色表示费米能落在不同能隙时的陈数分布[5]，

展现出一个极其丰富的拓扑相图。

在小磁通的母能带边缘附近，人们还是可以

看到一些熟悉的景象。一条条呈辐射状的能谱如

同二维自由电子在磁场中的朗道能级，只是电子

的质量被晶格重新定义了，而且在能带的顶部取

了负值。从能带边缘往里看，朗道能级的间距逐

渐变小，这是源于能带里面有效质量变大的缘故。

图1 Hofstadter蝴蝶能谱和拓扑相图。横坐标代表费米

能，纵坐标代表约化磁通 α = Φ/Φ0。每个色块代表一个

能隙，不同色块的交界代表能谱。色块颜色对应费米面

在此能隙时，其左边所有填充的子能带的总陈数。其中，

面积最大的红色和蓝色区域的陈数为 ±1。在小磁场极限

下，相邻颜色陈数差为1
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早年，昂萨格认为这种朗道能级就是布洛赫电子

在磁场中回旋运动的量子表现，并指出相应等能

线在布里渊区围出的面积该怎样量子化[6]。他的

发现在这里得到了良好的印证。至于这些朗道能

级辐射线有弯曲和展宽现象，那是由于磁场的非

线性效应。这里就不赘述了[7]。

在非零的有理磁通附近，比如1/3磁通的磁能

带边缘也有辐射状的系列朗道能级出现。这似乎

表明电子在额外小磁场作用下也在做回旋运动，

但是昂萨格的量子化公式并不能正确给出这些能

级的位置。波包分析表明，半经典运动方程需要

在两个方面作出修正[8]：一是电子的群速度要加

上一个正比于动量变化率的项，其比例系数就是

贝里曲率；二是波包会自转，贡献一个磁矩并引

起电子能量的塞曼移动。另外，量子化条件里还

得加上一个贝里相位。这样处理后，就可以精确

算出蝴蝶能谱里的朗道能级了。

蝴蝶能谱的分裂规律大致按照磁通连分数的

展开系数进行。比如磁通为 22/67 时，它可以展

成 1/(3+1/22)的样子。此处的能谱聚集为 3段(接近

1/3 磁通处的那三个能带)，每段又分为 22 小段。

实际上，中间的那段分裂成为 23小段，与两边的

合起来总共 67小段。结论是：三段能带中的陈数

起了重要作用[9]。按照半经典图像，那些小段对

应朗道能级；布里渊区容得下多少个量子化的回

旋轨道，就会有多少个朗道能级。计入贝里相位

的贡献，就可以推出一个能带的陈数究竟如何影

响它分裂的规律。

3 六角晶格

说起六角晶格，大家最熟悉的材料莫过于石

墨烯，其中碳原子排列为一层六角蜂窝状结构。

最简单的紧束缚模型只考虑一个 pz 轨道和最近邻

跃迁[10]，其布洛赫能带有上下对称的两支，在布

里渊区的角处线性连接。电中性时，下能带填满、

上能带空着，费米能级附近的能带呈二维线性狄

拉克锥型，并有自旋和能谷两种简并度。在外磁

场下，无质量电子表现出极宽的量子霍尔平台以

及自旋和谷铁磁对称破缺等等[11]。

早在发现石墨烯之前，Semenoff曾考虑过给

这种二维石墨的两个子晶格施加位能差来打开能

隙，探讨宇称量子反常[12]。著名的Haldane模型也

是基于这种六角晶格，只是添加了次近邻耦合作

用，并给晶格外加一个非均匀磁场，但保持原胞

内净磁通为零[13](详情见Box 2)。这样就没有引入

磁平移概念的必要，从而避开Hofstadter问题的复

杂性。他证明，通常意义下的布洛赫能带也可有

非零陈数，从而预言了无需外磁场的量子霍尔效

应，即量子反常霍尔效应(陈绝缘体)。

Kane和Mele考虑了次近邻跃迁中的内禀自旋

—轨道耦合作用，发现石墨烯可以自然地实现两

个版本的 Haldane 模型：描述轨道运动的哈密顿

量与 Haldane 模型一模一样，只是时间反演破缺

的方式取决于自旋的符号。因此，他们得到了量

子自旋霍尔效应——两种自旋的电子体系具有大

小相同、符号相反的量子霍尔电导[14]。当存在衬

底时，外禀Rashba自旋—轨道耦合作用导致自旋

不再守恒，自旋霍尔电导也不再量子化。但是，

电子体系仍然可以保持一种奇偶型的 Z2拓扑状态

——保持自旋相反相向运动的边界态的存在，从

而拉开了探索拓扑绝缘体的帷幕[15]。

在时间反演对称的情况下，Semenoff那种空

间反演破缺也可以产生贝里曲率和轨道磁化[16]。

它们在两个能谷处具有相反的符号，表现出谷霍

尔和磁化效应。这种现象也发生在过渡金属硫化

物等二维半导体中，带间光跃迁还具有依赖于能

谷的圆偏振选择性[17，18]，而自旋—轨道耦合作用

又绑定了能谷和自旋[19]。因此，这类材料为光电

磁的转换提供了一种理想的研究平台。

如果完全不加磁场(包括 Haldane那种非均匀

方式)，是否还能在石墨烯中打破时间反演对称性

来实现量子反常霍尔效应呢？一个理论方案是，

把石墨烯贴在铁磁体或反铁磁体上，让电子获得

一个交换塞曼能和一个Rashba自旋—轨道耦合作

用[20]。石墨烯在这两种效应的联合作用下打开体

能隙实现非零的陈数(详情见 Box 2)。实验表明，

这个方案确实可以导致较大的反常霍尔效应，虽

然离严格量子化还有些距离[21]。后来，本征的二
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维反铁磁材料MnBi2Te4被制备出来，实现了温度

较高的量子反常霍尔效应[22]。

石墨烯堆叠起来也很有意思。层间耦合会让

狄拉克锥劈裂重组，在零能处留下紧贴着的一对

二次型甚至更高阶能谱。在垂直方向施加电场会

打开体能隙[23]，而在较强的Rashba自旋—轨道耦

合作用下，还可以转变为 Z2拓扑绝缘态[24]。增大

的态密度会在低温下引发自旋或能谷铁磁转变[25]。

最近，人们结合这两种机制，在WSe2衬底上的多

层石墨烯中观测到了陈数为4和5的量子反常霍尔

平台[26]。

让两层石墨烯之间有个扭转，还可以实现高

质量的二维莫尔超晶格。Bistritzer 和 MacDonald

预言，在特定转角下零能处的能带会变得相当

平坦[27]。此时，电子间相互作用就变得非常重

要。在实验中的确看到一系列强关联现象，包

括超导[28]、谷极化轨道铁磁[29]以及量子反常霍尔

效应[30]。

4 连续模型

二能带模型可严格求解，常用来解析计算贝

里曲率和陈数。在拓扑相变发生的动量点附近，

往往还可以进一步用狄拉克模型描述。Volovik研

究 3He超流拓扑性质的时候，考虑过一种动量空

间的斯格明子结构，相当于在狄拉克质量上增加

一个二阶动量修正。这个修正使得狄拉克模型

紧致化，让单个斯格明子能带携带一个+1或-1的

基于六角晶格的 Haldane 模型，如图 2(a)所示，哈密顿量包含近邻和次近邻跃迁项[13]。为破坏时间反演对称性，

在 a、b相邻区域加上相反的磁通。由于 Peierls替换，近邻跃迁项具有实数振幅 t，而 A子晶格间的次近邻跃迁项则携

带一个复数相位e iϕ (ϕ对应于 a 区域内的磁通)；B 子晶格间的跃迁则对应相反的磁通和相位。由于晶格总磁通为零，

不会产生宏观的磁场，可保证晶格的平移对称性。这种磁通的引入使得系统的能带结构具有拓扑非平庸性，如图 2

(b)所示[91]。能带在布里渊区的角上，即 K 和 K ′，打开一个能隙，携带非零的贝里曲率，对应的陈数非零。从而实现

了零磁场下的量子霍尔效应，即量子反常霍尔效应。

在原胞内实现交错磁通是极其困难的。然而，跃迁项复数相位可通过自旋—轨道耦合作用引入。Kane 和 Mele

于 2005 年发现，石墨烯的内禀自旋—轨道耦合作用可在次近邻跃迁项上实现类似于 Haldane 模型的复数相位[14]。

石墨烯具有镜面对称性，使得自旋的面外分量是一个好量子数：自旋向上的电子，在自旋—轨道耦合作用下，次

近邻跃迁携带一个非零的相位，能带在布里渊区角上同样具有能隙、携带非零的陈数，有手性边界态；由于时间反

演对称性，自旋向下的电子是自旋向上电子的时间反演，具有相反的磁通、相反的陈数和反向运动的边界态。虽然

体系总陈数为零，但自旋陈数为整数，且边界态在非磁杂质下不会被散射，显示出拓扑稳定性。此系统被称为量子

自旋霍尔效应。当进一步引入外禀 Rashba自旋—轨道耦合作用，自旋不再是好量子数。但是，Kane—Mele指出，只

要时间反演对称性不被破坏，边界态依然受到拓扑保护，并提出 Z2拓扑不变量[15]，开启了受对称性保护的拓扑态的

研究。

当时间反演对称性被破坏，2010

年 的 一 项 研 究 表 明 ， 具 有 外 禀

Rashba 自旋—轨道耦合作用的石墨

烯可以实现量子反常霍尔效应[20]，其

能带如图 2(d)所示。时间反演对称性

被铁磁交换场破坏，因此能带不再双

重简并，在自旋上、下能带相交的地

方打开了一个体能隙。该能隙下的价

带携带一个整数陈数，且 K和 K′能谷

携带相同陈数，因此总陈数为±2，这

是不同于Haldane模型的地方。

Box 2 六角晶格模型中的拓扑相

图2 六角晶格中的拓扑相 (a)六角晶格及交错磁通[13]，图中实心圆圈和空心圆圈代

表 AB两种子晶格，a、b区域具有相反的磁通；(b)黑色虚线：Haldane模型的能带，

每条能带均非简并；红色实线：价带携带的贝里曲率，对其积分得到非零的陈数，对

应于边界态的数目，如红色箭头所示[91]；(c)黑色虚线：Kane—Mele模型的能带，每

条能带有自旋的双重简并；红(蓝)色实线：自旋向上 (下) 价带携带的贝里曲率；(d)引

入外禀Rashba自旋—轨道耦合作用和铁磁交换场的石墨烯体能带[20]

(a)

b
b

b b

K K′ K K′ K K′

b

b
a a

a

aa
c

a

(b)

σzτz σzτz sz

(c) (d)
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陈数[31]。

三维情形有传统的基于 s-p原子轨道和电子自

旋的八带Kane模型[32]，用来描述一大类半导体的

电磁和光学性质。如果只关心导带的低能电磁性

质，还可以进一步约化到一个二带模型，类似于

真空中带自旋的非相对论自由电子。价带的两支

被自旋—轨道耦合作用推到更深的地方，剩下的

四支描述轻重空穴；后者具有不同的有效质量，

但在零动量点仍然贴在一起。描述轻重空穴的四

带拉廷格模型在研究反常霍尔效应和自旋霍尔效

应时曾扮演过非常重要的角色[33，34]。

四带拉廷格模型也可用来描述HgTe等材料在

零动量点附近的反带现象。自旋—轨道耦合作用

超过了 s-p轨道能差，把四重能带推到原来的导带

之上。同时，轻空穴质量反号，成为新导带；但

它仍与重空穴带粘连，让这类材料成为所谓的零

能隙半导体。量子阱中的受限和应变作用可以打

开体能隙，使得HgTe成为准二维拓扑绝缘体[35]。

真空中电子的狄拉克模型也有广泛应用。经

过其质量项的二阶动量修正，成为模拟各种维度

拓扑绝缘体的标准连续模型[36](详情见Box 3)。其

二维形式可看作两套Volovik 斯格明子能带，彼此

在时间反演下对偶。该模型可周期拓展到晶格

上[37]，定性地描述准二维 HgTe[35]和三维 Bi2Se3等

拓扑绝缘态[38]。利用本连续模型，还能方便处理

边界问题，解析表达无能隙边界态模式[39，40]。

狄拉克模型中，如质量随位置改变符号，形

成所谓反相畴壁，也会有低维零能隙模式局域其

上[12，41]。在单层和双层石墨烯体系，这种反相畴

壁确实会有一维狄拉克通道出现[42，43]。数值模拟

显示，只要避开谷间耦合作用，即使在原子级别

的转折点处，该通道的电子输运依然畅通无阻[44]。

狄拉克于 1928年提出狄拉克模型，将量子力学与狭义相对论结合来描述自旋 1/2的费米子(如电子)的相对论性运

动，对物理学的发展影响深远。模型哈密顿量写为：H ( k ) =∑
i

di ( k ) Γ i 。其中，Γ i 是 4 × 4 的矩阵，满足反对易关

系：{ Γ i , Γ j } = 2δ ij I。H ( k )2 = d 2 I，其中 d 2 是 di 的平方和。相应地，H ( k ) 的本征值是 ±d。对真空中的电子，d =

(cpx, cpy, cpz, mc2, 0 )，其中 c 为光速，m 是电子静态质量，p = ( px, py, pz )是电子动量，对应的色散关系为 E2 = c2 p2 +

m2c4，与相对论性电子色散关系相同。Γ矩阵的形式并不唯一，只要满足上述反对易关系即可。

狄拉克模型可用来描述固体中的低能准粒子(比如准电子)，并呈现丰富的拓扑性质。当质量项 m = 0，狄拉克模

型可以描述二维或三维体系中具有双重简并的线性色散关系，比如忽略自旋—轨道耦合作用的石墨烯或者三维狄拉

克半金属。当质量项 m ≠ 0，线性色散关系打开了能隙，而且该能隙一般具有非平庸的拓扑特性。比如，Kane —

Mele 模型中，电子在 K 或 K' 能谷的有效模型可以用狄拉克模型描述，H ( k ) = vkxΓ0 + vkyΓ4 + mΓ3。在动量空间中，

自旋向上或向下的能带携带的赝自旋织构组成半斯格明子，对应 ±1/2的陈数。在真实体系中，一条能带携带的陈数

必为整数。为了得到整的陈数，一个方法是在另一个能谷中还有一个狄拉克模型描述的低能激发，比如 Kane—Mele

模型；而另外一个方法则是修正质量项，将 m 变为 m + Bk 2，其中 B 为常数，k 2 = k 2
x + k 2

y 。此时，如果 m 和 B 具有相

同的符号，形成的赝自旋织构具有平庸的拓扑特性[36]；若二者符号相反，则形成一个斯格明子，对应的陈数为 ±1。

修正的狄拉克模型可以描述另一类二维拓扑绝缘体，比如 HgTe异质结。不同于 Kane —Mele 模型，这类拓扑绝缘体

的低能模型部分只有一个能谷。通过增加一个Γ矩阵引入维度 kz 后，这个模型可以进一步拓展到描述三维拓扑绝缘

体，比如Bi2Se3 等。

修正的狄拉克模型还蕴含着新的几何或拓扑特性，与第二陈形式、第二陈数、或陈—西蒙斯形式相关。第二陈

形式是贝里曲率(又称第一陈形式)在高维参数空间的推广；其在封闭参数空间的积分为第二陈数，是陈数在高维空间

中的推广。比如，外尔点附近的哈密顿量可以写为 H ( k ) = kx s1 + ky s2 + kz s3，包围着 k = 0的、三维参数空间曲面上

的贝里曲率的积分为整数，即陈数；对于修正的狄拉克模型，H (q ) = q0Γ0 + q1Γ1 + q2Γ2 + q3Γ3 + q4Γ4，包围着 q =

0的、五维参数空间曲面上的第二类陈形式的积分也为整数，即第二陈数。这种陈数在高维拓扑泵浦体系中有重要体

现，比如拓扑绝缘体中的磁电耦合[74]、K 能谷手性声子在石墨烯中泵浦的轨道磁化[100]以及泵浦磁化的量子不确定

性[101]等等。

Box 3 修正的狄拉克模型
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在通道分叉的地方，还会遵循一种奇妙的电流分

配规律[45]。

有一类所谓弱拓扑绝缘体，除了时间反演对

称，还需要一些晶格对称来保护其边界态的存

在[46]。这种对称性在某些晶面被打破，其表面态

就会打开能隙。如果相邻晶面上对称性打破方式

不同，在它们相交的棱上就会出现一维无能隙模

式[47]。这种高阶拓扑棱态在光电测量中也具有拓

扑特征[48]。类似地，二维拓扑绝缘体的某些边界

上也可以打开能隙，形成高阶拓扑角态[49]。

体内能带接触的地方，往往出现无质量外尔

—狄拉克型的能谱。这种接触点也是一种磁单极，

辐射或吸收一个陈数的贝里曲率通量，因而在一

个能带里的数目必须为偶数[50，51]。二维情况没有

这种约束，一个能带可以有奇数个外尔—狄拉克

型接触点，贡献半整数量子化的霍尔电导[52]。

5 第一性原理计算

Vanderbilt等人发现，绝缘材料的电极化可表

达成布里渊区的 Zak相位。这也开创了用第一性

原理计算研究电子几何性质的先河[53]。这些工作

也导致了对 Wannier 函数的重新认识：其中心位

置由 Zak相位决定，而最小宽度受能带量子度规

和贝里曲率约束。通过对多能带系统的 Wannier

函数做最大局域化求解，发展出一套高效处理波

函数问题的插值方法[54]。Box 4介绍了计算Zak相

位和贝里曲率的方法。

贝里曲率的第一性原理计算也极大推动了实

际材料中反常霍尔效应的定量研究[55，56]。由于自

旋—轨道耦合作用相对较弱，其引起的能带免交

叉点往往又是贝里曲率极大的地方，达到计算所

需精度曾是个颇费周折的事情。后来，Wannier

插值方法使这种情况大为改善 [57]。受益于贝里

曲率的模型研究和第一性原理计算，人们发现许

多关于反常霍尔效应的传统规律不再被遵循，比

如，反铁磁材料也有很大的反常霍尔电导[58]，而

铁磁材料的自旋磁化也完全可以躺在霍尔电测量

面内[59]。

本专栏第三篇《半经典响应理论》(详见《物

电子波函数在动量空间的几何相位与固体的电极化和反常霍尔效应等现象紧密相关。第一性原理计算方法能够

计算波函数和这些物理量，对理解材料性质、预测和优化材料设计十分重要。

比如，电极化跟 Zak相位相关，正比于贝里联络 Ak = i uk ∂kuk 在动量空间中的积分，其中 uk 是布洛赫波函数的

周期部分，k是电子准动量。由于波函数有规范自由度，数值方法获得的波函数通常不是 k的连续函数，无法对准动

量求导。为了解决这个困难，可以将积分转化为离散波函数的内积[53]：首先将布里渊区划分为离散的 N 点，标记为

ki，其中 i从0变化到N -1，然后计算 Im{ }ln∏ i = 0

N -1 uki
uki + 1

，要求布里渊区首尾波函数相同，即ukN
= uk0

。

贝里曲率是另一个重要的物理量，Ωn = - Im ∇kunk × ∇kunk ，Im表示取虚部，n是能带指标，二维情况下，∇k =

(∂kx
, ∂ky

)。类似于电极化的计算，贝里曲率也可以通过波函数的内积来计算，避免了直接对波函数求导。这需要用

Stokes定理将面积分转换为线积分，∫
S
Ωdkxdky = ∫

C
Aλdλ，其中C是面S的边界，在闭合参数空间C上的线积分可以用

计算 Zak相位的方法得到。具体的计算需要将动量空间划分为足够密集的 k点网格：当网格足够密集，取三个或四个

点构成的闭合曲线 C 即可用来计算贝里曲率。另外一种避免对波函数求导的方法是将Ωn 转换为速度算符矩阵元的代

数运算[56]：

Ωn = -∑
n' ≠ n

2Im unk || vx un'k un'k vy unk

(ωn' -ωn )2
，

其中，vx, y 为速度算符，ωn 为本征能量。通过构造最局域的瓦尼尔函数作为基底，采用瓦尼尔插值的方法可以有效地

构造瓦尼尔函数的跃迁矩阵元、速度算符、波函数以及贝里曲率[57]。

Box 4 第一性原理计算与电子几何相位
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理》2024年第 7期)一文曾介绍，无序散射可以产

生反常霍尔效应的外禀贡献，包括横移和偏斜散

射。针对具体材料也开展过这方面的第一性原理

计算，比如，通过假设替代性杂质合金或者高斯

型短程无序，与实验结果作对比[60，61]。这种高斯

型短程无序似乎可以较好地模拟声子作用，也不

产生偏斜散射，而其横移和其他外禀贡献可以基

本补齐实验结果与内禀贡献的差异。

过去，人们对磁性材料的关注点主要集中在

电子自旋，后来发现电子轨道磁化现象也蕴含着

丰富的物理。轨道磁化除了单态轨道磁矩的来源，

还有贝里曲率对态密度修正而贡献的反常部

分[62—64]。计算表明，不能像传统方法只计及原子

内部的轨道运动，还应包括原子间电子的运动。

在一类非共线但接近共面的反铁磁材料中，自旋

磁矩几乎抵消干净，但轨道磁化贡献了总磁化的

主要部分。其中，贝里曲率贡献的反常部分又占

了很大份额[65]。

第一性原理计算也参与到了自旋霍尔效应的

研究。在半导体中，低空穴密度下的结果很好地

佐证了基于拉廷格模型的计算[66]，但高密度下的

行为超出了模型所能预言的范围[67]。这类计算也

延伸到了重金属，强自旋—轨道耦合作用会产生

很大的自旋霍尔电导[68]。在近邻磁化作用下，铂、

钯等金属表现出较强的反常霍尔电导，定量上可

表达为交换能与自旋霍尔电导在费米能处斜率的

乘积[69]。

在寻找拓扑绝缘体材料过程中，第一性原理

计算也发挥了巨大作用。如果晶体具有空间反演

对称性，非磁绝缘体的拓扑性质可由布里渊区高

对称点处波函数的宇称来确定[46]；否则，还需加

和半布里渊区上的贝里曲率及其边界上的贝里相

位来得到Z2拓扑数[70，71]。后来发明的混合Wannier

函数方法让这类计算变得更加直接[72]。三维情况

下，Z2拓扑数还可表示为陈—西蒙斯形式在布里

渊区的积分，代表一种特殊磁电耦合[73]。

空间反演对称情况下，在 Z2 拓扑绝缘体与

普通绝缘体或弱拓扑绝缘体的相变临界点，体

能隙关闭，这便实现了所谓的狄拉克半金属。这

种状态在旋转等晶体对称操作下保持稳定，正如

对 Na3Bi 等预言的那样[74]。如果时间或者空间反

演对称性破缺，一个狄拉克点会被分裂成两个外

尔点[50]。

6 无序效应

真实材料中总有杂质或缺陷，而有限温度下

还会有声子等激发。这些都会引起电子散射。 我

们曾详细讨论过散射对于反常霍尔效应的各种外

禀贡献。下面我们将着重考虑无序效应对拓扑绝

缘体的影响。由于体态有能隙，弱无序只能影响

到无能隙边界态。在强无序作用下，体态也可以

发生根本性变化。

在弱无序下，陈数非零的绝缘体边界态保持

宏观尺度的完全导通，反映出为何量子(反常)霍

尔效应有如此惊人的精确度。二维拓扑绝缘体的

边界态或反相畴壁上的狄拉克模式，由于受

Kramers 定理的约束，也不会受到非磁弹性散射

的影响。但是，实验中总有破坏时间反演对称的

各种因素(包括磁性非弹性以及多体散射过程)，

让一维电子输运通道的平均自由程只能维持在介

观尺度[75]。三维拓扑绝缘体的表面态由于自旋和

动量的绑定，非磁性杂质造成的背散射为零，导

致了所谓的弱反局域化现象[76]。

在强无序下，拓扑绝缘态会如何表现呢？人

们曾好奇朗道能级所携带的陈数如何随无序增强

而最终消失。首先，弱无序会把原来高度简并的

朗道能级展宽，其中大部分本征态局域化，而能

量中心处态却保持扩展，仍然携带一个陈数。然

后，随着无序增强，人们猜测这些扩展态的能量

会上浮[77，78]。当最低朗道扩展态上浮到费米能以

上时，电子体系就转变为安德森绝缘体了。

实际情况并没有这么简单。晶格模型的数值

模拟显示，这些朗道扩展态在能量上并没有上浮

的趋势，而是高能处有携带相反陈数的扩展态下

来与其相遇而湮灭[79，80]。这些“反态”最初来源

于Hofstadter能谱的中心，对应于零磁场时母能带

的鞍点。无散射的时候，那里的子能带携带了许

多相反的陈数。在无序情况下，通过引入周期边
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条件的两个相位，仍可定义各本征态的陈数。它

们的分布随无序强度的变化即描绘出上述朗道扩

展态消失的过程。

类似地，本征态对霍尔电导的贡献也可以定

义贝里曲率在能量轴上的密度，密度对占据态的

积分就是总的反常霍尔电导。通过观察贝里曲率

分布的演化，可以研究陈绝缘体的局域化过程[81]。

在一般无序作用下，扩展态的消失遵循相反陈

数湮灭的普通路径。但如果散射允许自旋翻转，

各能带贝里曲率的分布首先劈为两半，然后其中

的一半与另一能带的一半发生交换，最后贝里曲

率抵消干净之后才进入安德森绝缘态，详情见

Box 5。

在时间反演对称保护下，无序散射对二维拓

扑绝缘体的局域化过程也遵循类似机制。以Kane

—Mele模型为例，Rashba自旋—轨道耦合作用和

弱无序并不会破坏原先的边界态[15]。此时，许多

体态被无序所束缚，但每个能带里会有一个有限

宽的中心区域的本征态保持扩展。随着无序增强，

价带和导带的扩展态中心区域相互靠拢，重合后

才整体进入完全局域的状态[82，83]。

强无序也并不只起着破坏拓扑态的作用。实

际材料在费米能附近往往有金属态和平庸边界态

出现。无序散射首先把它们局域化，而在一定强

度内让更有韧性的拓扑边界态凸显出来[84]。在这

个意义上，无序让拓扑态变得更稳定。通过自能

修正，无序散射也可把能带从平庸重整化到非平

庸区域，实现所谓的安德森拓扑绝缘体[85，86]。

拓扑绝缘体转变到平庸绝缘体的过程中，体能隙会关闭，对应于金属态。根据安德森局域化理论，无序会抑制

波的传播；局域化标度理论指出，二维电子气在极弱的无序下就会进入安德森绝缘体相。因此，一个自然且基本的

问题是：强无序将如何影响陈绝缘体及其拓扑相变？

研究发现，当费米能级位于带隙时，电导在弱无序下保持量子化，随着无序增强电导逐渐变小进入金属态，

在更强的无序下最终消失，成为拓扑平庸的安德森绝缘体[81]。对于可翻转自旋的无序，随着无序强度增加，电导

的变化趋势依赖于费米能的位置。具体来说，当费米能处于电中性点时，无序强度超过某个临界值，量子化电导

会突然消失；而费米能在其他能量时，电导在更大无序下仍可保持有限大小，且在相变点前后可以保持接近半整

数化的电导。这种反常的电子输运现象可归因于价带和导带所携带的贝里曲率的交换。

从拓扑学角度看，量子化的霍尔电导可用拓扑电荷的概念来描述，与自旋织构有关。对于陈数为-1 的陈绝缘

体，价带和导带携带的拓扑电荷分别为 Qv = -1 和 Qc = 1。其拓扑性质类似于一个斯格明子，如图 5(a)所示。在自

旋织构中，这表现为自旋在北极向下(Qv = -1)或向上(Qc = 1)，在南极则相反，而在赤道平面内自旋平行于平面。当

施加自旋翻转无序时，由于不同自旋态

共存，靠近赤道的电子态会发生强烈散

射；而由于缺乏相反自旋电子态，南北

极的电子态几乎不受杂质影响。这导致

斯格明子分裂成带有 ±1/2 拓扑电荷的半

斯格明子。随着无序强度增大，这些半

斯格明子会发生相互作用和移动：某些

半斯格明子彼此吸引，另一些则相互排

斥。当无序进一步增强时，导带与价带

所携带的相反的半斯格明子互相交换，

使得价带所携带的拓扑电荷突然变为零，

从而导致电导的消失和安德森局域化的

发生。

Box 5 陈绝缘体到安德森绝缘体的拓扑相变

图3 在无序强度逐渐增大时，价带和导带中的自旋织构(即斯格明子和半斯格明

子)所携带的拓扑电荷的演化

(a)

0

+1
+1/2

+1/2
+1/2

+1/2

+1/2

(b)

A

B

C

D

C

D

A

B

D

B

W/t

A

C

(c) (d)

E/
t
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7 总结与展望

本文介绍了研究布洛赫电子的几何拓扑过程

中常用的几种模型，包括Hofstadter蝴蝶模型、六

角晶格模型和多带连续模型。前两种模型孕育了

这个领域最初的理论发现，而后者帮我们解析理

解这些理论思想的精华。基于泡利算符和 Γ矩

阵[34]的二带、四带模型也可以解析延拓到整个布

里渊区，为寻找拓扑绝缘体实际材料起到了引导

作用。本文也概述了第一性原理计算如何实现理

论与实验的对接，以及各种拓扑几何效应如何在

无序散射中凸显和消失。

在普通晶体中实现Hofstadter蝴蝶能谱需要极

强的磁场。直到几十年以后，人们才在石墨烯/氮

化硼的莫尔超晶格上进行了细致的实验观察[87，88]。

有意思的是，Hofstadter问题也有一个时空晶体对

应，其中均匀恒定的电场会让时空的平移对称发

生一个规范变形；变形后的时间和空间平移彼此

不再对易，除非它们张开的时空面积上穿过整数

个电通量子。这也会造成一个分形的弗洛凯—布

洛赫能动量谱和奇特的波函数性质[89]。

由于石墨烯等二维材料，包括其半导体、磁

性、超导等形态的实验发现，六角晶格模型及其

各种变形得到了充分应用[90]。通过能谷与轨道和

自旋耦合，它可以受光、磁场和应变的调控，成

为研究各种交叉响应的理想平台。另外，对这类

电子体系的研究也启发了其他领域的应用，比如

具有六角超结构的光子晶体[91]和声子晶体[92]材料

也表现出卓越的拓扑几何特性。

各种连续模型在拓扑几何性质的研究中有着

大量应用，不仅可用来刻画体态的拓扑相变，也

可用来描述边界态的行为。连续模型发端于半导

体中的有效质量近似，后来发展到多带情形，用

以描述某动量点附近的能带结构。在高对称点处，

能带往往有简并，具有某种不可约群论表示。动

量在不同方向上对高对称点的偏离导致简并解除，

其具体形式和大小可以用 k·p微扰论方法得到，生

成各种有效连续模型[93]。值得注意的是，简并能

带子空间有些整体性质，比如非阿贝尔贝里曲率

和磁矩，并不包含在这种有效哈密顿量矩阵内，

需要额外考虑子空间与其他能带的耦合[94]。

实际晶体材料拓扑几何性质的研究往往还需

要第一性原理计算。Wannier 内插法让传统的计

算程序可以方便地处理波函数的信息，大大简化

了贝里相位和贝里曲率等几何量的计算。一般说

来，物理量的计算不能仅依靠这种方法生成的紧

束缚哈密顿量矩阵，还需知道 Wannier 函数基组

间的矩阵元。比如，贝里曲率就有一部分来自

位置算符矩阵元的贡献。最大局域化 Wannier 函

数，可在一定程度上减少但并不能完全排除这种

贡献[57]。

朗道能级被无序局域化的过程相当复杂，其

扩展态的最终消失有赖于朗道能级间的耦合以及

与携带相反陈数状态的湮灭。该过程也适用于零

磁场下的陈绝缘体，能带里状态的完全局域化只

有当贝里曲率被彻底抵消干净才能完成。一般认

为，扩展态消失之前只存在于一些分立的能量上，

那里聚集了量子化的陈数。但是，这个结论并没

有严格证明，而且在多种情况下受到了挑战[95]。

时间反演对称保护下的拓扑绝缘体也有类似的

行为。

电子相互作用对于拓扑几何状态的影响也是

一个备受关注的问题。本文讨论的布洛赫能带都

是已经考虑相互作用的平均场效果。相互作用引

起的自发对称破缺，以及由之产生的拓扑相变在

很大程度上也可以纳入平均场效应这个范畴。

Haldane曾讨论过费米液体中的反常霍尔效应该利

用费米面上的贝里相位来计算，从而避开费米面

下不能严格定义的单粒子态[96]。Volovik曾引入一

个利用单粒子格林函数来计算绝缘体拓扑不变量

的公式[31，97]。但是，有些强关联体系的拓扑态，

比如分数量子霍尔效应和莫特拓扑绝缘体，并不

能这么刻画[98]。因为原来的单粒子概念不能解析

延拓过来[99]。

致 谢 感谢沈顺清、姚裕贵、江华和周建辉
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