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摘 要 角动量理论是量子力学的重要内容。基于角动量分量同三维转动生成

元具有同样的基本对易关系的考量，则由基本对易关系就得到了分立的本征值谱

( J 2, Jz )~ ( j ( j + 1), m )。又由于球坐标系下角动量平方 J 2 与动能算符的角部分相同，角

动量就这样被纳入了波力学方程，由此解得的定态波函数是 ( H, J 2, Jz )的共同本征函数。

然而，不同于波函数理论体系，在后来发展的算符—态矢理论体系中，态矢携带关于系

统的全部信息。将角动量用必要的三组独立产生—湮灭算符表示，并在算符—态矢理论

体系中考察角动量算符，会发现定态不必然还是 ( H, J 2, Jz )的共同本征态。以在球坐标

系和直角坐标系下皆可分离变量的严格可解三维各向同性谐振子为依据，作者详细研究

了定态对应的态矢子空间中的 ( H, J 2, Jz )本征值谱问题。在给定总粒子数 n 的情形下，

即限制在特定的 n所决定的子空间中，算符—态矢表示给出的角动量分量 Jz 具有分立的

本征值而角动量的本征值却可以是连续变化的，而这正反映出角动量算符 J = x × p的根

本性质。当角动量分量本征值 (以 ℏ为单位 )接近总粒子数 n时，基于态矢的计算与基于

波函数的计算其结果是一致的，原因是 n一定的定态被限制在态矢空间中的一个由等能

面所定义的子空间中了。认识到既有的量子力学角动量理论的一些缺陷，则此前涉及轨

道角动量之物理效应的相关表述都有修正的必要。

关键词 角动量，轨道角动量，转动生成元，基本对易关系，拉普拉斯算符，

本征值谱，共同本征态，波函数，态矢量，态矢空间，三维谐振子

Abstract The angular momentum theory is an important constituent of quantum 

mechanics. The discrete eigenvalue spectrum of the angular momentum ( J 2, Jz )~ ( j ( j + 1), m ) 

is determined through the three generators of rotation, as they share the same fundamental 

commutation relation. Moreover, since under spherical coordinate system J 2 is identical to the 

angular part of the Laplacian operator, the angular momentum is thus incorporated into the 

wave equation, and the wavefunctions for stationary states are believed to be the common 

eigenfunctions of ( H, J 2, Jz ). We notice that unlike wave functions, the state vectors in ket 

space are expected to carry out all information about the system concerned. When the angular 

momentum is represented with three sets of independent creation-annihilation operators as it 
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should be, and its action upon the state vectors is scrutinized, it is found that the stationary 

states are not necessarily the common eigenvectors of ( H, J 2, Jz ). By taking the advantage of 

being separable under both the spherical coordinates and the Cartesian coordinates, the 

eigenvalue spectrum of ( H, J 2, Jz ) for the stationary states of the three dimensional isotropic 

harmonic oscillator is carefully investigated. For a given stationary state, i. e., with a fixed 

particle number n which also denotes the energy eigenvalue, while Jz has a discrete 

eigenvalue, the eigenvalue j ( j + 1) can be continuous, thus revealing the true nature of the 

angular momentum operator J = x × p . For a fixed n , when the m values are sufficiently 

large, the resulting j ( j + 1) is the same as that obtained in terms of eigenfunctions, 

resulting from the fact that now the stationary states are restricted to a subspace defined by 

an isoenergetic surface in ket space. Some formulations for angular momentum-related 

problems should be accordingly readdressed.

Keywords angular momentum， orbital angular momentum， generator of rotation，

fundamental commutation relation， Laplacian operator， eigenvalue spectrum， common 

eigenvector， wave function， state vector， ket space， three dimensional isotropic harmonic 

oscillator

1　量子力学的角动量理论

1.1　有心力场下的角动量

关于三维空间中角动量的量子力学处理，目

前已成共识，其在流行的量子力学文献中的具体

论述都是相同的[1—4]。此处依据文献[3, 4]将相关

内容照录如下，作为后续讨论的依据。

处于中心力场下的物理系统，其哈密顿量为

Ĥ =
p̂2

2μ
+ V ( r )，对应的波力学定态方程为

( )- ℏ2

2μ
∇2 + V ( r ) Ψ ( r ) = EΨ ( r )  . (1)

采用球坐标系，上式中的拉普拉斯算符 ∇2 可表

示为

∇2 =
1
r2

∂
∂r ( )r2 ∂

∂r
+

1
r2 ( 1

sinθ
∂
∂θ ( )sinθ

∂
∂θ + )1

sin2 θ
∂2

∂φ2
  . (2a)

考虑到轨道角动量算符按定义为L = r × p，在直

角坐标系下的表达式为
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Lx = -iℏ ( )y
∂
∂z

- z
∂
∂y

  ,

Ly = -iℏ ( )z
∂
∂x

- x
∂
∂z

  ,

Lz = -iℏ ( )x
∂
∂y

- y
∂
∂x

  .

(3)

相应地，在球坐标下的表达式为

ì

í
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ï

ï
ï
ïï
ï
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Lx = iℏ ( )sinφ
∂
∂θ + ctgθcosφ

∂
∂φ   ,

Ly = iℏ ( )-cosφ
∂
∂θ + ctgθsinφ

∂
∂φ   ,

Lz = -iℏ
∂

∂φ   .

(4)

故角动量平方算符为

L2 = -ℏ2( 1
sinθ

∂
∂θ ( )sinθ

∂
∂θ +

1
sin2θ

∂2

∂φ2 )  . (5)

此与拉普拉斯算符 ∇2 的角部分同，故而拉普拉斯

算符可改写成如下形式：

∇2 =
1
r2

∂
∂r (r2 ∂

∂r ) - L2

ℏ2r2
  . (2b)

轨道角动量算符L就这样出现在了哈密顿量H中。

确切地说，是轨道角动量平方算符L2 通过拉普拉

斯算符(动能算符)的角部分被纳入了哈密顿量 H
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中。注意到这个事实对于理解量子力学的角动量

理论很重要。

对于量子力学的开普勒问题，V = - e2

r
，能量

本征值和波函数分别为

En = - μe4

2ℏ2

1
n2

, n = 1, 2, 3, … (6)

Ψnlm ( r, θ, φ ) = Rnl ( r ) Ylm (θ, φ )  , (7)

其中关于角度的函数 Ylm (θ, φ )是球谐函数。

1.2　角动量算符玻色化

现在用符号 J表示角动量算符，Jx, Jy, Jz表示

其分量，满足基本对易关系：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

 

[ ]Jx,  Jy = iℏJz  ,

[ ]Jy,  Jz = iℏJx  ,

[ ]Jz,  Jx = iℏJy  .

(8)

角动量各分量同算符 J 2 = Jx
2 + Jy

2 + Jz
2， J± =

Jx ± iJy之间有如下对易关系：

[ J 2, Jx ] = [ J 2, Jy ] = [ J 2, Jz ] = 0  , (9)

[ Jz, J± ] = ±ℏJ±  , (10)

[ J+, J-] = 2ℏJz  , (11)

{J+,  J-} = 2 ( J 2 - Jz
2 )  , (12)

其中{ , }表示反对易关系。

考虑到角动量算符对易式的结果仍是角动量

算符以及由此而来的复杂性，后来人们先后提出

了两个将角动量算符玻色化的方案。

(1) Holstein—Primakov变换

将角动量算符用一组玻色算符替换如下[5]：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

J+ = ( 2j - a†a )a  ,

J- = a† ( 2j - a†a )  ,

Jz = j - a†a  .

(13)

此处的算符a, a+之间的对易关系为

[ a, a† ] = 1,   [ a, a ] = [ a†, a† ] = 0 . (14)

可证(13)式中的 J+, J-, Jz算符满足相应的角动量算

符对易关系。

(2) Schwinger双振子理论

鉴于 Holstein—Primakov变换中有 a+a出现在

根号下的缺点，Julian Schwinger用两组独立的玻

色算符(a, a+)，(b, b+)表示角动量算符。记：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

Jx =
1
2

(a†b + b†a )  ,

Jy =
1
2i

(a†b - b†a )  ,

Jz =
1
2

(a†a - b†b )  .

(15)

可证当 (a, a+)与 (b, b+)各自满足对易关系 (14)式

时，式 (15)中的 Jx, Jy, Jz 算符满足角动量算符的

基本对易关系。此理论源于约当 1935年的思想[6]，

1952 年 Julian Schwinger 将其具体实现[7]，故又称

Jordan—Schwinger Map。

上述将角动量算符玻色化的实践让我们注意

到，与角动量分量满足同样基本对易关系的一组

算符 ( Jx, Jy, Jz )是否严格地体现角动量的物理是个

有待商榷的问题。

1.3　角动量算符的本征值谱

如果假定角动量算符具有分立谱的本征值及

相应的本征态矢，那么是否可以解出具体的本征

值与本征态矢？注意，这里要强调一下我们只是 

假定其特征值为分立谱，关于这一问题后面会加

以讨论。

假定J 2, Jz有如下的本征态矢与本征值：

ì
í
î

ïï

ïï

J 2 j, m = λℏ2 j, m   ,

Jz j, m = mℏ j, m   .  
(16)

则仅由角动量算符的基本对易关系可得出[3]：

ì
í
î

λ = j ( j + 1)  ,

m = -j, -j + 1, …, j - 1, j .
(17)

考虑到 -j, -j + 1, …,  j - 1,  j 的数目为整数，故 j

值只能为整数或半整数。注意，上述关于 J 2, Jz本

征态矢与本征值的内容只依赖于角动量的基本对

易关系，与量子力学的概念无关。1925年，玻恩

—海森堡—约当得出了矩阵力学版的角动量理

论 [8]，其中根据对易关系得到的对角化的 Mz 分

量之矩阵元表示形式为 Mzn =
h

2π
(n1 + C )，n1 =

… - 2, -1, 0, 1, 2…，不过对常数 C 没有进一步的

说明。此理论由海森堡—约当应用于反常塞曼

效应[9]。
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我们感到奇怪的是，在量子力学中具有连续

谱的 x, p算符，怎么其组合 J = x × p (前面记为L =

r × p)就是完全分立谱了呢？再者，就物理量的维

度层级来看，J = x × p 的层级要高于 p，怎么算

符J∙J就成了算符p∙p的角部分了呢？

1.4　角动量与转动生成元

在物理学中有将对称性与守恒律相联系的重

要定理，即诺特定理。诺特定理来自拉格朗日力

学，与系统的微观或者宏观无关。如果系统具有

某种连续对称性，即在一定的变换下系统的作用

量积分不变，则存在与变换相对应的守恒量。三

维空间的转动有三个生成元，三个生成元之间的

对易关系与角动量之间的对易关系相同，故而这

两者被当作同一对象对待。在已有的量子力学文

献中随处可看到这样的论断。然而，我们认为从

物理角度考虑的话，这两者的根源明显是不同

的。将两者混为一谈的唯一根据是相同的对易关

系，但据此就认为两者乃是一回事儿恐怕有点过

于草率。特别地，空间转动变换的对称性适用于

所有系统，与微观物理体系的本质，比如自旋这

种内禀自由度，本没有什么关系。在文献[3]的

161页上， 樱井纯似乎注意到了三维空间转动生

成元与角动量两者未必能完全划等号，因此写

道：“我们强调一下本书中我们不把角动量算符

定义为 x × p。这一点很重要，因为自旋角动量

——一般公式也适用于其上——与 xi, pj 无关。换

句话说，在经典力学里可以证明定义为 x × p 的

角动量是转动生成元；与此相对，在量子力学中

我们这样定义 J，使得(作用于态矢空间上的——

本文作者注)无穷小转动算符从公式 D ( n̂, dϕ ) =

1 - i ( n̂∙J
ℏ ) dϕ得到”。基于多年的量子理论教学

与研究经历我们也感到疑惑，三维空间转动生成

元与角动量两者完全是一回事儿吗？如果不是，

那么不同之处在哪里，而存在着不同又意味着

什么？

2　量子力学的角动量理论成功的一面

在对量子力学的角动量理论提出质疑之前，

先讨论一下其成功的一面。角动量理论是量子理

论的重要组成部分，包括前述的如何得到分立本

征谱的角动量平方算符与角动量某一分量算符之

共同本征态，由此出发进一步讨论角动量的耦合

等内容。相关理论对与自旋有关的物理现象——

包括光谱与磁性质——的解释有重要的意义。这

是量子角动量理论成功的地方。

不过，我们注意到角动量概念确有一个未引

起重视的含混之处。被统称为角动量的物理量其

实有两个不同的对象，其一是属于外部自由度的、

由位置与动量复合而成的轨道角动量，另一个则

是属于内禀自由度的自旋，而自旋的物理根源是

不清楚的。电子的自旋之所以被当成角动量，是

基于对物质磁性的解释[10]、对反常塞曼效应的解

释[9]、对Stern—Gerlach实验[11]的解释等理论(借助

磁矩的概念)同角动量相类比最终形成的。自旋是

被硬当作角动量引入的一个内禀物理量。自然而

然地，自旋被要求满足与角动量以及三维空间转

动生成元相同的对易关系。所幸，(电子)自旋的

对易关系与系列(sequential) Stern—Gerlach实验[12]

中银原子束的分裂行为相吻合。

不妨这样来表述已有的角动量理论。由于已

有理论的出发点就是空间转动群的三个生成元之

间的对易关系(李代数)，因此更确切地说，所谓

的角动量理论实质上是关于空间转动群的物理与

数学。从变换群理论来看，群有各种各样的表示，

可以想象总有一些物理对象，其同三维空间转动

群的生成元具有同样的对易关系。至于自旋，虽

然它的物理实质尚不清楚，但有一点是明确的，

自旋属于内部自由度，应该与作为外部自由度的

空间转动不相关。也就是说，空间转动下自旋理

应不变。已知(电子)自旋的本征值 j = 1/2 (单位为

ℏ)是一个分立的有限值；进一步地，一个由许多

自旋组成的集体，其总自旋也取有限分立的 j值，

因此是一个完全符合转动群要求的表示。迄今关
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于自旋的讨论都符合转动变换群的表示，有具有

分立谱的本征态矢集这样的理论表述。这样的关

于自旋角动量的表述是成功的。

3　对量子角动量理论的质疑

如前所述，已有的角动量理论有其成功的一

面，但我们也看到了有两点值得质疑的地方。其

一是至今没有具体的算符—态矢框架下的轨道角

动量表示形式，以及它对状态矢量如何作用。角

动量的三个分量算符之间的对易关系与三个转动

生成元之间的对易关系相同，因此它是转动群的

一个表示，但这并不表明它一定是那种有分立谱

本征值的表示。第二点，量子力学教科书中在讲

述求解有心力场下的波函数时，关于拉普拉斯算

符∇2的角部分之波函数Ylm (θ, φ )恰巧使得L2, Lz具

有本征值为 λ = l ( l + 1), m = -l, …, l这样的性质，

于是量子力学便断言那就是(原子中电子的) 轨道

角动量。我们会发现，这种结论是量子力学将波

函数同状态矢量直接等同所造成的。下面我们将

用严格可解的三维各向同性谐振子(下面简称三维

谐振子)为例检验量子理论中关于轨道角动量部分

的认识是否正确。

4　三维谐振子视角下的角动量理论

4.1　三维谐振子问题的两种解法

三维谐振子的本征值问题是在球坐标系和直

角坐标系下都可分离变量的问题。严格可解的三

维谐振子模型为检验已有的轨道角动量理论是否

有瑕疵提供了可靠的依据。三维谐振子系统的中

心作用势为 V ( r ) =
1
2
μω2r2，定态波方程在球坐

标系下的径向部分为

R″ +
2
r

R′ + é
ë
êêêê2μ

ℏ2
( E - μω2r2 ) - l ( l + 1)

r2

ù
û
úúúú R = 0  ,

(18)

记 χ =
2μE
ℏ2

, α =
μω
ℏ

，(18)式改写为

R″ +
2
r

R′ + é
ë
êêêêχ 2 - α4r2 - l ( l + 1)

r2

ù
û
úúúú R = 0 . (19)

经过一番推导(略，参见[4])，计算得到能量本征

值为

Enr,l
= (2nr + l +

3
2 ) ℏω  , (20)

其中的量子数 nr, l = 0, 1, 2, …，相应的 ( H, L2, Lz )

的共同本征函数为

ψnrlm
= Rnrl

( r )Ylm (θ, φ )  ,

Rnrl
( r ) ∼ rle

- 1
2
α2r2

F ( )-nr, l +
3
2

, α2r2   , (21)

在直角坐标系下，三维谐振子系统的哈密顿

量可写成如下形式，

H = - p · p
2μ

+
1
2
μω2 r · r = Hx + Hy + Hz  , (22)

利用熟知的一维谐振子解可立即得到：

En1,n2,n3
= (n1 +

1
2 ) ℏω + (n2 +

1
2 ) ℏω +

(n3 +
1
2 ) ℏω = (N +

3
2 ) ℏω . (23)

其中N = n1 + n2 + n3 = 0, 1, 2, …，相应的波函数为

Φn1,n2,n3
( x, y, z ) = ϕn1

( x )ϕn2
( y )ϕn3

( z )  , (24)

其中的ϕn ( x )是一维谐振子的波函数。

我们看到，两种解法对应在系统的态矢空间

中选择了两种不同的基矢量，前者是 ( H, L2, Lz )

的共同本征矢量，后者则是 ( Hx, Hy, Hz )的共同本

征矢量，两者通过一个幺正变换相联系。例如，

N = 1的能级上有三个态，分别为Ψnlm → ψ011, ψ010,

ψ01
-
1 和Φn1, n2, n3

→ ϕ100, ϕ010, ϕ001，可以验证它们之间

有关系：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ψ010 = ϕ001  ,

ψ0,1,±1 =
∓1

2
(ϕ100 ± iϕ010 )  . (25)

此可以为检验轨道角动量理论是否有问题的依据，

并据此作深入分析的物理基础。

4.2　轨道角动量算符

现在给出角动量算符在算符—态矢体系中的

显式表达，加上有严格可解的三维谐振子模型为

例，可以回答前述对轨道角动量量子理论的质疑。
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本文作者在最近的三篇文章中深入讨论了量子力

学的表示理论[13—15]，明确指出量子力学中的状态

矢量应当是无量纲的。混淆状态矢量和波函数这

两个概念会带来一些问题，而这可能也体现在角

动量理论上。

态矢空间中的态矢可由无量纲算符 (a, a† ) 作

用到真空态上构成。在一维情形下，物理量算符 

( x̂, p̂ )可以由算符 (a, a† ) 通过如下变换表示：

x̂ =
ℏ

2Δ
(a + a† ),   p̂x = i

ℏΔ
2

(a† - a )  . (26)

(a, a† )之间的对易关系保证算符 ( x̂, p̂ )要满足的量

子化条件，其中的 Δ为参数(在一维谐振子问题

中，Δ = mω)。

在三维情形下，物理量算符 ( x, p ) 可以由三

组独立的 (a, a† )算符表示：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

x̂ =
ℏ

2Δ
(a1 + a†

1 ), p̂x = i
ℏΔ
2

(a†
1 - a1 )  ,

ŷ =
ℏ

2Δ
(a2 + a†

2 ), p̂y = i
ℏΔ
2

(a†
2 - a2 )  ,

ẑ =
ℏ

2Δ
(a3 + a†

3 ), p̂z = i
ℏΔ
2

(a†
3 - a3 )  .

(27)

在此基础上，由定义J = x × p可得：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Jx = iℏ (a2a†
3 - a†

2a3 )  ,

Jy = iℏ (a3a†
1 - a1a†

3 )  ,

Jz = iℏ (a1a†
2 - a†

1a2 )  . 

(28)

易证(28)式满足角动量的基本对易式。

此前有文献[16]将三维谐振子的哈密顿量用

三组产生—湮灭算符表示，但未论及角动量问题。

4.3　用三维谐振子检验轨道角动量理论

首先要指出一点，三维谐振子的能量本征态

是 n1, n2, n3 ，能量本征值为 (n1 + n2 + n3 + 
3
2

) ℏω。

角动量算符是作用到态矢 n1, n2, n3 上的，而不是

作用到波函数上的。根据文献[4]中的结论，三维

谐振子具有能量算符H、角动量平方算符 J 2 及角

动量分量算符 Jz 的共同本征态之正确的含义应是

n1, n2, n3 为 ( H, J 2, Jz )的共同本征态矢。根据(28)

式可以得到J 2算符的表达式为

J 2 = -ℏ2{(a†
1 )2 (a2

2 + a2
3 ) + (a†

2 )2 (a2
3 + a2

1 ) +

(a†
3 )2 (a2

1 + a2
2 ) - 2n̂2 n̂3 - 2n̂3 n̂1 - 2n̂1 n̂2 -

}2n̂1 - 2n̂2 - 2n̂3   , (29)

其中 n̂ = a†a 为粒子数算符。那么， n1, n2, n3 除

了是H的本征态矢以外，也必然还是 J 2, Jz的共同

本征态矢吗？

容易证明，[ H, n̂] = 0，n̂ = n̂1 + n̂2 + n̂3是总量

子数算符，即总量子数是一守恒量。一个定态应

是由总量子数 n 一定的态矢子空间中的态矢

n1, n2, n3 所构成，这就为解析计算提供了便利。

下面用几个能量较低的状态来说明这一点。

(i) n = 0 只有一个态 0, 0, 0 ，显然在这个子

空间中有：

J 2 0, 0, 0 = 0,   Jz 0, 0, 0 = 0  . (30)

(ii) n = 1 的子空间由 1, 0, 0 , 0, 1, 0 , 0, 0, 1

所张成。容易看到对于态矢 0, 0, 1 有：

J 2 0, 0, 1 = 0, 0, 1 ,   Jz 0, 0, 1 = 0  . (31a)

而对于态矢
1

2
( )1, 0, 0 ± i 0, 1, 0 有：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

J 2 1

2
( )1, 0, 0 ± i 0, 1, 0

=
2

2
( )1, 0, 0 ± i 0, 1, 0

Jz

1

2
( )1, 0, 0 ± i 0, 1, 0

= ±
1

2
( )1, 0, 0 ± i 0, 1, 0

(31b)

从以上结果可以看出，对于 n = 0, 1的两个最低能

态，态矢确实是 ( H, J 2, Jz )的共同本征态矢。但

是，对于 n ≥ 2的各能态，就会发现情况不是这样

的了。为了方便进一步的讨论，引入记号

n, j2 , m ，其中 n标记能级， j2 是算符 J 2的期

待值，m是算符Jz的本征值。

(iii) 在 n = 2 的 情 形 ， 子 空 间 由 2, 0, 0 , 

0, 2, 0 ,  0, 0, 2 和 1, 1, 0 ,  1, 0, 1 ,  0, 1, 1 这六个

态矢所张成。一般定态的表示式为

= ( f1 |2, 0, 0 ] + f2 0, 2, 0 + f3 0, 0, 2 +

f4 1, 1, 0 + f5 1, 0, 1 + f6 0, 1, 1 )  . (32a)

求解本征值问题 Jz = m ，当要求 m = 0 时，
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前沿进展

相应的Jz 本征态为

n = 2, j2 , m = 0 =
1

2 + f 2
( 2, 0, 0 +

)0, 2, 0 + f  0, 0, 2   . (32b)

上述的 Jz 本征态仅当 f = 1时才是 J 2的本征态。

当要求有m = ±1时，相应的Jz 本征态为

n = 2, j2 , m = ±1

=
1

2
( )1, 0, 1 ± i 0, 1, 1   . (32c)

它也是 J 2 的本征态，对应的本征值为 j2 = 

j ( j + 1)，其中 j = 2。

当要求有m = ±2时，相应的Jz 本征态为

n = 2, j2 , m = ±2

=
1
2 ( )2, 0, 0 - 0, 2, 0 ± i 1,1,0   . (32d)

它也是 J 2 的本征态，对应的本征值为 j2 =

j ( j + 1)，其中 j = 2。由此可见，对应 m = ±1，

m = ±2 的 Jz 的本征态必然是 J 2 的本征态，但在

m = 0 时就不一定是这样。也就是说，由算符—

态矢理论体系得到的三维谐振子问题的定态解，

一部分是 ( H, J 2, Jz )的共同本征态矢，但不必然

都是。

为了突出此处的问题，现将 n = 4 的情形

详细给出。对于 n = 4 的情形，用 n, l, m 记

号 表 示 的 用 波 函 数 体 系 得 到 的 结 果 共 有

n = 4, l = 0, m = 0 ； n = 4, l = 2, m = 0, ±1, ±2

和 n = 4, l = 4, m = 0, ±1, ±2, ±3, ±4 等十五个本

征态，都被认为是 ( H, J 2, Jz )的共同本征态。考

察算符—态矢体系给出的态矢(的恰当叠加)表示，

会发现有：

n = 4, j2 = 20, m = ±4 =
1
4 ( 4, 0, 0 + 0, 4, 0

)∓2i 1, 3, 0 ± 2i 3, 1, 0 - 6 2, 2, 0   ,    (33a)

  n = 4, j2 = 20, m = ±3 = 3

8
( 1, 2, 1 ∓

i 2, 1, 1 ±
i

3
0, 3, 1 - 1

3
)3, 0, 1   ,    (33b)

n = 4, j2 , m = ±2 =
1

4 + 2f 2
( 4, 0, 0 -

0, 4, 0 ± i 1, 3, 0 ± i 3, 1, 0 ∓ i

2
f 2, 0, 2 ±

i

2
f 0, 2, 2 + f )1, 1, 2   , (33c)

n = 4, j2 , m = ±1 =
1

8 + 2f 2
( 1, 2, 1 ±

i 2, 1, 1 + 3 3, 0, 1 ± i 3 0, 3, 1 + f 1, 0, 3 ±

)if 0, 1, 3   , (33d)

n = 4, j2 , m = 0 =
1

2 + f 2
( 2, 0, 2 +

0, 2, 2 + f )0, 0, 4   . (33e)

上述结果表明，对于 n = 4 的情形，只有当 m =

±3, ±4时，态矢表示的定态才是 ( H, J 2, Jz )的共同

本征态，此时 ( J 2, Jz )的本征值都取确定的分立

值。但是，对应m = 0, ±1, ±2的那些定态却不是

( H, J 2, Jz )的共同本征态。

5　对轨道角动量理论的再认识

以为中心力场下系统的能量本征态(定态)也

是轨道角动量的本征态，以及由此认定轨道角动

量和自旋一样只具有分立谱，这样的认识有修正

的必要。如前所述，三维谐振子的定态就不必然

是轨道角动量的本征态矢。这一发现对量子论相

关的物理领域具有怎样的意义呢？

(1) 虽然中心力场下系统的定态不必然是轨道

角动量的共同本征态矢，但中心力场下系统的空

间转动变换不变性依然是成立的。以前误认为这

一对称性对应的守恒量就是轨道角动量，现在证

明在量子力学框架下并不是。就三维谐振子问题

而言，与转动变换不变性对应的守恒量是总量子

数 n = n1 + n2 + n3 (这也是能量守恒)，其与转动生

成元对易。

(2) 上述论断得自三维谐振子系统，但适用于

所有中心力场下的系统，包括氢原子。如果用薛

定谔方程所得的定态表示不必然是 ( H, J 2, Jz )的

共同本征态，自然会想到过去将原子中电子分布
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按所谓的“轨道角动量”划分为壳层结构是否还

成立。答案是形式上的分壳层大体上还是成立的，

只是那些壳层的标签不宜再冠以轨道角动量的称

号，而是就是波函数的量子数 l和 lz 而已。不过，

仔细考虑会发现仍有一些不同之处。以前认定的

壳层由轨道角动量分类，对应不同角动量本征值

的状态矢量(或者波函数)之间有严格的正交性的

含义，故壳层间的分别应是明晰的。现在用 l, lz来

分别壳层，则其所标识的壳层之间实质上不必然

是正交的，壳层间实际上不是明锐分立的。

(3) 本文关于角动量的论断的一个显著意义是

告诉我们基于轨道角动量量子理论的磁效应理论

要予以修正。中心力场作用下系统的定态并不必

然同时是轨道角动量的本征态，而是一些不同角

动量平方算符之本征态的组合。

6　结语

关于量子力学中的角动量理论，特别指轨道

角动量的理论，长期以来存在一些误解及含混之

处。基于我们此前关于“量子态矢是无量纲的”

之认识以及据此对狄拉克表示理论的讨论等准备

性工作，本文给出轨道角动量算符在算符—态矢

体系中的表示，讨论了与量子力学的轨道角动量

理论相关的问题。波函数体系中的理论对于轨道

角动量存在误解，根源在于一直把量子力学的波

函数(概率幅)描述与态矢量描述完全等同起来。

不能将量子力学中作用于波函数上的动能算符

(即数学意义的拉普拉斯算符)的角部分就当作系

统的轨道角动量。一个具有三分量的对象，仅仅

因为其对易关系与空间转动的三个生成元之间的

对易关系一致即被当成角动量，并认为其本征值

谱应为 ( l, m ) 这样的分立谱形式，有失严谨。利

用严格可解的三维谐振子模型，我们证明了系统

的定态并不必然还是轨道角动量 ( J 2, Jz )的共同

本征态。总体来看，就三维谐振子模型而言，对

于 n不同的能级，算符—态矢体系的计算结果与

波函数体系的计算结果在高角动量分量上相符。

在给定 n 的情形下，即限制在特定的 n 所决定的

子空间中，态矢表述给出的不必是确定的 j 值，

(在 m 一定的条件下)仍是一个连续变化的 j 值，

这正反映出算符 J = x × p 的根本性质。这样，

其从经典理论到量子理论的光滑过渡也就好理解

了。角动量的量子理论实际上和经典理论是一致

的。在哈密顿算符与角动量分量的本征值 n，m

为确定的分立值时角动量的本征值 j可以是连续

分布的，此一事实应有未受关注的物理效应。当

关于量子力学的角动量理论的误解得到澄清后，

此前对涉及轨道角动量的物理效应的相关表述都

有修正的必要。
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