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量子场论中的非微扰方法专题

量子物理中的复现方法*
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摘 要 量子物理中，利用微扰展开计算物理量得到的通常是发散的渐近级数，

这意味着这些物理量往往有不可忽略的非微扰贡献。博雷尔求和提供了将发散级数进行合

理求和的方法，而在此基础上发展起来的复现理论是一种从微扰级数本身出发就可以提取

出非微扰贡献的强大理论工具。文章将对复现理论及其在量子物理中的应用做简单的

介绍。
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Abstract Perturbative expansions of physical observables calculated in quantum 

physics are usually divergent asymptotic series, which indicates that these physical observables 

have important non-perturbative contributions. Borel resummation provides a suitable method to 

resum asymptotic series, and the resurgence theory, which is developed based on Borel 

resummation, is a powerful method that allows extraction of non-perturbative contributions from 

a perturbative series. We give an elementary introduction to the resurgence theory and its 

application in quantum physics.

Keywords divergent series，Borel resummation，instanton，renormalon，resurgence，

non-perturbative

1　发散的微扰级数

现代量子场论有了长足的发展，许多物理量

可以进行更精确的计算。在量子场论中，大部分

的物理量不能严格计算，只能写成某个数值非常

小的微扰参数的幂级数，称为关于这个参数的微

扰级数。通常意义上说的对某个物理量更精确的

计算，是指对其微扰级数可以计算更多项的系数。

比如著名的电子反常磁矩，即因为电磁场的量子

涨落而导致的电子磁矩与经典电磁学理论预言之

间的微小偏差，可以表示为大小约为1/137的精细

结构常数(用来衡量电子与电磁场之间的耦合强

度)的微扰级数。20世纪中叶，朝永振一郎、施温

格和费曼发展出了计算量子涨落的技术，并计算

了电子反常磁矩的第一个系数。之后的物理学家

们经过艰苦卓绝的努力，终于在 2017年将电子反

常磁矩的理论计算推进到了微扰级数的第五个系

数。理论计算和实验数据的吻合程度也因此从三

位有效数字上升到了惊人的九位有效数字，使得
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好的物理量之一。

然而如果我们计算微扰级数更多的系数，是

否一定能够让理论预言和实验测量吻合得更好呢？

答案是否定的。在量子场论发展的早期，人们曾

认为譬如电子反常磁矩之类的微扰级数应该是收

敛的，即级数每一项的绝对值都要比前一项小得

多，因此当越来越多的项被加起来之后，微扰级

数会越来越趋近于一个有限大小的数值。但是

1952年戴森用一个简单而优雅的方法粉碎了人们

的梦想[1]。戴森考虑将精细结构常数不断变小的

过程。如果微扰级数是收敛的，那么在这个过程

中，级数的收敛性会变得更好，级数求和会更快

地趋近于有限数值。但是当我们跨过零点使得精

细结构常数变为一个依然很小但是符号为负的数

值时，电磁量子理论就会出现灾难。由于电磁场

的量子涨落，真空中各处会不断诞生正负电荷对。

在精细结构常数大于零的现实世界里，这些正负

电荷对会因为彼此吸引而在诞生后迅速湮灭并消

失，不会被观测到。但是如果精细结构常数的数

值小于零，这些正负电荷对就会因为互相排斥而

分离开来，成为能够被观测到的带电粒子。那么

真空就会因为源源不断产生的大量带电粒子对而

瓦解，不能稳定存在。然而对于数学家来说，如

果一个幂级数是收敛的，级数的参数是正是负并

没有区别，级数求和都会趋近于有限数值，并且

这个有限数值在级数参数跨过零点的时候应该是

连续变化的，不可能出现电磁量子理论中这种因

为耦合参数的符号不同而截然不同的现象。因此

后者中出现的微扰级数不可能是收敛的。

利用戴森的方法，很容易论证量子场论中绝

大部分物理量的微扰级数都是发散的。对于这些

级数来说，一开始每一项的数值可能比前一项的

数值要小，但是从某一项开始，每一项的数值都

要比前一项更大，而整个级数求和的数值也会趋

向于无穷大从而发散，就像图 1 中所示的那样。

对于物理学家来说，避开这个级数发散问题的

一个最直接的方法就是对级数求和进行最优截

断，只进行到数值最小的那一项为止。但是这

个方法只是回避了问题，并不能得到准确的结

果。可以证明，最优截断总会产生数量级为 e-1/x

的误差，其中 x是微扰参数的大小。对于电磁量

子理论来说，因为作为微扰参数的电磁耦合参

数很小，这个误差极其微小。但是对于描述强

相互作用的量子理论等其他理论来说，微扰参

数的数值接近于 1，那么整个理论就会因为这个

误差太大而失效。

2　发散级数的求和方法

要更好地理解并合理地利用物理中的发散级

数，我们需要一个处理发散级数的数学理论。

数学家们对于发散级数的认识也经历了一个漫

长而逐渐发展的过程。阿贝尔在 1828 年曾说，

“发散级数是魔鬼的发明，基于它们做任何论证

都是一种耻辱”。到了 1886年庞加莱终于发展了

一套用来严格描述发散级数的理论，即渐近展

开理论。1899 年，博雷尔给出了一个可以将渐

近级数求和的魔法公式，称为博雷尔求和(Borel 

resummation)。作为一个简单的例子，可以考虑

一个发散的渐近级数：

f ( z ) ~∑
n = 0

∞

(-1)n n!zn  ,
对这个渐近级数做博雷尔求和之后的结果是：

F ( z ) = ∫
0

∞ 1
1 + tz

e-t dt  .
很容易看出来对于 z > 0，这是一个有良好定义的

函数。而将这个函数在 z = 0附近展开就可以还原

为渐近级数 f ( z )。

图1　一个典型的发散级数的单项数值增长行为
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与最优截断不同，博雷尔求和利用了渐近级

数的所有项，并且是数学上严格的。譬如数学家

可以证明，如果存在一个满足某些解析性质的函

数，并且该函数关于微扰参数的渐近展开等于原

有渐近级数，那么级数的博雷尔求和与这个函数

相同。

通过博雷尔求和的方法，人们可以在量子理

论中用微扰级数来严格定义相关的物理量。但是

在这个过程中，人们发现有时候应用博雷尔求和

公式会遇到困难。博雷尔求和涉及到从渐近级数

出发构建一个被称为博雷尔变换的辅助函数，然

后将博雷尔变换沿着正实轴进行积分。要成功地

进行博雷尔求和，需要博雷尔变换在正实轴上没

有奇点，否则的话，如图 2所示，博雷尔求和就

会因为积分无法进行而失效。博雷尔变换奇点的

分布依赖于微扰级数系数的增长速度。不同于只

关心微扰级数中数值不断减少的少数前面几项的

最优截断方法，博雷尔求和的方法关心整个微扰

级数，包括数值不断增大的高阶部分。这些高阶

项的系数呈现出一种统一的规律，会随着项数的

增加而呈阶乘形式 n!高速增长。这也是即使微扰

参数再小，渐近级数的单项数值最终会变大并趋

于无穷的原因。更确切来说，单项数值的增长方

式为 n!/An。这个标记为 A 的特征数字非常重要，

因为博雷尔变换会有一个位置在 A 的奇点。当 A

大于零时，博雷尔变换会有一个大于零的奇点，

从而导致博雷尔求和失效。我们可以选择在积分

时绕开这个奇点，但是因为有向上和向下两种绕

开方式，得到的结果是不确定的。在这个时候，

物理学家就会认为这个发散的微扰级数是无法严

格求和的，相关的量子理论也是无法严格定义的。

围绕这个想法，20世纪六七十年代的物理学

家花了大量的精力来分析各种量子理论中微扰级

数系数的具体增长形式，又称为微扰系数的高阶

行为。知道了微扰系数的高阶行为，一方面有助

于分析博雷尔变换奇点的位置，从而判断博雷尔

求和是否有效；另一方面在博雷尔求和有效的情

况下，也有助于在数值上对微扰级数进行高效的

博雷尔求和计算。比如对于著名的四次方量子力

学模型，华人理论物理学家吴大峻与合作者给出

了稳定状态能量关于耦合参数的微扰系数的高阶

行为[2]。四次方量子力学模型推广到量子场论中就

是重要的玩具模型四次方场论。一系列的工作表

明，博雷尔求和对于四维的四次方场论是失效的，

但是对于二维、三维的四次方场论有效，并且可

以用来定义和计算临界指标等重要的物理量[3]。

3　非微扰效应

对于描述现实世界中各种相互作用的量子理

论来说，博雷尔求和是失效的。不过随着对微扰

级数认识的进一步加深，人们逐渐意识到博雷尔

求和的失效并不是件可怕的事情。这只是在告诉

人们要完整地刻画量子理论，单凭微扰级数是不

够的。量子理论中有很多没有办法用微扰级数进

行描述的非微扰现象，最典型的是 20世纪之初量

子力学发展早期就已经发现的双势阱模型中的量

子隧穿效应：粒子即使在能量很低的情况下也能

从一个势阱的最低处穿越两个势阱之间的势垒跑

到另一个势阱的最低处，如图 3所示。隧穿效应

发生的概率约为 e-1/x，其中 x是作为微扰参数的势

阱耦合参数。对于这样一个概率，以 x为小量做

渐近展开永远得到零结果，因此这样的非微扰效

应无法通过微扰级数来描述。量子物理量的微扰

展开由于博雷尔变换在正实轴上有奇点从而导致

图2　因博雷尔变换在正实轴上有奇点，博雷尔求和无法

进行
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博雷尔求和失效，其实是因为这个量子理论中有

不可忽略的非微扰效应。

经过分析发现，量子场论中的非微扰效应大

致可以分为两种。第一种是瞬子(instanton)效应，

可以从多个角度来理解瞬子。一方面，我们可以

从费曼图的角度来理解瞬子。费曼图是一种形象

的用来描述微观粒子通过不断释放和吸收虚拟粒

子来发生相互作用的方式，每个粒子由一根线条

表示，而粒子释放和吸收虚拟粒子的过程通过线

与线之间的交点表示。量子物理量以耦合参数为

小量做展开得到的微扰级数的第 n阶系数，来源

于所有带 n个圈的费曼图的贡献之和。简单的组

合数学分析表明，费曼图的数目随着圈数的增加

会呈阶乘型增长。因此如果每个费曼图的贡献大

小相近的话，所有费曼图的贡献之和也会随着圈

数的增加，也就是微扰级数阶数的增加，而呈阶

乘型的增长。这种因为费曼图数目的快速增长而

导致级数发散的现象称为瞬子型的级数发散。另

一方面，我们也可以用半经典的图像来理解瞬子。

从物理上来说，瞬子的出现是由于在半经典近似

下物质场有多个可能的能量最低态，而由于量子

涨落效应，物质场不会停留在一个能量最低态，

而可以在这些不同的能量最低态之间穿越。双势

阱模型中的隧穿效应，就是一个典型的瞬子效

应[4] 1)。瞬子效应是一种普遍存在的非微扰效应，

在几乎所有的量子力学和量子场论模型中都有可

能出现。

另一种更加复杂的非微扰效应是重整子

(renormalon)。重整子是一种神秘的非微扰现象，

在 20世纪 70年代才在人们研究二维可积场论时被

发现，随后特·胡夫特在描述强相互作用的量子

场论中发现重整子也起到了重要的作用。从费曼

图的角度来看，重整子来源于那些比较特殊的费

曼图，它们的贡献不是大小相近，而是某一族费

曼图本身的贡献就会随着圈数的增加而呈阶乘型

增长。图 4展示了一个典型的例子。这种不是因

为费曼图数目的增长，而是因为某一类型的费曼

图本身贡献的快速增长而导致的微扰级数发散的

现象称为重整子效应。理论分析表明，重整子和

量子场论中的重整化流现象(见周稀楠老师文章的

介绍[5])息息相关。如果在量子理论中通过标度变

换的方式从小尺度/高能标变换到大尺度/低能标

的过程中，一个量纲为零的耦合参数因为量子涨

落而获得了不为零的量纲，那么重整子效应就会

出现。重整子效应是一种在量子场论中才会出现

的独特现象，而且只有在量子涨落比较强的量子

场论中才会出现，在量子涨落比较小或者对称性

比较强的量子场论中则影响比较小，比如在拓扑

场论、共形场论、超对称场论或者超可重整场论

中一般不会出现。但是在描述现实世界的量子场

论中，重整子的出现几乎不可避免。从理论分析

的角度来说，和瞬子不同，平坦空间中的重整子

图3　量子力学双势阱模型中的量子隧穿效应

                                                                                                                                                                                                                                   
1) 如果读者对量子力学有一定的了解，那么双势阱模型的基态能量可以通过欧式空间的路径积分来帮助理解。一方面，路径积分

的微扰展开可以用费曼图技术进行计算。分析表明，费曼图的数目会随着圈数的增加而呈阶乘型的增长，导致微扰级数发散。另

一方面，路径积分的非微扰贡献可以用鞍点分析来获得，这些非平凡的鞍点可以解读为瞬子解。具体分析参见文献[4]。

图4　一族典型的会产生重整子效应的费曼图
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至今为止还没有可靠的半经典图像，因此分析起

来要困难的多。

因此，如果一个量子场论模型中物理量的微

扰级数在应用博雷尔求和时失效，这并不意味着

这个场论模型是有缺陷的，而是说明该场论模型

中有着诸如瞬子和重整子之类非常丰富的非微扰

结构 2)，需要以某种合适的方式加入到该物理量

中来。

4　复现理论

20 世纪 80 年代，数学家埃卡尔(Jean Ecalle)

发展出一套独特的数学理论，称为复现理论

(resurgence theory)[6]，可以指导人们在微扰级数的

基础上，如何寻找和加入这些非微扰的贡献，从

而得到物理量的完整描述。

复现理论包含两个层次的重要假说。第一个

层次的假说是，每一种非微扰贡献都可以描述为

一个非微扰因子 e-A/x 乘以一个新的渐近级数的形

式，权称之为非微扰级数。包含了非微扰贡献的

物理量的完整描述，是微扰级数和非微扰级数通

过合适的方式加起来之后的超越级数。而物理量

的准确数值，是对超越级数各个部分进行博雷尔

求和之后相加的结果，称之为超越级数假说。在

这个过程中，无论是微扰级数还是非微扰级数，

在进行博雷尔求和时都会因为博雷尔变换在正实

轴上有奇点而无法积分从而失效。但是，我们可

以通过绕开这些奇点的方式来避开这个问题。更

重要的是，尽管微扰级数和非微扰级数在通过这

个方式求和时会因为上下两种绕开方式而产生不

确定性，这两种不确定性会神奇地互相抵消，从

而产生一个唯一确定的结果。

复现理论第二层次的更加惊人的假说是，微

扰级数本身已经包含了非微扰级数的信息。微扰

级数和非微扰级数的博雷尔求和不确定性可以抵

消这个事实，表明微扰级数和非微扰级数之间有

着紧密的联系。事实上，这两者可以通过被称为

斯托克斯变换(Stokes transformation)的线性变换关

系联系起来。由此导致的一个非常重要的后果，

是非微扰级数的信息可以通过分析微扰级数的各

种性质而提取出来；换句话说，非微扰级数会自

然而然地在微扰级数中复现出来，称之为复现假

说。比如说，微扰级数高阶系数增长行为中的特

征量A，正是非微扰因子中的权重A；而高阶系数

的具体增长方式，和 n!/An会有一些细节上的微小

偏差，从中可以抽取出非微扰级数首几项的系数。

因此复现现象之所以会发生，正是因为微扰级数

本身是发散的。正如物理学家贝里于 2003年在牛

顿研究所说[7] 3)，“级数不会无缘无故发散；这并

非偶然的事情。级数的发散必然反映出其背后的

原因”。这背后的原因就是发散级数之间的紧密

关联。

总而言之，埃卡尔的复现理论为我们在量子

理论中，如何为一个物理量的微扰级数补全非微

扰贡献并获得该物理量的完整描述提供了路线图，

如图 5所示。我们可以通过研究微扰级数系数的

具体增长方式或者其他辅助的方式计算可能的非

微扰贡献和相关的非微扰级数(复现假说)。这些

非微扰贡献包含了来自瞬子或者重整子的贡献。

在得到非微扰级数之后，需要将其与微扰级数相

加得到超越级数，然后进行博雷尔求和，来得到

物理量的完整描述(超越级数假说)。

                                                                                                                                                                                                                                   
2) 理论上可能存在其他类型的非微扰贡献，不过现有的物理学研究中发现的非微扰贡献一般总能用瞬子或者重整子现象来描述。

3) Berry M. Stokes and the Rainbow, Newton Institute Lecture, 2003，原文为“Series don’t diverge for no reason; it is not a capricious 

thing. The divergence of a series must reflect its cause.”参见文献[7]。

图5　复现理论补全微扰级数路线图
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5　量子理论中的复现方法

自从复现理论诞生以来，在量子力学、量子

场论乃至弦理论等各种量子理论中得到了广泛应

用。从量子力学的课本中可知，即使是看似简单

的一维非相对论性量子力学，可以严格求解的量

子力学模型也是屈指可数。除此之外的量子力学

模型只能用微扰论进行近似计算。比如量子稳定

状态的能量可以用非含时微扰论计算为关于普朗

克常数的微扰级数，而描述这些稳定状态的波函

数也可以用WKB (Wenzel—Kramers—Brillouin)近

似的方法写成关于普朗克常数的微扰级数。无论

是定态能量还是定态波函数，都可以用复现理论

进行处理，从而得到非近似的严格结果。一方面，

通过研究热力学路径积分，以及微扰级数的高阶

行为，可以分析定态能量可能受到的来自于瞬子

的非微扰贡献[8]。另一方面，通过引入复现理论

的元素，WKB方法可以发展成数学上严谨的严格

WKB方法(exact WKB method)，从而给出定态波

函数的准确描述[9]。然后可以通过对波函数施加

适当边界条件的方式，来计算准确的定态能量。

通过这些方法，人们在 20世纪八九十年代写下了

双势阱模型(图 3)、余弦模型(图 6)等带有显著瞬

子贡献的一维量子力学模型的定态能量严格

解[8，10]。进入 21世纪，人们还在此基础上发现了

各种有趣的现象，比如常微分方程—可积模型对

偶关系(ODE—IM correspondence)、超对称量子力

学模型的柴郡猫型复现行为 (Cheshire cat resur-

gence)等。除此之外，人们还分析了相对论性量

子力学模型，此时刻画系统动力学的薛定谔方程

从二阶常微分方程变成了二阶线性差分方程。最

近这方面最重要的工作是有人在 2024年给出了用

严格 WKB 方法分析二阶线性差分方程所需要的

联络公式[11]。

除了一维的量子力学模型，我们还可以研究

多维空间的量子力学模型。一个有意思的模型是

在二维周期性势阱中放置一个电子，然后在垂直

方向施加均匀磁场。侯世达(D. Hofstadter)在 1976

年发现，电子的能带关于磁场的依赖关系呈现出

著名的类似蝴蝶图案的分型结构，被称为侯世达

蝴蝶 (Hofstadter butterfly，见本期 414 页图 1) [12]。

电子的能量可以写成关于磁场强度的微扰级数。

人们发现电子的能带结构应该可以通过在微扰级

数的基础上加上因为瞬子效应导致的非微扰贡献

来解释。近日，笔者与合作者于 2024年利用复现

理论分析了这个模型，并利用该模型和拓扑弦模

型之间的关系，在磁场强度是某些特殊数值的时

候，成功地写下了包含了所有非微扰贡献的完整

的电子能带表达式[13]。

复现理论也被广泛地应用于量子场论中。在

这个过程中，人们主要遵循两条不同的研究路线。

第一条研究路线是研究复现理论在量子场论中应

用的普适性。因为不同的量子场论模型呈现出丰

富的多样性，人们需要在各个具体的量子场论模

型中检验复现理论两个假说的正确性。在这一条

路线中，为了简化研究，一般关注没有重整子只

有瞬子效应的理论模型。这些模型一般来说会有

比较高的对称性，量子涨落因为较高的对称性可

以受到较好的控制。比如说著名的三维陈—西蒙

斯理论，这是个像描述强相互作用量子场论一样

的规范场论。描述相互作用变换的规范群是更一

般的 SU( N )，但不同的是这也是一个拓扑场论，

具有很高的对称性，物理量的计算不依赖于三维

时空的度规。要验证这个理论是否没有重整子效

应，可以考虑著名的大N极限，即耦合常数 gs 和

图6　带有周期性势阱的量子力学余弦模型
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量子场论中的非微扰方法专题

1/N 同步趋于零而保持乘积 t = gs N 不变。在大 N

极限下，每个物理量可以写成一个双重级数：这

个物理量是 1/N级数的同时，每一项的系数也是 t

的级数。在这个过程中，瞬子效应和重整子效应

会分离开来。瞬子效应体现在对 1/N级数的非微

扰贡献，而重整子效应体现在对 t级数的非微扰贡

献。如果一个场论没有重整子，1/N 级数的系数

会是一个收敛的 t 级数。用这个方法，人们于

2007年证明了三维陈—西蒙斯理论中不存在重整

子效应。另一方面，1/N 级数本身是一个发散级

数，因此确实有来自瞬子的非微扰贡献。在此基

础上，规范群较小的三维陈—西蒙斯理论中的瞬

子效应得到了广泛的研究，比如对于规范群为

SU( 2 )的三维陈—西蒙斯理论，当三维时空是某

种特殊的拓扑非平凡空间时(图 7)，笔者和合作者

们于 2020年计算了体现真空量子涨落幅度的配分

函数所受到的所有瞬子贡献[14]。这是一个罕见的

所有瞬子贡献都可以被计算的非平凡的量子场论

模型。

另一种没有重整子贡献的重要场论模型是超

对称规范场论。这也是一种具有很强对称性的理

论，量子涨落受到很大的限制，人们因此可以开

发譬如超对称局域化等方法来严格计算一些超对

称场论的配分函数(见张欣宇老师的文章)[15]。在

超对称规范场论中，有一个非常重要的理论是

4维N = 4杨—米尔斯规范场论。这个理论不但有

很强的超对称性，同时是一个共形场论(见周稀楠

老师的文章[5])，并且在大N极限下是可积的(见江

云峰老师的文章[16])。这使得可以用复现理论结合

超对称局域化和可积性等多种理论工具来对该模

型中非微扰贡献进行分析。从 2015年开始，人们

用复现理论在大N极限下陆续研究了尖点反常维

度、积分关联函数、圆形威尔逊环、通量管相关

函数等多种物理量的非微扰贡献。

第二条研究路线是分析重整子效应。因为现

实世界中，包括强相互作用等各种量子场论模型

中，都有不可忽略的重整子效应，我们必须要对

重整子效应有更好的理解。这方面的研究工作在

21世纪有两个重要的进展。一个是Philip Argyres、

Mithat Ünsal、Gerald Dunne等人自 2012年开始提

出的一种研究重整子的新思路，可以用来给重整

子提供半经典描述[17]。他们发现对于描述四维时

空中强相互作用的量子场论和与之类似的二维时空

的一些规范场论，如果把场论紧致到一维圆环上，

并且在圆环的尺寸很小时，重整子效应会表现为

某种孤子束缚对，而后者像瞬子一样可以有半经

典的描述方式，更容易进行理论分析和计算。另

一个重要的进展是自 2019年开始，Marcos Mariño

等人对各种二维可积场论中的重整子效应做了

系统的研究，讨论了诸如基态能级和热力学自

由能等物理量会有什么样的重整子型的非微扰

贡献，以及这些非微扰贡献什么时候可以从微

扰级数中复现出现。此外他们还发现了一种未

知的新型重整子非微扰贡献[18]。这些工作对于人

们进一步认识量子场论中的重整子效应有非常

重要的作用。

除了这些典型的量子场论，复现理论在一些

非典型的场论中也得到了广泛的应用。比如有人

讨论了在描述高温等离子体的相对论性流体力学

中如何利用复现理论来描述能动张量场，还有人

讨论了如何在宇宙学中应用复现理论。除此之外，

量子场论中一个最新的进展是对量子场论进行各

种保持其良好性质的形变。其中一个比较特殊的

图7　陈—西蒙斯理论的三维时空可以是一个拓扑非平凡的

三维空间，比如三维球面中挖除一个扭结(γ)之后的剩余空间
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形变是TT̄形变。这是对二维量子场论的一种特殊

形变，可以保持场论的量子可积性，但同时会显

著改变场论的高能性质，为场论的紫外行为提供

了不同于朗道极点和渐近自由的第三种可能性。

然而，TT̄形变后的物理量计算较为复杂，通常只

能进行微扰计算。笔者和江云峰于 2024年合作，

在TT̄形变的二维共形场论中应用复现理论，找到

了形变理论相对于形变参数的微扰级数具有非微

扰贡献的决定性证据[19]。

最后，弦理论中也有大量丰富的非微扰贡献，

可以用复现理论进行研究。弦理论是对引力量子

化的一种重要尝试。弦理论认为所有微观粒子，

包括描述引力相互作用的引力子，都可以用一根

弦的不同的振动模式来表示。一个相对简单的弦

理论模型是拓扑弦理论，可以看作是紧致到卡拉

比—丘六维流形上的弦理论的一个简化版本。拓

扑弦理论中的一个重要物理量是真空自由能，用

来描述真空中量子涨落的强度。这是一个关于弦

耦合参数的发散级数，可能会有非微扰修正。自

2006年开始，Marcos Mariño、Ricardo Schiappa等

人开始用复现理论对拓扑弦可能受到的非微扰贡

献进行研究[20]。他们发现证据表明，拓扑弦的真

空自由能可能会有来自瞬子的贡献，可以用弦理

论的D膜来描述。自 2022年以来，笔者与合作者

们通过一系列工作，通过结合全纯反常方程和复

现理论工具，完整地求解了瞬子对真空自由能贡

献的非微扰级数的可能形式[21]。在这些结果的基

础上，人们可以写下包含了所有瞬子非微扰贡献

的完整的真空自由能。

6　总结和展望

总而言之，复现理论是一种研究非微扰贡献

的强大理论工具。复现理论在包括量子力学、量

子场论和弦理论等各个领域都有广泛的应用前景，

同时复现理论也带来了更多的挑战。复现理论作

为一个数学理论给量子场论等物理学领域带来的

承诺非常诱人，从微扰级数出发就可以获得关于

非微扰贡献的信息。但是在实际应用过程中，因

为微扰级数本身的信息往往就是不完整的(通常只

有少数几项的系数)，我们需要结合针对具体物理

模型开发的其他技术工具才能更好地发挥复现理

论的威力。这在操作过程中更像是一门艺术。其

次，为了在描述现实世界的量子场论中更好地应

用复现理论，我们需要更好地认识重整子效应，

在这方面还需要很多的工作。
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