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多通道数据采集技术的发展为复杂系统非线性动力学特性研究提供了更加丰富的先验信息. 然而传统

的非线性特征量只能处理单通道数据, 无法直接提取多通道数据的非线性特征. 近年来, 有学者对多尺度样

本熵算法进行了一般化处理, 提出了多通道多尺度样本熵算法. 该算法不仅可以对多通道数据整体的复杂度

进行表征, 还可以有效提取通道内和通道间隐含的相关性信息. 但是, 该算法缺乏相应的理论支撑, 在实际应

用中无法兼顾性能和稳定性. 针对以上问题, 本文提出了一种无偏差的多通道多尺度样本熵算法, 并利用概

率论从理论上分析了多通道多尺度样本熵算法不稳定以及性能差的原因. 后续的仿真实验证明改进后的算

法不但可以有效地提取通道内和通道间的相关性信息, 同时在处理复杂数据时表现出了良好的稳定性. 该算

法为诸如模糊熵、排列熵等非线性特征量的算法一般化提供了思路和理论依据.
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1   引　言

非线性动力学领域的研究工作一直致力于从

有限数据中提取复杂非线性系统的特征. 精确地表

征不同系统的特征对于后续的识别、分类和检测工

作至关重要 [1–4]. 传统的研究方案是通过单通道的

一维数据对系统隐含的非线性动力学特性进行表

征 [5–7]. 例如, 针对一个 n 维的复杂非线性系统, 利

用相空间重构将一维的数据映射到高维. 在高维空

间中, 观察吸引子结构, 分析相空间中轨线的运动

规律, 计算该系统诸如李雅普诺夫指数、分形维

数、熵等非线性特征量 [8]. 从而揭示出该系统隐含

的非线性动力学特性. 可以看出, 传统的非线性动

力学研究都是利用单变量的观测数据提取复杂系

统的非线性动力学特征. 这种研究思路的优点在于

对先验信息的要求较少. 但这种研究方法的缺点是

无法完整、精确地描述系统的动力学特性.

相比于单通道数据, 利用多个传感器同时采集

的多通道数据可以为非线性动力学系统的分析提

供额外信息 [9,10]. 例如, 在水声信号处理领域, 阵列

采集的多通道数据可提高特定方向上的信噪比 [11,12].

从复杂系统的多通道数据中提取不同的特征向量,

可以有效地帮助神经网络、深度学习和支持向量机

对不同的系统进行分类识别 [13,14]. 在非线性动力学

研究领域中, 像李雅普诺夫指数、分形维数、熵等

经典非线性特征量通常只适用于一维时间序列 (单

通道数据). 针对多通道数据, 也只能分别计算每一

个通道对应的非线性特征量. 这样的处理方式忽略

了通道之间的内在联系, 浪费了大量的有效信息.

作为一种经典的非线性特征量, 熵被广泛应用

于机械故障诊断、水声信号分类识别、病理信号诊

断等领域 [15−17]. 经过学者们的不断改进, 熵算法衍

生出许多的分支. 如近似熵 (approximate entropy,
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AE)[18]、样本熵 (sample  entropy,  SE)[19]、排列熵

(permutation entropy, PE)[20]、多尺度样本熵 (mul-

tiscale sample entropy, MSE)等 [21]. 熵算法具有

适用性强、计算量相对较小等优点. 不同的熵算法

从不同的角度对给定一维数据的复杂度进行了表

征. 在实际应用中, 可以根据需要选取不同的熵算

法提取目标信号的复杂度特征. 然而, 现有的熵算

法都只能处理单通道数据, 无法直接用来提取多通

道数据的复杂度信息.

m+ 1

(m+ 1)

(m+ 1)

(m+ 1)

(m+ 1)

(m+ 1)

近年来 , Ahmed和 Mandic[22] 将多尺度样本

熵算法中的计算步骤进行了升维处理并提出了多

通道多尺度样本熵算法 (multivariate multiscale

sample entropy, MMSE). 该算法可以直接处理多

通道数据, 提取多通道数据的复杂度信息. 然而,

在将嵌入维数从 m 增加到  并重构出对应的

 维相空间时, Ahmed和Mandic发现MMSE

算法无法在这一个计算步骤中得到一个确定的

 维相空间. 为此, Ahmed和Mandic提出了

两种不同的多通道多尺度样本熵算法, 分别是朴素

多通道多尺度样本熵算法 (naive MMSE)和严格

多通道多尺度样本熵算法 (rigorous  MMSE).

朴素多通道多尺度样本熵算法单独计算了每一种

可能的  维相空间中对应的概率, 并将所有

可能出现的  维相空间对应的概率求和取平

均得到最终需要的概率. 而严格多通道多尺度样本

熵算法将所有可能的  维相空间合并, 在合

并后的相空间中计算出最终需要的概率. 通过仿真

研究, Ahmed和 Mandic认为严格算法是优于朴

素算法的. 因为严格算法可以提取不同通道之间的

相关性信息. 需要注意的是, 采用严格多通道多尺

度样本熵算法计算多通道数据的复杂度时, 隶属于

不同通道的样本点之间的相似性也会对结果产生

影响. 而不同通道间数据计算相似性对结果产生的

影响是不确定的: 一方面, 在计算熵值时考虑不同

通道的样本点之间的相似性可能给严格多通道多

尺度样本熵算法带来了提取通道间的相关性信息

的能力; 另一方面, 在实际应用中, 不同通道之间

数据的相关性是无法确定的. 盲目地计算不同通道

之间样本点的相似性可能使最终结果出现偏差.

Ahmed和 Mandic直观地认为在算法中考虑不同

通道之间样本点的相似性可以提升算法的性能, 使

算法可以提取通道间的相关性信息.

除此之外, 多通道多尺度样本熵算法的理论证

明并不充分. 在将多尺度样本熵升维处理时, 事实

上是有很多不同的升维策略的. 现有的研究中没有

对所有的策略进行充分完整的讨论, 而是直接将多

通道多尺度样本熵算法与其他诸如模态分解等技

术结合并应用于故障诊断等领域 [23,24]. 因此, 有必

要对可能的策略进行全面的分析和讨论, 使多通道

熵算法的理论更加可靠和完整. 本文从单通道熵算

法 MSE的核心思想出发, 分析了 MSE算法的升

维过程. 通过理论研究, 证明了严格多通道多尺度

样本熵和朴素多通道多尺度样本熵都不是 MSE

算法在多通道情况下的精确推广. 基于以上的理论

分析, 提出了一种无偏差的多通道多尺度样本熵算

法 (UMMSE). 通过理论证明与仿真实验, 证明了

计算不同通道间样本点的相似性不能给算法带来

提取通道间相关性信息的能力. 也就是说, 使用严

格算法将得到一个有偏差的熵结果.

本文后续的结构如下: 第 2节介绍无偏差的多

通道多尺度样本熵算法; 第 3节对无偏差的多通道

多尺度样本熵算法、naive MMSE以及 rigorous

MMSE算法升维过程中的策略进行分析讨论; 第 4

节利用不同的仿真实验证明改进后算法优于原始

多通道多尺度样本熵算法; 最后第 5节给出结论. 

2   无偏差的多通道多尺度样本熵算法

Ahmed和Mandic等[22] 于2011年提出MMSE

算法. 该算法成功地将一种仅适用于一维数据的熵

算法拓展到了多维情形. 虽然仿真实验和实际数据

处理的结果证明了该算法是一种有效的复杂度度

量方法, 并且可以有效地提取通道内和通道间的相

关性信息. 但是, 至今没有学者对该算法进行严格

的推导与证明. Ahmed和 Mandic[22] 没有从根本

上解决 MMSE算法存在的问题, 而是提出了两种

子算法 (严格算法以及朴素算法)来弥补 MMSE

算法存在的缺陷.

针对 MMSE算法存在的问题, 本文进行了改

进并提出无偏差的多通道多尺度样本熵算法. 该算

法由以下步骤组成.

{xi,j}, 1 ⩽ i ⩽ N, 1 ⩽ j ⩽
p

1) 给定多通道数据  

 . 其中, N 表示每个通道内的样本点数, p 表示通

道数. 为了消除不同通道间的幅值差异对结果产生

的影响, 对各个通道进行归一化处理.

2) 在归一化处理后, 利用下式将每一个通道

分别进行粗粒化处理: 
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{y(n)i,j }=
1

n

n∑
k=1

xni−n+k,j , 1⩽ i⩽Nn, 1⩽j⩽ p, (1)

Nn =

⌊
N

n

⌋
N

n

{xi,j} Nn

{y(n)i,j }

n = 1 {y(n)i,j } = {xi,j}

其中, n 表示尺度因子,   表示  向下取

整. 对于每一个通道来说, 粗粒化过程将原本的时

间序列   分割成了   个子序列, 并将每一段

子序列求和取平均得到新的序列  . 注意当尺

度因子  时,   .

{yi,j}

步骤 1) 和 2) 与后续的熵算法相互独立, 因此

在下文介绍改进多通道样本熵算法时, 省略了尺度

因子角标 n, 用   表示经过粗粒化处理后的多

通道数据.

{yi,j}3) 得到  后, 进行相空间重构 [25–27]: 

YM (i) = [yi,1, yi+τ1,1, · · · , yi+(m1−1)τ1,1,

yi,2, yi+τ2,2, · · · , yi+(m2−1)τ2,2, · · · ,

yi,p, yi+τp,p, · · · , yi+(mp−1)τp,p],

1 ⩽ i ⩽ q, (2)

M = [m1, m2, · · · , mp] ∈ Rp

τ = [τ1, τ2, · · · , τp] ∈ Rp

M =
∑p

i=1
mi

式中 ,  i 是 M 维相空间中各个向量的索引角标 ;

 表示嵌入维数向量 ;

 表示的是时间延迟向量;

 . 在重构出的 M 维相空间中共有

q 个向量.

r · tr(S)
tr(S) S

YM (i)

CM
i (r)

4) 在利用 (2)式重构出 M 维相空间后, 计算

出相空间中任意两个不同向量之间的切比雪夫距

离. 计算  作为阈值, 其中 r 是需要事先给定

的系数,   是多通道数据协方差矩阵  的迹. 在

定义好距离并设置好阈值后, 针对 M 维相空间中

的任意一个向量   , 就可以统计出在 M 维相

空间中与其距离小于给定阈值的向量个数, 记为

 . 当两个向量之间的距离小于阈值时, 称这

两个向量相似.

BM
i (r)5) 根据下式计算出相应的  : 

BM
i (r) =

1

q − 1
CM

i (r), (3)

BM
i (r)

YM (i)

  表示的是 M 维相空间中的其余向量与向量

 之间的距离小于阈值的概率.

BM
i (r)6) 遍历相空间中的所有向量, 将对应的 

求和取平均, 求出 

BM (r) =
1

q

q∑
i=1

BM
i (r). (4)

BM (r) M =7) 得到  后, 增加嵌入维数使其从 

[m1,m2, · · · ,mp] M+p = [m1 + 1,m2 + 1, · · · ,
mp + 1]

(M + p)

CM+p
i (r) BM+p

i (r) BM+p(r)

 变为 

 . 根据新的嵌入维数, 重复步骤 3)—6), 重
构出对应的   维相空间并计算出对应的

 ,   和  .

8) 最后, 求出无偏差的多通道多尺度样本熵

结果: 

UMMSE(M , τ , r,N) = − ln[BM+p(r)/BM (r)]. (5)

无偏差的多通道多尺度样本熵算法实现了对

多通道数据复杂度的估计. 一方面, 该算法是MSE

算法在多维情况下的准确推广. 另一方面, 与MSE

算法相比, 由于无偏差的多通道多尺度样本熵算法

同时涉及了所有的通道, 因此也可以揭示不同通道

之间的相关性信息. 

2.1    多通道多尺度样本熵算法

为了更好地对不同算法进行对比, 本文在这里

对 Ahmed和 Mandic[22] 提出的多通道多尺度样本

熵算法进行介绍. 其中包含朴素和严格两种算法.

步骤 1)—6)与无偏差的多通道多尺度样本熵算法

相同. 为了与无偏差的多通道多尺度样本熵区分,

MMSE的后续步骤编号会增加星号角标.

BM (r)

M + 1

(M + 1)

(M + 1)

BM+1(r)

7*) 在得到  后, 增加嵌入维数使嵌入维

数向量各元素之和从 M 变为   . 当通道个

数为 p 时, 就会有 p 种可能的情况, 相应地可以

重构出 p 种可能的  维相空间. 由于生成的

 维相空间不唯一, 因此不能直接套用步骤

4)—6)计算出相应的   . 下面将分别介绍

朴素算法与严格算法.

(M + 1)

BM+1i(r)

(M + 1)

1 ⩽ i ⩽ p BM+1i(r)

BM+1(r)

朴素的多通道多尺度样本熵算法　针对每一

个可能的  维相空间, 重复步骤 4)—6)计算

出对应的概率, 在这里用   表示第 i 个通

道的嵌入维数增加 1后重构的   维相空间

对应的概率 , 其中   . 对 p 个   求

和取平均, 得到最终的  .

(M + 1) q′

pq′

BM+1(r)

严格的多通道多尺度样本熵算法　现有 p 种

可能的  维相空间, 每一个相空间中有  个

向量, 则共有  个向量. 针对所有的向量, 重复步

骤 4)—6)计算得到最终的  .

则根据 (6)式即可计算出朴素的和严格的多

通道多尺度样本熵结果: 

MMSE(M , τ , r,N) = − ln[BM+1(r)/BM (r)]. (6)
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Ahmed和 Mandic[22] 提出的多通道多尺度样

本熵算法可以直接处理多通道数据, 对多通道数据

的复杂度进行表征. 但是在对算法进行升维时, 由

于没有合理地增加嵌入维数导致无法重构出一个

确定的相空间. 因此, Ahmed和 Mandic[22] 提出了

朴素算法和严格算法. 经过分析发现, 不同通道之

间数据点的相似性也会对严格算法的结果产生影

响. 利用仿真实验对比不同方法的性能, Ahmed

和 Mandic发现严格算法可以提取多通道数据通

道间的相关性信息. 因此他们得出结论, 认为严格

算法是优于朴素算法的.

事实上, 不论是严格算法还是朴素算法都缺乏

相应的理论支撑. 不同通道的数据之间计算相似性

会使熵结果不稳定. 而算法提取通道间相关性信息

的能力并不是由不同通道之间数据计算相似性带

来的. 本文将从概率论的角度出发, 对无偏差的多通

道多尺度样本熵算法、朴素算法和严格算法进行分析. 

3   算法分析与证明

无论是 Ahmed和 Mandic[22] 提出的多通道多

尺度样本熵算法还是本文提出的无偏差的多通道

多尺度样本熵算法, 其本质上都是多尺度样本熵算

法在多通道数据情况下的推广. 因此, 本文将先对

算法中涉及的不同事件进行定义, 再依次分析多尺

度样本熵、朴素算法、严格算法、及无偏差的多通

道多尺度样本熵算法. 证明无偏差的多通道多尺度

样本熵算法的优越性. 在算法分析与证明这一部分

中, 以两通道数据为例分析多通道情况下的多通道

多尺度样本熵算法和无偏差的多通道多尺度样本

熵算法. 在分析单通道情况下的多尺度样本熵算法

时, 使用第一个通道的数据进行分析 (选择任意通

道均不影响后续的分析与证明). 多尺度样本熵的

其余计算参数也不需要专门进行设定, 使用多通道

熵算法中参数的第一个分量即可. 由于粗粒化与归

一化作为预处理步骤与后续的熵算法步骤独立, 因

此在这里省略了步骤 1)和 2), 等效为仅讨论在尺

度为 1时的情况. 

3.1    事件定义

{xi,j}, i = 1, · · · , N ; j = 1, 2

M = [m1,m2] τ = [τ1, τ2]

给定两通道数据   .

每个通道内包含 N 个样本点. 嵌入维数与时间延

迟分别为   和   . 表 1列举

了算法涉及的事件以及对应的表示符号.

m1 τ1

m1

m1 Bm1(r)

m1 + 1 Bm1+1(r) Bm1(r)

Bm1+1(r) Bm1+1(r)/Bm1(r)

M = [m1,m2]

M =
∑p

i=1
mi

BM (r)

M + 1

M + p p = 2

BM+i(r) i = 1, 2

BM+i(r) i = 0, 1, 2

在单通道情况下, 多尺度样本熵算法根据给定

的嵌入维数   和时间延迟   可以重构出一个确

定的   维相空间. 与无偏差的多通道多尺度样

本熵算法类似, 在计算样本熵时, 需要先计算嵌入

维数为  时对应的  , 再计算嵌入维数增加

到   时对应的   . 在得到   与

 后, 计算  的负自然对数.

推广到多通道的情况, 在改变嵌入维数时每一个通

道的嵌入维数增量应该保证不大于 1. 根据最初给

定的嵌入维数  可以重构出一个确定

的 M 维相空间 (  ), 并计算得到对应

的  . 当增加嵌入维数时, 朴素算法与严格算

法将嵌入维数之和从 M 增加到   . 而无偏差

的多通道多尺度样本熵算法将嵌入维数之和从

M 增加到  (在这里,   ). 对于不同的嵌入

维数增加策略, 重构出对应的相空间并计算对应的

 ,   . 表 2列出了不同的嵌入维数与

 ,   所对应的事件.
 
 

表 2    不同的嵌入维数所对应的事件

Table 2.    Events  corresponding  to  different  embedding

dimensions.

嵌入维数 可能的结果 BM+i(r)

m1 m1 P (A)

m1 + 1 m1 + 1 P (AC)

M [m1,m2] P (AB)

M + 1
[m1 + 1,m2] P (ABC)

[m1,m2 + 1] P (ABD)

M + 2 [m1 + 1,m2 + 1] P (ABCD)
 

在对本文涉及的所有熵算法中包含的事件进

行定义后, 下面利用上述事件及其概率分别分析多

尺度样本熵算法、朴素算法、严格算法、以及无偏

差的多通道多尺度样本熵算法. 

3.2    多尺度样本熵

m1在多尺度样本熵算法中, 当嵌入维数为  时,

 

表 1    熵算法中涉及的事件及对应的符号
Table 1.    Events involved in the entropy algorithm.

符号 事件

A m1通道1中长度为  的子序列相似

B m2通道2中长度为  的子序列相似

C
m1

m1 + 1
通道1中长度为  的子序列在
第  个样本点依然相似

D
m2

m2 + 1
通道2中长度为  的子序列在
第  个样本点依然相似
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Bm1(r)

m1 + 1 Bm1+1(r)

P (AC)/P (A) = P (C|A)

m1

算法中的  可以等效为事件 A的概率. 当嵌

入维数增加到   时, 对应的   可以等

效为事件 A与事件 C的联合概率. 因此, 最终的结

果即可以用概率表示为  . 可

以看出, 多尺度样本熵本质上计算了在特定时间尺

度下, 当一段长度为  的子序列在增加一个样本

点后依然保持相似的条件概率的负自然对数. 

3.3    朴素的多通道多尺度样本熵

M + 1

(M + 1)

接下来对 Ahmed和 Mandic[22] 提出的多通道

多尺度样本熵算法进行分析. 由于在算法中使用的

策略是将嵌入维数增加到  , 从表 2 可以看到

会有两种可能出现的嵌入维数结果 . 这就是

Ahmed和 Mandic必须提出朴素算法与严格算法

的原因. 因为没有一个适用的标准来选择一个确定

的嵌入维数, 导致后续重构相空间时也会出现两种

可能的  维相空间.

(M + 1)

B(M+1)i

[m1 + 1,m2] B(M+1)1

B(M+1)i

BM+1(r)

朴素算法需要分别计算每一种可能的 

维相空间对应的   . 例如 , 当嵌入维数为

 时, 对应的  即为事件 ABC的

联合概率. 本文使用  来表示第 i 个通道的

嵌入维数增加 1以后计算得到的概率. 那么, 经过

计算得到的最终的  即可以用概率表示为
 

BM+1(r) =
1

2
[B(M+1)1 +B(M+1)2 ]

=
1

2
[P (ABC) + P (ABD)]. (7)

结合 (7)式与表 2中的结果, 可以得到朴素算法的

概率表示: 

MMSE(M , τ , r,N)

= − ln
[
BM+1(r)/BM (r)

]
= − ln

[
B(M+1)1 +B(M+1)2

2BM (r)

]

= − ln
[
P (ABC)
2P (AB)

+
P (ABD)
2P (AB)

]

= − ln
[
1

2
(P (C|AB) + P (D|AB))

]
. (8)

P (CD|AB)

从概率论的角度对 (8)式进行分析, 可以看出朴素

算法本质上计算的依然是条件概率均值的负自然

对数. 并且需要注意的是, (8)式中的条件概率, 分

别只考虑了某一个特定的通道. 并没有出现类似于

 这样同时考虑所有通道的条件概率. 

3.4    严格的多通道多尺度样本熵

BM+1(r)

(M + 1)

N = 4 M = [2, 2] τ = [1, 1] r = 0.15

对于严格算法, 在计算最终的  时同时

考虑了所有可能出现的  维相空间. 为了便

于理解, 这里对参数进行赋值. 给定每个通道的数

据长度为  ,   ,   ,   ,

先重构出对应的 M 维相空间. 重构出的相空间如

(9)式所示: 

V =

 XM (1)

XM (2)

XM (3)

 =

 [x1,1, x2,1, x1,2, x2,2]

[x2,1, x3,1, x2,2, x3,2]

[x3,1, x4,1, x3,2, x4,2]

 . (9)

XM (i), 1 ⩽ i ⩽ 3

BM (r) = P (AB)

M1 = [3, 2] M2 = [2, 3]

M + 1 V1 V2

(M + 1)

根据 (9)式中的向量  和系数 r, 可

以计算出对应的联合概率   . 当增

加嵌入维数时, 会出现两种可能的结果. 分别是

 和  . 相应地可以重构出两种

不同的  维相空间. 这里使用  和  分别表

示两种可能的  维相空间. 严格算法将两种

可能的相空间合并, 结果如 (10)式所示: 

V′ =

[
V1

V2

]
=


X1

M+1(1)

X1
M+1(2)

X2
M+1(1)

X2
M+1(2)



=


[x1,1, x2,1, x3,1, x1,2, x2,2]

[x2,1, x3,1, x4,1, x2,2, x3,2]

[x1,1, x2,1, x1,2, x2,2, x3,2]

[x2,1, x3,1, x2,2, x3,2, x4,2]

 , (10)

Xk
M (i) Vk

V′

BM+1(r)

其中,   表示相空间  中的第 i 个向量, M 是

各通道嵌入维数之和. 根据严格算法的定义, 由  计

算得到的  可以写成 (11)式中的概率形式: 

BM+1(r) = P (ABCDT), (11)

式中, ABCD所代表的事件在表 1中已经进行了

说明. 需要注意的是, (11)式包含一个干扰事件 T.

这里首先给出事件 T 的定义. T: 隶属于不同通道

的样本点之间的距离小于给定阈值, 即属于不同通

道的样本点相似. (10)式可以看到, 严格算法在增

加嵌入维数后会出现计算不同通道样本点之间距

离的情况. (12)式即为一个典型例子. 

d[X1
M+1(1),X

2
M+1(2)]

= max{|x1,1 − x2,1|, |x2,1 − x3,1|,

|x3,1 − x2,2|, |x1,2 − x3,2|, |x2,2 − x4,2|}. (12)

需要注意的是, (11)式中的事件 T是事件 T 的子
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|x3,1 − x2,2|集. 在 (12)式中, 计算了  这两个分属于

不同通道之间样本点的距离. 距离在广义上可以理

解为相似性. 也就是说在对比某一个通道内样本点

的相似性时, 严格算法混入了小部分其他通道的样

本点数据.

(13)式给出了严格算法的概率表达:
 

MMSE(M , τ , r,N) = − ln[BM+1(r)/BM (r)]

= − ln
[
P (ABCDT)

P (AB)

]
= − ln[P (CDT|AB)]. (13)

P (C|AB), P (D|AB)

Ahmed和 Mandic[22] 认为是事件 T使严格算法可

以提取通道间的相关性信息. 然而对比 (8)式和

(13)式可以发现, 严格算法在条件概率中出现了不

同通道之间的联合概率. 反观朴素算法, 则只有各

个通道的条件概率 (  ). 因此, 严

格算法提取通道间相关性信息的能力可能并不是

由事件 T带来的. 相反, 这项能力可能是由不同通

道之间联合的条件概率带来的.
 

3.5    无偏差的多通道多尺度样本熵

M + 2

(M + 2)

(M + 2)

BM+2(r)

对于无偏差的多通道多尺度样本熵算法来说,

当嵌入维数从 M 增加到   时. 由于约束条件

的存在使得每一个通道的嵌入维数增量不能大于

1. 因此可以生成一个确定的  维相空间. 根

据生成的  维相空间, 可以计算得到对应的

 , 如下式所示:
 

BM+2(r) = P (ABCD). (14)

M + 2 BM+2(r)

ABCD

(14)式表明当嵌入维数增加到  时,  

是事件  的联合概率. (15)式给出了无偏差的

多通道多尺度样本熵算法的概率表示方法:
 

UMMSE(M , τ , r,N) = − ln[BM+2(r)/BM (r)]

= − ln
[
P (ABCD)
P (AB)

]
= − ln[P (CD|AB)]. (15)

对比 (8)式, (13)式和 (15)式可发现仅有严格算法

包含了事件 T 的子事件 T. 同时, 无偏差的多通道

多尺度样本熵算法和严格算法均含有不同通道之

间的联合条件概率. 本文认为, 事件 T 会使多通道

熵算法的结果有偏. 而不同通道之间的联合条件概

率使算法有能力提取通道间的相关性信息. 在后续

的仿真实验中, 本文构造出特定的仿真信号, 对比

不同算法之间性能的差异来证明本文的观点.
 

4   仿真实验

仿真实验主要分为以下几个部分: 首先, 研究

数据长度、嵌入维数和阈值系数这 3个参数对无偏

差的多通道多尺度样本熵算法性能的影响, 并给出

相应的参数选择范围. 在确定合适的参数后, 第一

组仿真实验研究无偏差的多通道多尺度样本熵算

法提取通道内相关性信息方面的能力; 第二组仿真

实验则对比研究 3种算法在提取通道间相关性信

息方面的表现; 第三组仿真实验重点探究严格算法

与无偏差算法之间的差异. 这里使用这两种算法计

算了各通道间方差不同的高斯白噪声数据的熵值,

结果表明无偏差算法比严格算法更为稳定. 最后一

组仿真实验比较了在相同参数条件下 3种算法计

算样本熵值所需的时间, 以研究不同多通道熵算法

的计算效率. 需要说明的是, 除了第 4组仿真实验

外, 其余的仿真图均为误差条图. 绘制方法是: 独

立重复多次进行仿真, 计算熵值的均值与方差. 根

据计算得到的均值与方差, 绘制对应的误差条图.

10000 M =

[2, 2, 2] 0.15

在无偏差的多通道多尺度样本熵算法中, 主要

涉及的参数分别为数据长度、嵌入维数以及阈值系

数. 在计算过程中采用控制变量法, 控制其余参数

不变, 单独研究某一个特定参数对结果产生的影

响. 参数设置为: 数据长度   , 嵌入维数  

 , 阈值系数为  . 结果如图 1所示.

[600, 10500]

BM (r) BM+p(r)

5000

5000

[5000, 10000]

BM (r) BM+p(r)

在图 1(a)中, 计算熵值时改变数据长度, 范围

为  , 其余参数不变. 结果可以看出当数

据长度过短时, 由于数据量不足, 在计算过程中可

能会出现   或   过小甚至等于 0的情

况, 从而使熵结果不稳定. 当数据长度小于  

时, 数据长度的变化会对结果的稳定性产生较大影

响. 当数据长度大于  时, 数据长度的变化对稳

定性产生的影响较小. 无偏差的多通道多尺度样本

熵值随着数据长度的增加逐渐稳定. 考虑到实际应

用中数据长度的获取成本以及计算效率的问题, 通

常将数据长度的范围设置为  . 图 1(b)

展示了选取不同的嵌入维数时, 无偏差的多通道多

尺度样本熵结果. 从结果可以看出通常每个通道的

嵌入维数均应设置为 2. 最后, 图 1(c)展示了阈值

系数对无偏差的多通道多尺度样本熵结果的影响.

如果系数设置过小, 相空间中没有满足阈值条件的

向量 ,    或   会出现过小甚至等于 0
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0.1

的情况. 如果系数设置过大, 熵值结果会趋于稳定.

但是过于宽松的阈值会导致算法无法准确地提取

数据的复杂度特征并对不同类型的信号进行区分.

结合仿真实验的结果, 本文认为应在大于  的条

件下选择尽可能小的阈值系数. 这样可以在保证算

法稳定的条件下有效地对不同类型信号进行区分.

1/f

1/f

M = [2, 2, 2] τ = [1, 1, 1]

第一组仿真实验, 构造一组 3通道的高斯白噪

声. 各通道之间的噪声相互独立. 进一步地, 逐步

将 3个通道的高斯白噪声替换为独立的  噪声.

由于高斯白噪声和  噪声的通道内相关性不同.

改变通道中的噪声类型会逐步改变数据通道内的

相关性 . 参数设置为   ,    和

r = 0.15 10000 . 每个通道的数据长度为  .

1/f随着包含  噪声的通道数增加, 多通道数据

的通道内相关性增强. 从图 2可以看出, 改进的多

通道多尺度样本熵算法可以有效地提取多通道数

据通道内相关性信息.
 
 

0 5 10 15
0

1

2

3

4

5

无
偏

差
的

多
通

道
多

尺
度

样
本

熵
值

尺度因子

三通道1/ 噪声
两通道1/ 噪声, 一通道高斯白噪声
一通道1/ 噪声, 两通道高斯白噪声
三通道高斯白噪声

1/f图 2　多通道高斯白噪声和   噪声的无偏差的多通道多

尺度样本熵结果

1/f

Fig. 2. Unbiased  multivariate  multiscale  sample  entropy

results for multivariate white noise and    noise.
 

M =

[2, 2, 2] τ = [1, 1, 1] r = 0.12

10000

第二组仿真实验, 构造两组 3通道数据. 分别

为通道间相关的高斯白噪声和通道间不相关的高

斯白噪声. 分别计算其对应的朴素多通道多尺度样

本熵结果、严格多通道多尺度样本熵结果和改进的

多通道多尺度样本熵结果 . 参数设置为  

 ,    和   . 每个通道的数据

长度为  . 结果如图 3所示.

从图 3可以看出, 在不考虑稳定性的前提下严

格算法和无偏差的多通道多尺度样本熵算法均可

以区分相关和不相关的高斯白噪声. 但是考虑到严

格算法的方差过大, 在实际应用中往往会使得对通

道间相关性不同的信号出现误判. 而朴素多通道多

尺度样本熵无法对两种不同的信号进行区分. 这证

明了第 3.5节（算法分析与证明）理论分析中的结

论, 即事件 T 不能给多通道熵算法带来提取通道

间相关性信息的能力. 而不同通道间的联合条件概

率可以有效地提取通道间相关性信息. 同时, 这也

说明了严格多通道多尺度样本熵算法事实上是有

偏的, 在处理实际信号时会使结果不稳定.

[1, 1, 1] [1, 5, 10]

第三组仿真实验, 构造两组 3通道的高斯白噪

声数据. 两组多通道噪声数据中各个通道的方差分

别为  和  . 分别使用严格算法和无偏

差的多通道多尺度样本熵算法计算其熵值. 结果如

图 4所示.
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图 1    无偏差的多通道多尺度样本熵算法参数选择　(a)数

据长度; (b)嵌入维数; (c)阈值系数

Fig. 1. The parameter  selection  of  the  unbiased  multivari-

ate  multiscale  sample  entropy  algorithm:  (a)  Data  length;

(b) embedding dimension; (c) coefficient of the threshold.
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图 3    相关高斯白噪声与不相关高斯白噪声的多通道多尺度样本熵结果　(a)朴素算法; (b)严格算法; (c)无偏差算法

Fig. 3. The entropy results of different MMSE algorithms processing correlated and uncorrelated white noise: (a) Naive MMSE result;

(b) rigorous MMSE result; (c) unbiased multivariate multiscale sample entropy results.
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图 4    严格算法与无偏差的多通道多尺度样本熵算法稳定性分析　(a)通道间方差相同时的严格算法结果; (b)通道间方差不同

时的严格算法结果; (c)通道间方差相同时的无偏差算法结果; (d)通道间方差不同时的无偏差算法结果

Fig. 4. The robustness analysis for the different multivariate entropy algorithms: (a) Rigorous MMSE result for the same variance of

each channel; (b) rigorous MMSE result for the different variance of each channel; (c) unbiased multivariate multiscale sample en-

tropy  results  for  the  same variance  of  each  channel;  (d)  unbiased  multivariate  multiscale  sample  entropy  result  for  the  different

variance of each channel.
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由图 4可以看出, 从整体上看, 严格算法的熵

值方差比无偏差的多通道多尺度样本熵的熵值方

差更大. 并且, 当通道间的方差区别较大时, 严格

算法的方差出现了明显的增大. 这也说明了事件

T 在各通道之间方差较大时会使熵值结果不稳定.

M = [2, 2, 2]

τ = [1, 1, 1] r = 0.15

在最后一组仿真实验中, 本文对比研究了朴素

算法、严格算法以及无偏差的多通道多尺度样本熵

算法的计算效率. 这一组仿真实验所使用的仿真信

号为 3通道的高斯白噪声. 各通道之间相互独立.

嵌入维数和时间延迟分别为   以及

 . 阈值系数为   . 通过改变数据

长度, 得到不同的熵算法计算所需的时间, 比较不

同算法的计算效率. 结果如图 5所示.

图 5的横坐标是数据长度, 纵坐标为计算时

长. 图 5对比研究了数据长度不同时, 不同的多通

道熵算法计算效率的变化趋势. 可以看出, 当数据

长度较短时 3种多通道熵算法计算所需的时间比

较接近. 随着数据长度的增加, 严格算法的计算时

长增速要远高于其余两种算法. 同时可以观察到,

三种算法中无偏差的多通道多尺度样本熵算法的

计算时长受数据长度影响最小, 计算效率最高.
 

5   结　论

多通道多尺度样本熵 (MMSE)作为近年来提

出的一种新算法, 能够有效地表征多通道数据的复

杂度. 然而, 现有的朴素算法和严格算法未能兼顾

算法性能和稳定性. 为了解决这一问题, 本文提出

了一种无偏差的多通道多尺度样本熵算法. 通过概

率论的角度对多尺度样本熵、朴素算法、严格算法

[5000, 10000]

0.1

M + p

以及无偏差的多通道多尺度样本熵算法进行了深

入分析. 理论分析结果显示, 朴素算法未包含不同

通道事件的联合条件概率, 因此无法有效地提取多

通道数据通道间的相关性信息. 而严格算法由于考

虑了干扰事件, 导致计算结果有偏差且稳定性较

差. 相比之下, 无偏差的多通道多尺度样本熵算法

是多尺度样本熵在多通道情况下的准确推广. 本文

通过仿真实验确定了一般条件下无偏差的多通道

多尺度样本熵算法的参数范围: 计算无偏差多通道

多尺度样本熵时的数据长度范围是   ,

每个通道的嵌入维数为 2. 阈值系数的范围应大于

 . 同时, 利用仿真实验证明了无偏差多通道多尺

度样本熵算法能够有效地提取通道内和通道间的

相关性信息. 此外, 还证明了多通道的联合条件概

率有助于熵算法提取通道间相关性信息, 而干扰事

件 T则会导致结果有偏差且不稳定. 最后, 本文对

比了不同多通道熵算法的计算效率, 结果表明无偏

差的多通道多尺度样本熵算法具有最小的计算成

本和最高的效率. 通过本文的理论推导与仿真实验

分析, 完善了经典非线性特征量——熵的一般化理

论. 证明了在增加嵌入维数时, 将嵌入维数从 M 变

为   是最优的策略. 这也为其他诸如排列熵、

模糊熵等算法的一般化提供了理论支撑.

感谢卫卓君对本文的润色和语法检查.
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Abstract

The  development  of  multi-channel  data  acquisition  techniques  has  provided  richer  prior  information  for
studying  the  nonlinear  dynamic  characteristics  of  complex  systems.  However,  conventional  nonlinear  feature
extraction  algorithms  prove  unsuitable  in  the  context  of  multi-channel  data.  Previously,  the  multivariate
multiscale  sample  entropy  (MMSE)  algorithm  was  introduced  for  multi-channel  data  analysis.  Although  the
MMSE  algorithm  generalized  the  multiscale  sample  entropy  algorithm,  presenting  a  novel  method  for
multidimensional data analysis, it remains deficient in theoretical underpinning and suffers from shortcomings,
such  as  missing  cross-channel  correlation  information  and  having  biased  estimation  results.  In  this  paper,
unbiased  multivariate  multiscale  sample  entropy  algorithm  (UMMSE)  is  proposed.  UMMSE  increases  the
embedding dimension from M to M + p. This increasing strategy facilitates the reconstruction of a deterministic
phase  space.  By  virtue  of  theoretical  scrutiny  grounded  in  probability  theory  and  subsequent  experimental
validation, this paper illustrates the algorithm's effectiveness in extracting inter-channel correlation information
through  the  integration  of  cross-channel  conditional  probabilities.  The  computation  of  similarities  between
sample  points  across  different  channels  is  recognized  as  a  potential  source  of  bias  and  instability  in
algorithms.Through simulation experiments, this study delineates the parameter selection range for the UMMSE
algorithm. Subsequently, diverse simulation signals are employed to showcase the UMMSE algorithm’s efficacy
in  extracting  both  within-channel  and  cross-channel  correlation  information.  Ultimately,  this  paper
demonstrates  that  the  new  algorithm  has  the  lowest  computational  cost  compared  with  traditional  MMSE
algorithms.

Keywords: nonlinear dynamics, multi-channel signal, multivariate multiscale sample entropy
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