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突触串扰由相邻突触间神经递质的溢出引起, 对神经系统的放电特性及信号传输有着深远影响. 利用两

个忆阻器模拟生物神经突触, 双向耦合 Chialvo离散神经元和 Rulkov离散神经元, 并考虑耦合状态下突触间

的串扰行为, 构建一类忆阻突触耦合异质离散神经网络. 研究分析表明, 神经网络不动点的数量及稳定性依

赖于突触串扰强度. 同时, 通过分析分岔图、相图、李雅普诺夫指数谱和时序图等发现, 随着突触串扰强度的

变化, 神经网络表现出不同的共存放电行为. 此外, 基于神经元放电序列的相位差及同步因子, 研究了不同耦

合强度及不同系统初始条件和参数情形下, 突触串扰强度对神经网络同步行为的影响.
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1   引　言

动物及人类的各种生理功能活动受神经系统

调控, 而神经元是神经系统结构与功能的基本单位 [1,2].

神经元的电活动与神经元间突触的化学活动共同

参与完成神经信息的编码、传输、处理和整合 [3,4].

因此, 神经系统是由大量神经元通过突触耦合形成

的复杂生物动力学网络 [5]. 为便于模拟和分析生物

神经系统的结构和功能特征, 大量神经元模型及神

经网络模型被提出. 神经网络模型以其独特的结构

和信息处理方式, 在模式识别、信号处理、人工智能

等领域中发挥着重要作用 [6–8]. 连续神经元模型, 如

Morris-Lecar (ML)[9], FitzHugh-Nagumo (FN)[10],

Hindmarsh-Rose(HR)[11], Hopfield neuron (HN)[12],

tabu learning neuron[13] 等, 主要基于Hodgkin-Hux-

ley (HH)模型 [14] 构建. 同时, 在连续神经元模型

的基础上, 学者们构建了许多离散神经元模型. 比

如, Chialvo对 HH连续模型进行简化, 建立了 Chi-

alvo离散神经元模型 [15]. 受此启发, Rulkov和 Ki-

nouchi-Tragtenberg进一步建立了Rulkov[16], KT[17]

及 KTZ[18] 等离散神经元模型. 相关研究表明, 离

散神经元模型同样能用于模拟真实生物神经元的

放电特性及行为特征, 且在计算复杂度、存储容量

等方面比连续神经元模型更具优势 [19]. 因此, 从某

种意义上讲, 离散神经元模型更适合模拟神经网络

并进行理论分析 [20].

忆阻器被认为是除电阻、电容和电感之外的第

四类无源电路元件, 具有纳米尺寸、本征复杂、非

易失存储及类神经突触可塑性等独特性质. 因此,
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忆阻器是模拟生物神经突触的理想器件 [21–24], 为

人工神经网络的构建提供了新的思路. 局部有源性

被认为是动力系统复杂性的起源 [25]. 局部有源忆

阻器能放大无限小能量振荡行为, 应用于神经网络

系统或神经元电路时易于诱发各类神经形态放电

行为 [26]. 因此, 利用局部有源忆阻器模拟生物神经

突触受到越来越多的关注. 将离散局部有源忆阻器

引入人工神经网络或神经元, 可以更准确地模拟生

物神经元之间的电活动和信息传递, 有助于揭示神

经系统疾病的电生理学机制. Lai和 Yang[27] 基于

无离散忆阻器、离散忆阻器模拟电磁辐射刺激、离

散局部有源忆阻器模拟生物突触等方式构建了三

种离散神经网络模型; 研究表明, 离散忆阻器可使

得神经网络模型产生更为复杂的混沌放电动力学

行为. Li等 [28] 构建了一类离散忆阻 Rulkov神经

元模型, 研究发现忆阻器可以有效地模拟离散神经

元模型的磁感应效应. 此外, Lu等 [29] 研究了基于

离散忆阻器的分数阶神经网络, 发现其具有比整数

阶神经网络更丰富的动力学行为. 事实上, 生物神

经信息的处理和传递由不同脑区神经元的电磁活

动共同完成, 因此, 探索异质离散神经网络的放电

动力学和同步行为具有重要实际意义 [13].

突触间的串扰由神经递质从一个突触溢出至

另一个突触引起. 突触神经递质的溢出将对相邻突

触的连接强度产生干扰, 因此, 突触串扰将影响神

经信号的放电及传输特性 [30,31]. Li和 Yi[32] 提出一

种基于忆阻器突触的联想记忆电路, 并研究了突触

串扰对忆阻器功能的影响. Ding等 [33] 揭示了不同

串扰强度下, 忆阻器耦合 HR神经网络平衡点的数

量和稳定性具有多样性. 另外, 越来越多的证据表

明, 突触串扰存在于多个不同大脑区域. 例如, Li等 [34]

建立了一个异质神经网络, 探讨了串扰强度对神经

网络放电活动的影响, 发现随着串扰强度的降低,

异质神经元的放电行为从初始振荡逐渐过渡到完

全同步. Ma等 [35] 则从数值模拟角度探讨了串扰强

度对异质离散神经网络放电行为和同步行为的影

响. 然而, 目前尚没有关于突触串扰强度对神经网

络共存放电行为影响的研究. 事实上, 共存放电意

味着神经系统的不同等待状态 [36], 即在不同时间

或环境下, 神经系统中神经元的放电模式可能有所

不同, 从而释放不同的神经信息. 这些不同的放电

模式和神经信息对外界环境的刺激和内部状态的

改变做出反应, 从而呈现出不同的神经特征. 因此,

神经系统共存放电现象为临床上不同个体或不同

阶段的同病异症及同病异诊提供了电生理学理论

基础. 同时, 医生还可根据患者的共存放电模式和

特征, 预测疾病的发展趋势和预后结果, 从而采取

相应的干预措施和监测方案. 因此, 神经系统共存

放电研究有助于神经系统疾病的综合治疗.

综上可知, 探索突触串扰对异质离散神经网络

放电特性与同步行为的影响具有重要意义, 但有关

忆阻突触异质离散神经网络的研究相对较少. 本文

首先设计一类局部有源离散忆阻器, 用于模拟生物

神经突触并耦合 Chialvo神经元和 Rulkov神经

元, 建立一类具有突触串扰的忆阻耦合异质离散神

经网络. 进而, 分析离散神经网络的不动点和稳定

性、共存放电行为、变量偏置控制. 此外, 具体研究

不同耦合强度及不同系统初始条件和参数情形下,

离散神经网络的同步行为, 及突触串扰强度对神经

网络同步行为的影响. 

2   离散忆阻器模型

根据 Chua关于忆阻器的定义 [37], 一类磁控型

离散忆阻器设计为  {
i(n) = W (φ(n))v(n) = sin(aφ(n) + b)v(n) ,

φ(n+1)=f(φ, v)=cφ(n)+d(φ(n))3−ev(n) ,
(1)

φ(n)

其中 v(n)和 i(n)为忆阻器的输入电压和输出电流;

 为忆阻器的内部状态变量. 本节中, 忆阻器参

数设置为 a = 1, b = 0, c = 2, d = –0.5, e = 0.2.

为了模拟突触串扰现象, 考虑两个忆阻器之间

的相互作用, 描述如下:  {
W1(φ) = sin(aφ1 + b) + p1sin(aφ2 + b) ,

W2(φ) = sin(aφ2 + b) + p2sin(aφ1 + b) ,
(2)

φ φ

aφ2 + b

aφ1 + b

式中, W1(  )和 W2(  )分别表示考虑串扰时第一

个突触和第二个突触的权重; p1 和 p2 为突触之间

的串扰强度, 其中 p1sin(  )表示第二个突触

对第一个突触的影响, p2sin(  )表示第一个

突触对第二个突触的影响.

在输入正弦电压信号 v(n) = Asin(ωn)时, 离

散忆阻器的电压–电流特性曲线如图 1所示 . 由

图 1(a)可知, 电压-电流曲线呈现出穿过原点的

“8”字形磁滞回线 , 且磁滞回线的面积随着振幅

A 的增加而逐渐增大. 图 1(b)中, “8”字形磁滞回

线的面积随着频率 ω的增大而减小. 图 1(c)则表

明, 磁滞回线的形状随着初始值的变化而改变, 表
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现出多稳态性和记忆特性. 因此, 该离散忆阻器具

有广义忆阻器的指纹特征 [38], 是一类广义磁控型

离散忆阻器.

令 (1)式中第二个方程的 v(n) = 0, 可得
 

∆φn = φ(n+1)−φ(n) = (c−1)φ(n)+d(φ(n))3. (3)

∆φn = 0

基于 (3)式, 忆阻器的断电图绘制于图 2(a)所

示, 其与    轴的交点为 Q–1, Q0, Q1. 可知,

交点 Q–1 和 Q1 处的斜率为负, 因此, 忆阻器是非

易失性的.

φ φ

φ

假设 (1)式中  (n) = Φn, v(n) = Vn, 且  (n+1)

–  (n) = 0, 则
 

Vn = [(c− 1)Φn + dΦn
3]/e ,

In = sin(aΦn + b)Vn = sin(aΦn + b)

× {[(c− 1)Φn + dΦ3
n]/e} . (4)

式中 , Vn, In 分别表示直流电压和直流电流 . 对

应的 DC V-I 曲线如图 2(b)所示 . 可知 , 在区域

Vn∈[–2.7217, 0]∪In∈[0, 1.9834]及 Vn∈[–2.7217,

3.4541]∪In∈[–3.4335, 1.9834]内, DC V-I 曲线的

斜率为负, 即忆阻器具有负的电阻值. 因此, 忆阻

器是局部有源的. 

3   忆阻耦合异质离散神经网络
 

3.1    异质离散神经网络的构建

二维离散 Chialvo神经元的数学模型如下:  {
x(n+ 1) = x(n)2e(y(n)−x(n)) + I ,

y(n+ 1) = ay(n)− bx(n) + c ,
(5)

其中 x(n)表示神经元的膜电位; y(n)表示恢复变

量; 参数 a 表示恢复时间 (a < 1); 恢复过程的激活

依赖性由 b (b < 1)定义; c 为偏移值; I 可视为外

部输入电流.

二维离散 Rulkov神经元定义如下: 
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图 1    忆阻器的电压-电流特性曲线　(a)   (0) = 0.1, ω =

0.1, A = 0.2,  0.3,  0.4;  (b)    (0) = 0.1, A = 0.5, ω = 0.2,

0.4, 0.8; (c) A = 0.5, ω = 0.2,   (0) = –3.0, 0.1, 3.0
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Fig. 1. Hysteresis  loop  for  discrete  memristor:  (a)    (0)  =

0.1, ω = 0.1 and A = 0.2,  0.3,  0.4;  (b)    (0)  = 0.1, A =

0.5 and ω = 0.2, 0.4, 0.8; (c) A = 0.5, ω = 0.2 and   (0) =

–3.0, 0.1, 3.0.
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图 2    忆阻器的 (a) POP和 (b) DC V-I 图

Fig. 2. (a) POP and (b) DC V-I plot of memristor.
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
x(n+ 1) =

a

1 + x(n)
2 + y(n) ,

y(n+ 1) = y(n)− b(x(n)− c) ,

(6)

≪ 1

式中, x(n)为神经元的膜电位, y(n)为神经元的减

速变量. 因为变量 y(n)的变化速度由 b 和 c 控制, 而

b 是一个非常小的值 (0<b  ), 因此变量 y(n)会

随时间缓慢变化. 参数 a 为非线性映射参数, 参数

c 是神经元的外部直流电流, b 的值为 0.001.

以上设计的忆阻器模拟生物神经突触 , 将

Chialvo离散神经元和 Rulkov离散神经元耦合起

来, 并考虑突触间的串扰行为, 构建一类忆阻突触

耦合异质离散神经网络, 如图 3所示. 神经网络模

型描述如下:  

x1(n+ 1) = x1(n)
2e(y1(n)−x1(n))

+ I − kW2(φ)tanh(x2(n)),

y1(n+ 1) = a1y1(n)− b1x1(n) + c1,

x2(n+ 1) =
a2

1 + x2(n)
2 + y2(n)

+ kW1(φ)tanh(x1(n)),

y2(n+ 1) = y2(n)− b2(x2(n)− c2),

φ1(n+ 1) = cφ1 + dφ3
1 − etanh(x1(n)),

φ2(n+ 1) = cφ2 + dφ3
2 − etanh(x2(n)),

(7)

φ1 φ2

其中 x1 和 x2 表示膜电位; y1 和 y2 分别表示恢复变

量和减速变量;   和  表示磁通量; k 为神经元的

耦合强度. 神经网络参数如下: a1 = 0.89, b1 = 0.005,

c1 = 0.28,  I = 0.03, a2 = 2.8, b2 = 0.001, c2 =

0.1, c = 1, d = –0.5, e = 0.2, k = 0.1和 p1 = 0.1.

当 p2∈[0, 0.345], 模型表现为超混沌放电行为; 当

p2∈[0.345, 1], 模型表现为混沌放电行为. 

3.2    不动点和稳定性

设神经网络系统的不动点为 P = (X1, Y1, X2,

Y2, Z1, Z2), 则 P 满足以下方程:
  

X1 = X2
1e

(Y1−X1) + I − kW2(Z)tanh(X2),

Y1 = a1Y1 − b1X1 + c1,

X2 =
a2

1 +X2
2
+ Y2 + kW1(Z)tanh(X1),

Y2 = Y2 − b2(X2 − c2),

Z1 = cZ1 + dZ3
1 − etanh(X1),

Z2 = cZ2 + dZ3
2 − etanh(X2).

(8)

根据 (8)式, 可以得神经网络系统的不动点:
 

P

(
X1,

−b1X1 + c1
1− a1

, c2, Y2, Z1, Z2

)
.

对应的雅可比矩阵如下: 

 

J =



A B −kW2(Z)sech2(X2) 0 C D

−b1 a1 0 0 0 0

kW1(Z)sech2(X1) 0
−2a2X2

(1 +X2
2)

2 1 E F

0 0 −b2 1 0 0

−esech2(X1) 0 0 0 c+ 3dZ2
1 0

0 0 −esech2(X2) 0 0 c+ 3dZ2
2


, (9)

A = 2X1e(Y1−X1) −X2
1e(Y1−X1) B = X2

1e(Y1−X1) C = −k[p2 cos(aZ1 + b)a] tanhX2 D = −k[cos(aZ2+

b)a] tanhX2 E = k[cos(aZ1 + b)a]× tanhX1 F = k[p1 cos(aZ2 + b)a] tanhX1

其中  ,     ,   ,    

 ,     ,   .

 

Chialvo Rulkov

突触二

突触一

图 3    异质离散神经网络的拓扑结构

Fig. 3. Topology of heterogeneous discrete neural network.
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det(λI − J) = 0雅可比矩阵的特征值可由   得

到. 表 1列出了不同串扰强度下离散神经模型的不

动点和特征值. 可知, 神经网络不动点的数量及稳

定性依赖于突触串扰强度.
 

4   异质离散神经网络的放电动力学
 

4.1    串扰强度 p1 影响下的共存放电

当耦合强度 k = 0.1及串扰强度 p2 = 0.3时,

发现在不同初始条件下, 神经网络系统关于串扰

强度 p1 的分岔图各不相同 , 如图 4所示 , 蓝色、

红色、绿色、洋红色分别对应于初始条件 IC1 =

(1, 1, 1, –1, 1, 0), IC2 = (1, 1, 1, –2.4, 1, 0), IC3 =

(1, 1, 1, 1, 1, 0), IC4 = (1, 1, 1, 2, 1, 0). 对于初

始值 (1, 1, 1, –1, 1, 0), 随着串扰强度 p1 的增加,

神经网络历经周期到混沌的倍周期分岔路径, 依

次表现出周期 4、混沌、周期 8、周期 16、混沌等不

同放电模式, 如图 4(a)所示; 对于初始值 (1, 1, 1,

–2.4, 1, 0), 神经网络历经倍周期分岔及反向倍周

期分岔等路径, 依次表现出周期 4、周期 8、混沌、

周期 12、周期 6、混沌、周期 10等不同放电模式,

如图 4(b)所示; 对于初始值 (1, 1, 1, 1, 1, 0), 神经

网络历经倍周期分岔路径, 可表现出周期 6、周期

12、混沌等放电模式, 如图 4(c)所示; 对于初始值
 

表 1    神经网络的平衡点、特征值和稳定性
Table 1.    Equilibrium points, eigenvalues, and stability of neural network.

(p1, p2) φ φ(x1(n), y2(n),   1(n),   2(n)) 特征值 稳定性

(0.1, 0.1)

(0.0342, 0.001, 0.0323, 0.0086) –0.5593, 0.8269, 0.8889, 0.9994±0.0022i, 1 不稳定鞍焦点

(0.0352, 0.001, 0.036, –0.3372) –0.5593, 0.8509, 0.8291, 0.8881, 0.9990, 0.9996 不稳定鞍结点

(0.0392, 0.0021, –0.2489, –0.3372) –0.5587, 0.8296, 0.9425, 0.9017, 0.8926, 0.9994 不稳定鞍结点

(168.8416, 0.0715, –0.7368, –0.3416) 0, 0.8900, –0.5580, 0.1857, 0.8236, 0.9994 不稳定鞍结点

(1, 1)

(0.0339, 0.0009, 0.0973, –0.0618) –0.5589, 0.8097, 0.8892, 0.9953±0.0015i, 0.9995 不稳定鞍焦点

(0.0347, 0.0018, 0.1062, –0.3375) –0.5586, 0.8277±0.0047i, 0.8890, 0.9955, 0.9994 不稳定鞍焦点

(0.0383, 0.0031–0.224, –0.3365) –0.5569, 0.8305, 0.8838±0.0020i, 0.9645, 0.9994 不稳定鞍焦点

(168.8425, 0.1017, –0.7368, –0.3416) 0, 0.89, –0.5457, 0.1857, 0.8113, 0.9994 不稳定鞍结点
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图  4    不同初始条件时 , 状态变量 x1(n)关于 p1 的分岔图　 (a) (1, 1, 1, –1, 1, 0); (b) (1, 1, 1, –2.4, 1, 0); (c) (1, 1, 1, 1, 1, 0);

(d) (1, 1, 1, 2, 1, 0)

Fig. 4. Bifurcation diagrams of state variable x1(n) versus p1 under different initial conditions: (a) (1, 1, 1, –1, 1, 0); (b) (1, 1, 1,

–2.4, 1, 0); (c) (1, 1, 1, 1, 1, 0); (d) (1, 1, 1, 2, 1, 0).
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(1, 1, 1, 2, 1, 0), 神经网络表现为鲁棒的混沌放电

模式, 如图 4(d)所示. 显然, 神经网络系统具有多

重稳定的共存放电特性.

为了更加直观地观测串扰强度对共存放电特

性的影响, 考虑初始条件 IC1, IC2, IC3, IC4下,

不同串扰强度 p1 作用时神经网络的共存吸引子及

共存放电序列, 如图 5所示. 具体地, 当 p1 = –0.8,

神经网络表现为周期 2(蓝色)、周期 3(绿色)、混沌

(红色、洋红色)等放电形式, 如图 5(a)—(c); 当 p1 =

–0.4, 神经网络表现为周期 4(蓝色)、周期 3(红色、

绿色)、混沌 (洋红色)等放电形式, 如图 5(d)—(f);
当 p1 = 0.2, 神经网络表现为混沌放电形式 , 如

图 5(g)—(i); 当 p1 = 0.8, 神经网络表现为周期 5

(红色)、混沌 (其余)混沌放电形式, 如图 5(j)—(l). 

4.2    串扰强度 p2 影响下的共存放电

当耦合强度 k = 0.1及串扰强度 p1 = 0.1时,

不同初始条件下神经网络系统关于串扰强度 p2 的

分岔图如图 6所示, 其中蓝色、红色、绿色、洋红色

分别对应于初始条件 IC1 = (1,  1,  1, –5,  1,  0),
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图 5    p1 取不同值时, 神经网络的共存吸引子及共存放电序列　(a)—(c) p1 = –0.8; (d)—(f) p1 = –0.4; (g)—(i) p1 = 0.2; (j)—(l) p1 = 0.8

Fig. 5. Coexisting  attractors  and  coexisting  discharge  sequences  under  different  p1  value:  (a)–(c)  p1  =  –0.8;  (d)–(f)  p1  =  –0.4;

(g)–(i) p1 = 0.2; (j)–(l) p1 = 0.8.
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IC2 = (1, 1, 1, 5, 1, 0), IC3 = (1, 1, 1, –1, 1, 0),

IC4 = (1, 1, 1, –3, 1, 0). 对于初始值 (1, 1, 1, –5,

1, 0), 随着串扰强度 p2 的增加, 神经网络历经混沌

到周期的反向倍周期分岔及切分岔等路径, 依次表

现为混沌、周期 12、周期 6、周期 16、周期 8、周期

4、周期 2等不同放电模式, 如图 6(a)所示; 对于初

始值 (1, 1, 1, 5, 1, 0), 神经网络历经周期到混沌的

倍周期分岔及切分岔等路径, 依次表现为周期 2、

周期 4、周期 8、周期 16、混沌、周期 6、周期 12等

不同放电模式, 如图 6(b)所示; 对于初始值 (1, 1,

1, –1, 1, 0), 神经网络历经切分岔等路径, 可表现

出周期 4、不同幅度混沌、周期 8等放电模式, 如

图 6(c)所示; 对于初始值 (1, 1, 1, –3, 1, 0), 神经

网络历经倍周期分岔、切分岔等路径, 可表现出周

期 8、周期 16、周期 3、周期 6、混沌等放电模式, 如

图 6(d)所示. 因此, 神经网络系统同样具有多重稳

定的共存放电行为.

类似地, 考虑初始条件 IC1, IC2, IC3, IC4下,

不同串扰强度 p2 作用时神经网络的共存吸引子及

共存放电序列, 以更直观地观测串扰强度对共存放

电特性的影响, 如图 7所示. 具体地, 当 p2 = –1.1,

神经网络表现为混沌 (蓝色、洋红色)、周期 (红色、

绿色)放电形式, 如图 7(a)—(c); 当 p2 = –0.4, 神

经网络表现为混沌 (蓝色)、周期 (其余)放电形式,

如图 7(d)—(f); 当 p2 = 0.2, 神经网络表现为混

沌放电形式, 如图 7(g)—(i); 当 p2 = 0.8, 神经网

络表现为混沌 (红色)、周期 (其余)放电形式, 如

图 7(j)—(l). 

4.3    变量偏置控制

偏置控制是指在不改变动力系统解的情况下,

在其解空间中移动吸引子位置及吸引盆的一种方

法 [39,40]. 由 (7)式所示异质离散神经网络可知, 状

态变量 y2 仅以线性项形式出现, 因此可用于偏置

控制. 据此, 在 (7)式的状态变量 y2 中引入控制参

数 m, 得到偏置可控神经网络系统:  

x1(n+ 1) = x1(n)
2e(y1(n)−x1(n)) + I

− kW2(φ)tanh(x2(n)),

y1(n+ 1) = a1y1(n)− b1x1(n) + c1,

x2(n+ 1) =
a2

1 + x2(n)
2 + (y2(n) +m)

+ kW1(φ)tanh(x1(n)),

y2(n+1)=(y2(n)+m)−b2(x2(n)− c2)−m,

φ1(n+ 1) = cφ1 + dφ3
1 − etanh(x1(n)),

φ2(n+ 1) = cφ2 + dφ3
2 − etanh(x2(n)).

(10)
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图 6    不同初始条件时状态变量 x1(n)关于 p2 的分岔图　(a) (1, 1, 1, –5, 1, 0); (b) (1, 1, 1, 5, 1, 0); (c) (1, 1, 1, –1, 1, 0); (d) (1,

1, 1, –3, 1, 0)

Fig. 6. Bifurcation diagrams of state variable x1(n) versus p2 under different initial conditions: (a) (1, 1, 1, –5, 1, 0); (b) (1, 1, 1, 5,

1, 0); (c) (1, 1, 1, –1, 1, 0); (d) (1, 1, 1, –3, 1, 0).
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设置 k = 0.1, p1 = 0.1, p2 = 0.1, 初始值 (1, 1,

1, 5, 1, 0), 其他系统参数保持不变, 绘制状态变量

x2, y2 关于参数 m 的分岔图, 如图 8(a), (b)所示. 可

知, 随着 m 的增加, 状态变量 x2, y2 的偏置随 m 线

性变化. 图 8(c)绘制了系统前两个李雅普诺夫指

数随参数 m 的演化过程, 可知, 最大李雅普诺夫指

数随参数 m 逐渐增加, 而第二个李雅普诺夫指数

保持恒定. 根据偏置控制对多稳态性的辨识原理 [41]

可判定, 随参数 m 的增加, 系统表现为无穷稳定状

态. 图 9为 m = 0.1, 0.3, 0.5, 0.8时神经网络的 x2-

y2 平面相图及时序图, 进一步证实了参数 m 对状

态变量 x2, y2 的偏置调控特性及系统的无穷稳定

状态特性. 变量偏置控制意味着引入偏置控制参数

后, 神经放电序列的强度可得到灵活的控制 [42].
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图 7    不同 p2 值时神经网络的共存吸引子及共存放电序列　 (a)—(c) p2 = –1.1; (d)—(f) p2 = –0.4; (g)—(i) p2 = 0.2; (j)—(l) p2 = 0.8

Fig. 7. Coexisting  attractors  and  coexisting  discharge  sequences  under  different  p2  value:  (a)–(c)  p2  =  –0.7;  (d)–(f)  p2  =  –0.4;

(g)–(i) p2 = 0.2; (j)–(l) p2 = 0.8.
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5   异质离散神经网络的同步行为

同步是神经网络的基本现象, 也是大脑信息处

理的关键. 如前所述, 耦合强度、串扰强度、系统参

数及初始值对异质神经网络的放电动力学有着较

大的影响, 从而可能产生同步跃迁. 本节拟基于神

经元放电序列的相位差及同步因子, 研究异质神经

网络系统的同步放电行为 . 神经元膜电位序列

x1(t)和 x2(t)的相位差由下式求得: 

∆ϕ = ϕ1 − ϕ2 = arctan
x̂1(t)

x1(t)
− arctan

x̂2(t)

x2(t)
, (11)

x̂1(t) x̂2(t)其中  和  是采样序列 x1(t)和 x2(t)的希尔

伯特变换,  
x̂1(t) = −1

π
PV

∫ ∞

−∞

x1(τ)

t− τ
dτ ,

x̂2(t) = −1

π
PV

∫ ∞

−∞

x2(τ)

t− τ
dτ .

(12)

ϕ

式中, PV 是柯西意义上的积分. 当神经元膜电位

序列 x1(t)和 x2(t)的相位差∆  的绝对值小于 2π
时, 可以检测到相位同步行为.

基于平均场理论, 同步因子 R 定义如下: 

R(x) = (⟨x̄2⟩ − ⟨x̄⟩2)/(⟨x2⟩ − ⟨x⟩2), (13)

x̄ ⟨x⟩= 1

∆t

tf∑
t=ti

x其中  为神经元序列 x 的平均值;   为

序列 x 在时间上的平均值, ∆t = tf – ti, ti 和 tf 分别

为计算开始和结束时间 . 因此 , R(x)∈[0, 1],  且

R(x)→1表示时间序列 x1(t)和 x2(t)达到完全同步

状态. 

5.1    串扰强度 p1 影响下的同步行为

ϕ

固定串扰强度 p2 = 0.1及初始值 (1, 1, 1, 1,

1, 0), 考虑不同耦合强度、系统初始值和系统参数

下, 串扰强度 p1 对网络同步行为的影响. 如图 10(a)

所示, 当 p1∈[–1, 1], 神经网络具有较大的同步因

子; 以 p1 = 0为分界点, 同步因子 R 先减小后增

大; 且耦合强度 k 越低, 同步因子 R 越大, 同步性

能越好. 同时, 从图 10(b)可以观察到, 神经元膜电

位序列的相位差满足 |∆  | < 2π, 说明 Chialvo神

经元和 Rulkov神经元处于相位同步状态.

根据前文的探讨, 发现初始值 y2(0)对神经网

络放电行为有一定影响. 因此, 进一步研究不同初

始值 y2(0)下, 串扰强度 p1 对神经网络同步行为的

影响. 如图 11(a)所示, 在不同初值下, 串扰强度

p1 对神经网络的同步行为影响较小; 但 y2(0)的取

值过小时 (如 y2(0) = –5), 同步因子 R 的值较小.
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图 8    (a), (b) 状态变量 x2, y2 关于参数 m 的分岔图; (c)关于参数 m 的李雅普诺夫指数图

Fig. 8. (a), (b) Bifurcation diagram and (c) Lyapunov exponent versus m.
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Fig. 9. For different values of m: (a) x2-y2 phase diagrams; (b), (c) discharge sequences for state variables x2, y2.
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ϕ

而当 y2(0) = 1时, 从 p1 = 0开始同步因子 R 的值

随着串扰强度 p1 增加而不断增大; 此时, 相位差

随着 p1 增加逐渐减小, 且始终满足 |∆  | < 2π, 如
图 11(b)所示.

ϕ

ϕ

图 12描述了取不同系统参数 a2 时, 串扰强

度 p1 对神经网络同步行为的影响. 可知, 当 p1∈

[–1, 0]时, 相位差∆  和同步因子 R 受参数 a2 的影

响较小, 即神经网络同步行为对 a2 的依赖性较低;

而当 p1∈(0, 1]时, R 的值逐渐增大, 而相位差∆ 

逐渐减小, 并且参数 a2 的值越大, 神经网络的同步

性越高.

为更直观地观察神经网络的同步放电行为, 固

定参数 a1 = 0.89, b1 = 0.005, c1 = 0.28, I = 0.03,

a2 = 2.8, b2 = 0.001, c2 = 0.1, c = 1.0, d = –0.5,

e = 0.2, k = 0.1, p2 = 0.1,  考虑不同串扰强度

p1 下膜电位和相位差随时间的演化, 如图 13. 可

知, 串扰强度 p1 取不同值时, 两个异质神经元一直

处于相位同步状态. 
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图 10    不同耦合强度 k　(a) p1 对同步因子的影响; (b) p1 对相位差的影响

Fig. 10. For different k: (a) Dependence of synchronization factor on p1; (b) dependence of phase difference on p1.
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Fig. 11. For different y2(0): (a) Dependence of synchronization factor on p1; (b) dependence of phase difference on p1.
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图 12    不同系统参数 a2　(a) p1 对同步因子的影响; (b) p1 对相位差的影响

Fig. 12. For different a2: (a) Dependence of synchronization factor on p1; (b) dependence of phase difference on p1.
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5.2    串扰强度 p2 影响下的同步行为

ϕ

固定串扰强度 p1 = 0.1及初始值 (1, 1, 1, 1,

1, 0), 考虑不同耦合强度、初始值及系统参数下,

串扰强度 p2 对神经网络同步行为的影响. 从图 14(a)

中可以看出, 耦合强度 k 较大或者较小时 (如 k =

0.01, 1), 神经网络同步因子 R 的值基本保持不变;

而当 k = 0.1时, 同步因子 R 值在 p2 = –0.8处有

一个大幅度的提升, 继而在 p2 > –0.6时基本保持

不变 . 与之对应 ,  k  =  0.1时 , 相位差在 p2  =

–0.8处减小并在 p2 > –0.6时基本保持不变, 且满

足 |∆  | < 2π, 如图 14(b)所示.

ϕ

从图 15中可以看出, 初始值 y2(0)过小时 (如

y2(0) = –5), 随着 p2 的变化, 神经网络的同步因子

及相位差基本不变, 但同步因子的值较小. 初始值

y2(0)较大时 (如 y2(0) = 1, 5), 串扰强度 p2 对神

经网络同步行为的影响较大 . 具体地 , p2∈[–1,

–0.62]时, 同步因子先变小后增大, 相位差先增加

后减小; p2 > –0.62时, 同步因子和相位差变化较

为平缓. 但当 p2∈[–1, 1], 始终满足 |∆  | < 2π, 表
明神经网络处于相位同步状态.

取不同的神经网络参数 a2 时, 串扰强度 p2 对

神经网络同步行为的影响如图 16所示. 可知, 串

扰强度 p2 对神经网络同步行为的影响较大. 随着

 

(b)

1600 1650 1700 1750 1800



-0.1

-0.5

0

0.5

0.1

D


(d)

1600 1650 1700 1750 1800



-0.1

-0.5

0

0.5

0.1

D


1600 1610 1620 1630 1640 1650
-1

0

1

2

3

4

5

6 (a) Neuron 1 Neuron 2




1
(

),
 

2
(

)

1600 1610 1620 1630 1640 1650
-1

0

1

2

3

4

5

6 (c) Neuron 1 Neuron 2




1
(

),
 

2
(

)

图 13    (a) p1 = –5时的时间序列; (b) p1 = –5时的相位差; (c) p1 = 5时的时间序列; (d) p1 = 5时的相位差

Fig. 13. (a) Time series when p1 = –5; (b) phase difference when p1 = –5; (d) time series when p1 = 5; (d) phase difference when

p1 = 5.
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Fig. 14. For different k: (a) Dependence of synchronization factor on p2; (b) dependence of phase difference on p2.
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图 15    不同初始值 y2(0)　(a) p2 对同步因子的影响; (b) p2 对相位差的影响

Fig. 15. For different y2(0): (a) Dependence of synchronization factor on p2; (b) dependence of phase difference on p2.
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图 16    不同参数 a2　(a) p2 对同步因子的影响; (b) p2 对相位差的影响

Fig. 16. For different a2: (a) Dependence of synchronization factor on p2; (b) dependence of phase difference on p2.
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图 17    (a) p2 = –5时的时间序列; (b) p2 = –5时的相位差; (c) p2 = 5时的时间序列; (d) p2 = 5时的相位差.

Fig. 17. (a) Time series when p2 = –5; (b) phase difference when p2 = –5; (d) time series when p2 = 5; (d) phase difference when

p2 = 5.
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a2 的增加, 同步因子先减小后增加, 随后基本稳定,

如图 16(a)所示. 而随着 a2 的增加, 相位差基本呈

减小趋势, 如图 16(b)所示.

ϕ

同样, 为了更直观地观察神经网络系统的同

步放电行为, 选取参数 a1 = 0.89, b1 = 0.005, c1 =

0.28, I = 0.03, a2 = 2.8, b2 = 0.001, c2 = 0.1, c =

1.0, d = –0.5, e = 0.2, k = 0.1, p1 = 0.1, 考虑串

扰强度 p2 = –5和 p2 = 5时膜电位序列及其相位

差随时间的演化, 如图 17. 可知, 随着时间的演化,

膜电位序列相位差满足 |∆  | < 2π, 从而 Chialvo

和 Rulkov两个异质神经元处于相位同步状态.

对比发现, 串扰强度 p1 对耦合强度 k 的依赖

性更强, 而串扰强度 p2 则对系统参数 a2 的依赖性

更强. 但它们都对初始值 y2(0)的依赖性不高, 且

都在初始值 y2(0)的取值过小时 (如 y2(0) = –5),

该系统的同步因子 R 的值会较小. 不过, 不管两个

串扰强度取何值, 该系统都处于相位同步状态. 

6   总　结

异质神经元的共存放电行为反映了神经系统

的不同等待状态, 对临床上病理的诊断具有重要理

论意义. 本文设计一类具有正弦记忆状态的局部有

源离散忆阻器, 并用于耦合 Chialvo离散神经元

和 Rulkov离散神经元, 从而建立一类突触串扰型

忆阻异质离散神经网络. 采用相图、分岔图、时序

图等数值模拟方法, 研究了突触串扰对神经网络共

存放电行为的影响. 同时, 还研究了神经网络的偏

移增强特性. 此外, 基于神经元放电序列的相位差

及同步因子, 研究了不同耦合强度、系统初始值和

系统参数情形下, 串扰强度对神经网络同步行为的

影响. 本研究将有助于揭示生物神经信息处理和传

递的电生理学机制, 也可为临床上同病异症的诊断

及治疗提供电生理学理论支持. 同时, 还可以用于

神经系统疾病的预后评估, 即医生可以根据患者的

放电模式和特征, 预测疾病的发展趋势和预后结

果, 从而采取相应的干预措施和监测方案.
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Abstract

Synaptic  crosstalk,  which occurs  due  to  the  overflow of  neurotransmitters  between neighboring  synapses,
holds a crucial position in shaping the discharge characteristics and signal transmission within nervous systems.
In this  work,  two memristors  are employed to simulate biological  neural  synapses and bidirectionally coupled
Chialvo  discrete  neuron  and  Rulkov  discrete  neuron.  Thus,  a  heterogeneous  discrete  neural  network  with
memristor-synapse  coupling  is  constructed,  with  the  crosstalk  behavior  between  memristor  synapses  in  the
coupled  state  taken  into  account.  The  analysis  demonstrates  that  the  quantity  and  stability  of  fixed  points
within  this  neural  network  greatly  depend  on  the  strength  of  synaptic  crosstalk.  Additionally,  through  a
thorough investigation of  bifurcation diagrams, phase diagrams, Lyapunov exponents,  and time sequences,  we
uncover  the  multi-stable  state  property  exhibited by the  neural  network.  This  characteristic  manifests  as  the
coexistence of  diverse discharge behaviors,  which significantly change with the intensity of  synaptic crosstalk.
Interestingly, the introduction of control parameter into state variables can lead the bias to increase, and also
the infinite stable states to occur in the neural network. Furthermore, we comprehensively study the influence
of  synaptic  crosstalk  strength  on  the  synchronization  behavior  of  the  neural  network,  with  consideration  of
various  coupling  strengths,  initial  conditions,  and  parameters.  Our  analysis,  which  is  based  on  the  phase
difference  and  synchronization  factor  of  neuronal  discharge  sequences,  reveales  that  the  neural  network
maintains phase synchronization despite the variations of the two crosstalk strengths. The insights gained from
this work provide important support for elucidating the electrophysiological mechanisms behind the processing
and transmission of biological neural information. Especially, the coexisting discharge phenomenon in the neural
network provides an electrophysiological theoretical foundation for the clinical symptoms and diagnosis of the
same  neurological  disease  among  different  individuals  or  at  different  stages.  And  the  doctors  can  predict  the
progression  and  prognosis  of  neurological  disease  based  on  the  patterns  and  characteristics  of  coexisting
discharge  in  patients,  enabling  them  to  adopt  appropriate  intervention  measures  and  monitoring  plans.
Therefore, the research on coexisting discharge in the neural system contributes to the comprehensive treatment
of nervous system disease.

Keywords: memristor, heterogeneous discrete neural network, synaptic crosstalk, coexisting discharge, phase
synchronization
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