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自然界存在一类特定湍动激励类型二次非线性系统, 属于一种特殊的非高斯信号系统, 其特征是输入信

号谱由湍流波动产生, 而且这种湍流波动信号功率谱分布接近高斯分布. 本文从拓展 Choi等 (1985 J. Sound

Vib. 99 309]和 Kim等 (1987 IEEE J. Ocean. Eng. OE-12 568)的工作入手, 对以海浪激励-系泊船舶响应和充

分发展湍流为代表的特定湍动激励-响应类二次非线性系统, 基于双谱分析技术进行系统仿真, 并对仿真系统

进行了扩展的、系统的建模分析, 并首次应用完备迭代法 (2020 Phys. Scr. 95 055202)进行模型求解, 计算了

线性传递函数与二次非线性传递函数. 所得结果均符合预期. 相干分析表明, 随机海浪-船舶摇动系统二次相

干性远大于线性相干性, 但近高斯输入型充分发展湍流的线性相干性更大. 反算验证或与真实系统的对比表

明, 本文的湍流仿真手段与系统建模方法准确性好, 求解算法效率高, 可以有效应用于与湍动激励相关的二

次非线性系统的模型描述与系统分析.
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1   引　言

自然界的许多现象, 包括海水表面波 [1–6]、一

般流体湍流 [7–12] 或气体湍流 [13,14], 以及等离子体边

缘湍流 [15–20] 等, 都可以用一个非线性系统来模拟.

在这种结构系统中, 对给定输入的响应由线性和非

线性机制决定. 这种非线性系统包含线性和二次非

线性输入-输出关系 .  即此系统由一组源 (“输

入”)信号和响应 (“输出”)信号来进行描述. 于是

其可被看作一个“黑盒”. 用一个包含线性元素、二

次非线性元素和更高阶的非线性元素的网络来近

似此“黑盒”, 就可能通过测试来了解这个系统的动

力学. 最简化的这种网络包含一个信号输入和信号

输出系统, 且是纯线性的, 因为可以假定忽略系统

的非线性贡献. 但是在许多结构系统中非线性却是

不可忽略的 [1]. 针对模型系统的输入与输出信号谱,

可将模型系统分为两类: 一是高斯型模型, 输入信

号谱是高斯信号; 二是非高斯型模型, 输入信号谱

是非高斯的. 对高斯型和非高斯型非线性系统的讨
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论很多, 已有一些系统性的研究 [3,21–28]. 湍动激励-

响应型系统是一类特殊的非高斯型非线性系统. 系

统的输入是湍流波动谱信号. 湍流波动信号泛指一

般湍流和向湍流过渡 (transit to turbulence)的流

体的状态信号, 可以是扰动位移信号  、扰动电

势信号  或者扰动电场信号  等. 这些信号

的测量值构成湍流数据. 一般在一个系统中可以得

到具有随机信号特征的大量湍流数据, 基于谱估计

方法来进行处理. 谱估计分析是利用大量特征数据

来估计随机变量的参数, 包括随机变量的数学期

望 (系综平均)、矩、方差和相关系数等. 根据不同

的湍流类型, 湍动激励-响应型系统又可分为输

入信号为近高斯信号谱的二次系统和输入是完全

非高斯型信号谱的系统. 后者的代表是边缘等离子

体湍流. 前者是常见湍动激励型系统, 其特征是作

为输入的湍流波动信号功率谱分布接近于高斯分

布. 对于这种湍流, 已有成熟的模拟手段, 易于进

行仿真研究. 例如, 根据湍流的特点, Hasegawa和

Mimma[29] 给出了一组关系来模拟充分发展湍流. 充

分发展湍流是指已经发展成为稳态 (stationary)的

湍流. 这种湍流的特征是湍流能量在湍流内部传

递、流动, 与外界基本上没有能量交换. 利用高斯

色噪声作初始信号, 可以仿真近高斯输入型充分发

展湍流.

出于计算效率和结果有效性的考虑, 不同种类

模型适宜应用不同的算法求解. 本文将专门研究输

入信号功率谱为近高斯分布型的特定湍动激励型

系统, 给出一个建模方案, 并基于互相关技术, 根

据所测量的输入信号和输出信号来确定这个线性

系统模型. 然后设计合适的算法求解系统参数, 求

解线性传递函数和二次非线性传递函数. 应用此非

线性网络, 可以估计随机激励的非线性响应. 针对

基于双谱分析技术的三波耦合系统建模, 人们已经

提出了 3种求解算法, 分别是 Ritz法 [23–25]、Kim

方法 [26] 和完备迭代法 [27]. 其中, Shen等 [27] 首先引

入的完备迭代法是 Ritz法的改进版, 主要特点是

保留了四阶矩, 保留了所有有用的谱信息, 从而计

算精度更高. 本文将考虑应用完备迭代法作为湍动

激励型模型的求解算法, 并在仿真和应用分析中验

证其有效性.

船只通常在与入射波谱相关的频率下发生相

当轻微的振荡, 但当停泊在随机海洋中时, 可以发

生非常大幅度的低频振荡. 这种现象通常被称为低

频“漂移振荡”. 这些漂移振荡支配着系泊船舶的运

动. 文献 [1, 2]研究了系泊船舶对入射海浪场的漂

移响应, 并分别基于互谱分析技术进行建模, 然后

分别采用回归分析法进行求解. 这类现象的特点就

是作为输入的湍流波动信号功率谱接近高斯分布.

上述工作的不足之处在于他们对所建模型缺乏系

统性的描述, 而且求解算法效率不高. 本文将从模

拟分析这一问题入手, 通过完善海波激励-系泊船

舶漂移响应现象的建模分析, 给出了一种通用的基

于双谱分析技术建模的系统方法, 提出并应用完备

迭代法 [27] 进行模型求解. 谱分析技术普遍适用于

大数据量随机过程的数值分析, 是与湍流数据分析

相关研究的主要手段. 在案例计算分析中, 仿真了

海波激励-系泊船舶响应现象和一种充分发展湍

流问题, 并进行了模型验算. 本文研究可以重现文

献 [1, 2]的结果, 但模型更系统、简明, 求解算法效

率更高. 明确了基于完全迭代算法的程序应用到包

括特定湍动激励-响应型二次非线性系统时特别

准确. 另外, 在模拟海波-船舶系统和其他两个系

统时, 本文在输入与输出信号谱计算中都加了汉宁

(Hanning)窗 [30], 提高了计算精度和置信度. 最后,

讨论了模型和算法的误差来源及相应改进计算精

度的措施. 

2   近高斯分布型湍动激励-响应非线性
系统

如前所述, 近高斯分布型湍动激励系统的典型

示例之一, 是系泊船舶随随机海浪漂移运动模型.

当驳舶系泊在随机海洋中时, 船舶在系泊系统的无

阻尼固有频率处或其附近发生大幅度振荡. 这种现

象被称为低频漂移振荡, 因为这种运动的频率远低

于入射海浪的频率. 图 1 [1] 给出了表征这一现象的

数据示例, 其中显示了随机海浪高度和系泊驳船摇

摆响应的时间轨迹和功率谱. 图 1清楚地表明, 系

泊驳船的振荡频率 (可以建模为具有大质量和小恢

复刚度的动态系统)明显低于作为入射海浪的振荡

频率. 海浪高度和驳船摇摆响应之间的互双谱在与

低频驳船摇摆响应相同的不同频率组合处具有振

幅峰值. 这意味着入射海浪的各种频谱分量通过二

次非线性相互作用促使驳船作出低频摇摆响应. 因

此, 在对随机海浪激励与系泊船舶相应低频漂移振

荡之间的关系进行建模时, 必须考虑二次非线性.
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考虑将互双谱分析应用于系泊船舶系统的漂移振

荡数据分析, 以模拟从高频海浪输入到低频摇摆响

应的非线性 (二次)能量传递机制. 实验数据 [1] 可

以从系泊船舶在不规则波条件下的按比例 (1∶48)

定制模型的波盆 (wave basin)试验中获得. 变化的

参数包括波高、频率、系泊船舶航向和系泊刚度

(mooring stiffness). 观察系泊船舶运动情况, 其结

果应是控制参数的函数. 此处分析的数据适用于横

浪中的系泊船舶. 图 1给出了不规则海浪高度和系

泊船舶摇摆响应的典型时间轨迹及其各自的自功

率谱. 在此系统中, 首先, 需要进行线性谱分析, 以确

定波高输入和系泊船舶摇摆响应之间的线性关系.

因为部分输出功率可能归因于波高输入和系泊船舶

摇摆响应之间的线性关系. 还需要进行互谱分析,

因为部分输出功率可能来自二次关系作用的结果.

此外, 一类充分发展湍流的自功率谱具有近似

高斯分布特征, 也可以视为近高斯输入型系统. 这

种湍流的不同波数或频率处的波可以有自己的增

长率, 能量在湍流系统内不同波数或频率之间传

递. 此种充分发展湍流在波数空间里的典型的自功

率谱和湍流信号如图 2所示. 其中, 湍流输入信号

谱与输出信号谱只有很小的变化. 模拟充分发展湍
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图 1    系泊船舶在单向不规则随机海洋中的摇摆运动　(a) 随机海浪波高记录; (b) 入射海浪的自功率谱; (c) 系泊配置; (d) 系泊

船舶摇摆响应的时间记录; (e) 系泊船舶摇摆响应的自功率谱 (参考自文献 [1], 类似的图也可见于文献 [2])

Fig. 1. Sway  motion  of  a  moored  vessel  in  response  to  a  unidirectional  irregular  beam  sea:  (a)  Incident  irregular  sea  record;

(b) auto-power spectrum of incident sea-wave; (c) mooring configuration; (d) time record of moored barge sway response; (e) auto-

power spectrum of barge sway response (Referenced by Ref. [1], as well as Ref. [2]).
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t = 16∆t, 32∆t, 64∆t ∆t图 2    充分发展湍流结构图　(a) 湍流信号自功率谱; (b)   三个时刻测量的湍流信号, 其中   表示测试两

个相邻信号的时间间隔
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Fig. 2. Fully  developed  turbulence:  (a)  Turbulence  signal  auto-power  spectrum;  (b)  simulated  turbulence  signals  measured  at
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流系统的构建过程是: 以一个高斯色噪声作为初始

输入, 连续 5次通过满足湍流发展特征 [24] 的封闭非

线性系统, 最后得到全发展湍流的信号谱, 如图 2(a)

所示. 相应湍流模拟信号 (部分)如图 2(b)所示.

一般地, 分析充分发展湍流, 涉及分析湍流波增长

率及系统内能量传递函数的大小. 对上述两类代表

性的近高斯输入激励型非线性系统, 可以用双谱分

析技术进行建模分析, 完成各自所需的模型描述

(求模型参数)与系统分析工作. 

3   模型分析

在海波和充分发展湍流系统中, 已知输入与输

出信号, 可以考虑输入信号经过线性和非线性变换

过程, 生成输出信号. 这个系统可以看作一个“黑

盒子”. 当系统由二次非线性作用主导, 高于二阶

的非线性项如三阶、四阶、五阶等高阶非线性项可

以忽略时, 可以用二次非线性系统来进行建模分

析. 例如本文所用事例, 高于二阶的非线性可以忽

略不计, 并且输入-输出关系可以通过高达二阶的

Volterra级数来合理描述. 由于波或模式相互作用

等现象在频域中最容易理解, 本工作的重点是在频

域, 因此, 建模将根据传递函数而不是内核本身进

行, 其中传递函数被定义为内核的傅里叶变换. 内

核对应于系统的线性和二次脉冲响应. 关键思想是

用线性和二阶传递函数的并行组合来建模未知的

非线性系统. 因此, 我们的模型可以表示为 

Y (fm) = H1 (fm)X (fm)

+
1

2

∑
i,j; m=i+j

H2 (fi, fj)X (fi)X (fj) + εm

= H1 (fm)X (fm)

+
∑

i⩾j; m=i+j

H2 (fi, fj)X (fi)X (fj) + εm. (1)

X (fm) Y (fm)

H1 (fm) H2 (fi, fj)

H2 (fj , fi) = H2 (fi, fj) εm

其中  和   分别是输入 (海浪)和输出

(驳船摇摆响应)的 N 点离散傅里叶变换. 在 (1)式

中的  称为线性传递函数,    称为

二次传递函数, 且  ;   代表

系统误差.

fm fi fj

k, k1 k2 Lk Qk1,k2

k H1 (fm)

H2 (fi, fj)

一般地, 当将频域空间换为波数空间来描述此

系统会更加方便. 即简单地将频率   ,    和   用

波数  和  代替, 而用  和  取代 

和  , 我们的模型可扩展为 

Yk = LkXk +
1

2

∑
k1,k2; k=k1+k2

Qk1,k2

k Xk1
Xk2

+ εk

= LkXk +
∑

k1⩾k2; k=k1+k2

Qk1,k2

k Xk1
Xk2

+ εk.

(2)

Xk Yk即将整个系统可用输入信号  与输出信号   来

描述.

Lk Qk1,k2

k

x (s) y (s)

Xk Yk εk

方程 (2)分为线性元项、二次元项与误差项三

部分,    为线性传递函数,    为二次传递函

数, 一般都是复杂的量. 通过实验测量可得的量是

输入信号  与输出信号   , 其傅里叶变换分

别为 (2)式中的  和  . 误差项  是与 (2)式中

前两项在统计上独立的一个过程的傅里叶变换, 它

是测量中的固有噪声和不能用线性项与二次项描

述的系统误差. 图 3给出了方程 (2)所描述的黑盒

子 (非线性系统)的示意模型.
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图 3　方程 (2)中给出的非线性系统的示意模型

Fig. 3. Schematic  model  of  the  nonlinear  system  given  in

Eq. (2).
 

x (s)

y (s)

Lk Qk1,k2

k

x′(s)

y′(s)

在湍流内部能量传递的估测算法中, 最终的目

标就是利用实验中所测得的输入信号  与输出

信号  , 基于 (4)式给出的二次非线性方程, 估计

出线性传递函数  与二次传递函数  , 从而准

确描述该黑盒子系统, 并可根据新的输入信号 

计算出其对应的输出信号  . 对于充分发展湍

流系统, 考虑如下形式的三波耦合非线性方程 [25]: 

∂ϕ(k, t)

∂t
= ΛL

kϕ (k, t) +
1

2

∑
k1,k2; k=k1+k2

ΛQ
k (k1, k2)

× ϕ (k1, t)ϕ (k2, t) ,
(3)

ϕ (k, t) k φ (x, t)

φ (x, t) =
∑

k
ϕ (k, t) eikx ΛL

k

ΛL
k

ΛL
k ΛQ

k

其中,   是在波数  处的密度波动  的傅

里叶分量, 定义为  ;   是

线性耦合系数, 其中包含了增长率 (  的实部)和

平均色散 (  的虚部);    是二次非线性耦合系

数. (3)式描述对象是自然界的很多波动系统, 包

括海洋浅水波及边缘等离子体全发展湍流系统. 其

中, 四波耦合及五波、六波······耦合相对三波耦合

可以忽略. 对于四波耦合不可忽略的非线性系统如
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海洋深水波 [31], 则必须考虑此项.

Xk=ϕ(k, t)

Yk = ϕ (k, t+ τ)

当使用有限差分方法处理 [19] 后, (3)式可以转

换为 (2)式. 其中, 主要的变量替换为:   ,

 , 以及 

Lk =
ΛL
k τ + 1− i [Θ (k, t+ τ)−Θ (k, t)]

e−i[Θ(k,t+τ)−Θ(k,t)]
,

Qk1,k2

k =
ΛQ
k (k1, k2) τ

e−i[Θ(k,t+τ)−Θ(k,t)]
.

Θ (k, t) t

Lk Qk1,k2

k

x (s) y (s)

其中,   代表时刻  处的相位. 确定传递函数

 与  后, 可以间接确定耦合系数, 进而确定

湍流波增长率与非线性能量传递函数. 本文研究目

标是提供一种算法技术, 以便能通过实验测量所得

的波动信号  和   , 高效地估计线性传递函

数与二次传递函数.

Xk X∗
k首先用  的复共轭  乘以 (1)式, 并针对许

多组统计上类似的实现 (realization)作系综平均,

得到二阶矩方程: 

⟨YkX
∗
k⟩ = Lk⟨XkX

∗
k⟩

+
∑

k1⩾k2; k=k1+k2

Qk1,k2

k ⟨Xk1
Xk2

X∗
k⟩. (4)

X∗
k′
1
X∗

k′
2

⟨Xk1
Xk2

X∗
k′
1
X∗

k′
2
⟩

k′1 + k′2 = k,且 (k′1, k
′
2) ̸= (k1, k2)

接着使用  乘以 (1)式并作系综平均 ,

得到包含四阶矩  的方程 ,  其中

 . 具体方程如下:
 

⟨YkX
∗
k′
1
X∗

k′
2
⟩ = Lk⟨XkX

∗
k′
1
X∗

k′
2
⟩

+
∑

k1⩾k2; k=k1+k2

Qk1,k2

k ⟨Xk1
Xk2

X∗
k′
1
X∗

k′
2
⟩. (5)

PX
k =

⟨XkX
∗
k⟩ CY X

k =⟨YkX
∗
k⟩ BXXX

k1,k2
=

⟨XkX
∗
k1
X∗

k2
⟩ BY XX

k1,k2
=
⟨
YkX

∗
k1
X∗

k2

⟩
⟨Xk1

Xk2
X∗

k′
1
X∗

k′
2
⟩

在尖括号里的统计量是自功率谱 

 、互功率谱  、自双谱 

 、互双谱   , 以及

四阶矩  .

Lk为得到  的计算式, 直接对 (4)式进行移项: 

Lk =

⟨YkX
∗
k⟩ −

∑
k1⩾k2; k=k1+k2

Qk1,k2

k ⟨Xk1
Xk2

X∗
k⟩

⟨XkX∗
k⟩

.

(6)

Qk

i = 1, 2, · · · , knum knum k =

k1 + k2 k1 ⩾ k2 k1, k2

类似地, 对 (5)式进行移项, 可得   的计算

式: 对    (  代表在表达式  

 , 且  中, k 所对应的成对出现的 

的组数), 

 

⟨YkX
∗
k′
1(i)

X∗
k′
2(i)

⟩ = Lk⟨XkX
∗
k′
1(i)

X∗
k′
2(i)

⟩+Q
k1(1),k2(1)
k ⟨Xk1(1)Xk2(1)X

∗
k′
1(i)

X∗
k′
2(i)

⟩

+Q
k1(2),k2(2)
k ⟨Xk1(2)Xk2(2)X

∗
k′
1(i)

X∗
k′
2(i)

⟩+ · · ·+Q
k1(i),k2(i)
k ⟨Xk1(i)Xk2(i)X

∗
k′
1(i)

X∗
k′
2(i)

⟩+ · · ·

+Q
k1(knum),k2(knum)
k ⟨Xk1(knum)Xk2(knum)X

∗
k′
1(i)

X∗
k′
2(i)

⟩, (7)

即: 

Q
k1(i),k2(i)
k =

(
⟨YkX

∗
k1(i)

X∗
k2(i)

⟩ − Lk⟨XkX
∗
k1(i)

X∗
k2(i)

⟩ −
i−1∑
j=1

Q̄
k1(j),k2(j)
k ⟨Xk1(j)Xk2(j)X

∗
k1(i)

X∗
k2(i)

⟩

−
knum∑
j=i+1

Q
k1(j),k2(j)
k ⟨Xk1(j)Xk2(j)X

∗
k1(i)

X∗
k2(i)

⟩

)/
⟨Xk1(i)Xk2(i)X

∗
k1(i)

X∗
k2(i)

⟩. (8)

Lk

Qk1,k2

k

Lk

Q
k1(i),k2(i)
k = 0, i = 1, 2, · · · , knum

Qk1,k2

k

Lk

有了 (6)式和 (8)式, 就可以通过迭代法求解 

与  的值. 这种方法可称为“完备迭代法”[27],

因为迭代过程中保留了四阶矩, 从而保留了谱的全

部信息. 基于 (6)式和 (8)式的求解算法如下. 一

般地, 迭代法会从  开始进行. 迭代开始时, 取初

始值  .  作为初始

的猜测, 直接忽略  项后, 得到线性传递函数

以计算  的初始值:
 

Lk =
⟨YkX

∗
k⟩

⟨XkX∗
k⟩

. (9)

Lk

Qk1,k2

k Qk1,k2

k Lk

Q
k1(i),k2(i)
k

然后在迭代中, 只需要不断重复将   代入求解

  ((8)式)、将  代入求解   ((6)式)的过

程. 其中, (8)式或右边所使用的所有  均

为最近一次更新的结果. 另外, 对于一个给定的波

数 k, 所需的迭代次数是 10次方量级, 最终要求前

后两次迭代的结果差异小于千分之一. 由这种完备

迭代法构建的程序, 在本文后面称之为“完备程序”.

(
⟨x3(s)⟩/⟨x2(s)⟩

)3/2 ⟨XkX
∗
k1
X∗

k2
⟩=0

对于高斯型, 方程 (6)分子的第 2项为 0, (8)式

等号右边第 2项也为 0. 这是因为 [23] 斜度 (skew-

ness)  为0, 所以   .
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Lk这样, 可以直接解出  . 高斯型系统可专门构建相

对简单的计算传递函数的程序, 本文后面称之为

“高斯输入型程序”.

在计算传递函数时, 可以通过计算相干系数来

测试模型拟合的性能好坏. 相干系数定义如下:
 

γ2
L (k) = |Lk|2

⟨XkX
∗
k⟩

⟨YkY ∗
k ⟩

, (10)
 

 

γ2
Q (k) = Re

 ∑
k1⩾k2

∑
k′
1⩾k′

2

Qk1,k2

k

[
Q

k′
1,k

′
2

k

]∗ ⟨Xk1Xk2X
∗
k′
1
X∗

k′
2
⟩

⟨YkY ∗
k ⟩

 , (11)

 

γ2
LQ(k) =

2Re
(
Lk

∑
k1⩾k2

[
Qk1,k2

k

]∗
⟨XkX

∗
k1
X∗

k2
⟩
)

⟨YkY ∗
k ⟩

,

(12)
 

γ2 (k) = γ2
L (k) + γ2

Q (k) + γ2
LQ (k) , (13)

 

γ2
E (k) = 1− γ2 (k) . (14)

γ2
L (k)

γ2
Q (k)

γ2
LQ (k)

γ2
LQ (k) γ2

LQ (k) ≡ 0 γ2 (k)

γ2
E (k)

线性相干性 (linear coherency)    和二次

相干性  分别代表着线性传递函数与二次传

递函数带来的输出功率份额. 线性传递和二次传递

的关联所带来的输出功率成份由混合相干性 

表示. 注意, 仅当输入是非高斯型时, 才会出现项

 . 当输入为高斯型时,   .   表

示总相干性. 而  表示由于噪声等其他所有误

差因素所造成的输出功率份额. 

4   结　果

对两类近高斯激励系统进行仿真, 应用程序对

模拟的非线性系统进行模拟计算, 检验模型和算法

的有效性. 最后对模型算法应用于边缘等离子体湍

流情况进行对比分析. 

4.1    随机海波激励系泊船舶摇摆响应非线性
系统仿真

将基于波数空间的模型转换到频率空间, 回到

用 (1)式表述系统, 即可用本模型来模拟海波激

励-船舶摇摆响应现象. 这里需要得到与图 1输入-

输出信号谱类似的、接近相同的仿真信号, 只需保

证仿真系统与原系统属于同一类 (近高斯输入

型)非线性系统.

12

128

根据图 1, 随机海波浪高测量数据的功率谱类

(近)高斯分布. 海波与船泊摇动的采样频率统一取

为 1 Hz, 采样的数据一般可以分为   个段, 每个

段包含  个样本 .  据此利用向湍流过渡 (tran-

sition to turbulence)数据的生成方法, 即“仿真数

据生成子系统”采用向湍流过渡阶段的特征参数 [29]

来构建, 以高斯色噪声为初始输入, 通过 3次黑盒

子 [23](仿真数据生成子系统), 来生成仿真输入信号

谱. 通过 3次黑盒子的目的是为高斯色噪声信号加

入一些非线性因素. 然后, 对谱作傅里叶逆变换,

可得近似的输入 (仿随机海波波高)信号. 取得实

际摇摆位形信号的近似值, 作为输出 (仿摇摆位

移)信号, 并作快速傅里叶变换得输出信号谱, 结

果如图 4所示.

f = 0.18

∼ O
(
10−2

)
∼ O

(
102
)

图 4(a)—(d)分别表示输入信号谱密度、近似

输入 (随机海波波高仿真)信号、输出信号谱密度

和近似输出 (摇摆位形仿真)信号. 需要注意的是,

图 4是通过模拟手段最容易获得的、与海浪激励船

舶摇摆系统最接近的一个近高斯输入-响应非线性

系统. 显然, 图 4(d)所示船舶摇摆信号与图 1(c)

所示的测量信号基本一致, 但有稍许误差, 这就造

成图 4(c)所示船舶摇摆响应信号自功率谱与图 1(d)

稍有差别, 即在   Hz附近没有相干峰. 不

过该相干峰幅度  , 相对于最大谱功率

(  )来说非常小. 因此该仿真系统与真实

系统在建模分析中定性上是一致的, 基于仿真系统

的分析结果可以定性模拟真实系统的建模情况.

∣∣⟨Yi+jX
∗
i X

∗
j

⟩∣∣
Xi = Xf1 f1

Xj = Xf2 f2

Yi+j f = f1 + f2 f1 = f2 =

0.17

图 4(a)所示海浪输入自功率谱图表明大多数

入射海浪功率包含在 0.13—0.21 Hz的频带内, 而

图 4(c)所示摇摆响应发生在约小于 0.01 Hz的低

频率. 为了测试信号的高斯性质, 计算入射海浪输

入的互双谱. 高斯信号的互双谱应都为 0[2]. 图 5(a),

(b)显示了互双谱   幅度的三维图和

等高线图. 其中,    表示在频率   处的输

入谱. 同理,    表示在频率   处的输入谱,

 表示  处的输出谱. 在大约 

  Hz处出现的大峰值表明入射海浪中存在二次

谐波分量, 这反过来导致非高斯统计.
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Lf

|Lf | |Qf1,f2
f |

图 6所示为“完备”程序 (即输入信号可以是

高斯、近高斯或非高斯信号)和高斯输入型程序

(即输入信号只能为高斯信号)的计算结果. 其中

包含了线性传递函数  的实部和虚部、线性传递

函数的模  、二次非线性传递函数模  

的等高线图和三维结构图. 计算中的线性传递函

数和二次传递函数收敛性如图 7所示. 图示在迭代

进行到大约第 10步时 , 计算结果已经达到收敛

状态.

比较图 6的绿线 (对应非高斯型结果)及黑色

点线 (对应高斯型结果)可见, 采用高斯输入型程

序计算的线性和非线性传递函数的结构和大小高

度类似. 这是由于所使用的输入信号谱是近高斯型

的. 注意到图 6(c)绿线所示的线性传递函数的模

与文献 [1]中图 9(a)及文献 [2]中图 6所示的结果

都类似, 其在数量上小的差异并不反映模型的对错

优劣, 而纯粹是由于本文生成的仿真数据较实测输

入与输出信号更简单造成的. 同时, 注意到图 6(c),

(d)所示的、用完备程序计算的线性传递函数与二

次传递函数形状分别与文献 [2]中图 5与图 6类

似, 差异较小, 证明仿真数据与计算结果比较符合

实测系统.
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图 4    随机海波激励船舶摇摆系统试验数据　(a) 输入信号谱密度; (b) 近似输入 (随机海波波高仿真)信号; (c) 输出信号谱密度;

(d) 近似输出 (摇摆位形仿真)信号

Fig. 4. Test data of moored vessel sway system excited by random sea waves: (a) Input signal spectra; (b) approximate input (simu-

lated random sea wave height) signals; (c) output signal spectral density; (d) approximate output (simulated sway configuration)

signal.
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|Qf1,f2
f | f1+

f2 = 0 f1 + f2 = 0.008

图 8显示完备程序计算的二次传递函数幅度

 等位线图 .  其中黑色线表示对角线  

 . 红色线显示模型具有沿线  

Hz的振幅峰值, 这是驳船摇摆响应峰值的频率. 这

意味着低频下的大输出功率是由于二次波相互作

用以及船舶系泊系统的线性响应的影响. 二次波相

互作用使得入射海浪中差异等于 0.008 Hz的所有

成对频谱分量都有助于低频驳船摇摆响应.

为测试这种仿真的“拟合性能”, 利用 (10)式—

(14)式计算相干性. 所估计的总相干性与 1相差

值, 可看作是由于估计方法的系统误差以及由于统

计量的估计值的方差而产生的. 图 9(a)显示了应
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图 6    计算结果　(a) 线性传递函数   实部; (b)   虚部; (c)   幅度, 其中, 绿线和黑色点线分别表示完备程序 (包含非高斯

(non-Gaussian)效应)和高斯 (Gaussian)程序的计算结果; (d)完备程序计算的二次传递函数幅度   三维分布图; (e)高斯程

序计算的二次传递函数幅度   三维分布图
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Lf
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f |
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f |

Fig. 6. Resultant calculations: (a) The real of linear transfer function   ; (b) the imaginary of linear transfer function   (c) the

magnitude of linear transfer function   , where the green and black dotted lines are the results calculated using complete program

(including non-Gaussian effects) and Gaussian program, respectively; (d) the perspective view (triple distribution) of the magnitude

of quadratic transfer function     calculated by complete programs; (e) the perspective view (triple distribution) of the mag-

nitude of quadratic transfer function    calculated by Gaussian programs.
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γ2
L

γ2
Q (f)

γ2 (f) 1

用完备程序计算的线性、二次和混和相干性对模型

的总相干性的贡献. 结果表明, 线性相干性  是小

的, 但二次相干性   相对很大. 这表明由二次

传递函数带来的输出功率份额最多. 模型的总相干

性  接近于   , 这表明该方法的总误差较小.

Xf

由此可推断, 此迭代方法能够对数据产生好的拟

合. 另一方面, 应用高斯型输入类程序即考虑输入

信号  为高斯型时, 可以采用非迭代方法. 由于

输入信号不是纯粹的高斯型, 结果导致了二次相干

系数恒等于 1, 暗示二次传递函数与真实值可以存

在大的差异, 它导致总相干性的值大于 1, 如图 9(b)

所示. 可见, 这里人为假定输入信号为高斯型的,

所引入的系统误差会很大. 因此, 近高斯激励-响应

系统不能完全当作高斯系统进行处理. 特别是当输

出信号谱分布接近于输入信号时 (如下面将讨论的

充分发展湍流问题), 计算结果对模型系统误差更

加敏感.

|Lf |

γ2
L |Lf | γ2

L

γ2
L |Lf | |Lf |

γ2
L

文献 [2]中图 8也给出了基于实测数据的真实

模型的谱相干系数. 其中, 文献 [2]给出非高斯型

的总相干系数值几乎等于 1, 而高斯型的总相干系

数普遍高于 1, 其值介于 1与 3之间, 与本文图 9

模拟结果基本吻合. 文献 [1]图 8(a), (b)分别给出

了线性传递函数的模  和线性相干性 (coheren-

ce)的平方值, 分别对应于本文图 6(c)和图 9(a)中

 . 本文计算的  和  与文献 [1]的结果基本一

致. 注意   由   通过 (10)式进行定义.    描

述了计算结果的线性内容 (线性传递函数),    描

述了线性项带给系统的贡献. 计算结果的合理性说

明本文基于模拟数据所建立的模型与所用的模型

求解算法对于这类近高斯输入型二次非线性系统

的特性描述与系统分析是合适的.

当应用的是完备程序, 则利用激励方数据 (输

入信号谱), 通过“黑盒”一次, 可以得到输出信号

谱, 如图 10(a)所示. 以此输出谱作傅里叶逆变换

得到摇摆位形, 如图 10(b)所示. 当应用的是高斯

型程序, 则用上述类似方法, 复验得到摇摆位形,

如图 10(c)所示. 很明显, 图 10(b), (c)所示摇摆位

形之间有一定误差, 但都与用作正程序响应方数据

的原摇摆信号谱有差距. 这是由于原信号变换中加

了汉宁窗. 如果在对图 10(b)所示输出信号谱作傅

里叶逆变换时, 去除汉宁窗, 得到的摇摆信号就完

全与初始信号相同, 如图 10(d)所示. 这证明了我

们的完备程序能正确计算随机海浪激励-船舶响应

非线性系统的线性与非线性传递函数.

注意, 上述复验过程实际上可以看作是“黑盒

子”的一次应用. 即根据测试得到的海浪波高信号

来计算、预估系泊船舶摇摆位形. 
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Fig. 8. Contour plot of the magnitude of quadratic transfer

function   .
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图 9    相干系数　(a) 应用完备程序计算结果; (b) 应用高

斯输入型程序计算结果

Fig. 9. Coherence  coefficients:  (a)  Results  from  the  com-

plete program; (b) results from specific program for Gaussi-

an input signals.
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4.2    在模拟充分发展湍流中的应用

Lk Qk1,k2

k

在研究充分发展湍流内部能量传递问题中, 为

了模拟充分发展湍流, 需要利用特定的、具有流体

向湍流过渡阶段特征的线性与二次非线性传递函

数. 即定义  和  如下:
 

Lk = 1− 0.4k2/k̂2 + i0.8k/k̂, (15)
 

Qk (k1, k2) =
i0.2

k̂4
k1k2

k22 − k21

1 + k2/k̂2
, (16)

k = k1 + k2, k1 ⩾ k2 k̂ = kNyq其中,   .   表示尼奎斯特

波数.

k = k1 + k2

f = f1 + f2

∆x

如此定义的二次传递函数的振幅和形状是任

意选择的, 其值与由 Hasegawa-Mima方程 [29] 所预

测的振幅有相同的阶次, 因此是合理的. 线性传递

函数按 (15)式定义, 使得输入谱与输出谱在形状

上是类似的, 而这正是研究稳态问题中所需要的.

为了方便起见, 考虑将 (15)式和 (16)式定义的波

数空间问题转换到频率空间问题, 即以频率代替波

数进行湍流的模拟. 实验上, 两个空间上分离的探

针能够测量波动的时间变化. 我们不计算满足选择

规则  的不同波数的双谱, 而是对于频

率成分  的双谱进行计算. 设定采样频率

为 1 MHz, 模拟在空间相距  的两个点连续采集

100000组数据. 然后, 数据预处理中设定 1280个

实现, 每个实现包含 128个样本数据. 数据的获取

方式是, 将类似图 3所示的 5个相同的“黑盒子”类

型连成一个序列 [23], 应用高斯色噪声信号作为第

1个黑盒子的输入. 由于黑盒子的非线性属性, 其

输出现在变成非高斯型, 第 1个盒子的输出成为

Xk

Yk

第 2个黑盒子的输入. 依次类推. 仿真中, 利用第 5

个黑盒子的输入与输出作为模拟湍流系统最终的

输入与输出, 如图 11所示. 可见, 输入信号   与

输出信号  一样可以看作是近高斯型的.
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图 11　充分发展湍流的模拟输入与输出信号谱

Fig. 11. Simulated  input  and  output  spectra  of  fully  de-

veloped turbulence.
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图 11所示充分发展湍流输入自功率谱图表明

大多数入射湍流功率包含在 160—200 kHz的频带

内, 接下来计算入射湍流的自双谱. 图 12(a), (b)

显示了互双谱幅度  的三维图和等高

线图, 可以看出在较宽的频带内均出现的大峰值,

表明入射湍流中存在二次谐波分量, 即存在非高斯

成分.

应用完备程序计算传递函数, 结果如图 13所

示. 若未做特殊说明, 表明使用的都是完备程序.

这里, 线性传递函数的实部和虚部分别如图 13(a),

(b)所示, 二次传递函数的模如图 13(c)的等高线

所示. 图 13(d)表示二次传递函数模的三维结构.
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图 10    验算结果　(a)原初始输入信号谱与计算的输出信号谱; (b)复验的摇摆位形; (c)应用高斯输入程序结果复验; (d)在复

验处理中移除汉宁窗得到的摇摆位形, 与原输出位形一致

Fig. 10. Verification results: (a) The original initial input signal spectrum and the calculated output signal spectrum; (b) sway con-

figure of the retest; (c) sway configure computed after applying Gaussian-input program; (d) sway configure computed after remov-

ing the Hanning window.
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可以看到, 线性传递函数和二次传递函数与定义此

湍流系统时的预设值 ((15)式和 (16)式)相当吻

合. 这表明我们的程序可以正确计算近高斯输入激

励全发展湍流系统的黑盒子参数, 如传递函数等.

γ2
E ∼ 0

γ2

图 14给出了模型的线性相干性、二次相干性

和混合相干性对总相干性的贡献. 线性相干性贡献

在 1左右, 而二次相干性贡献很小, 在 0左右. 混

合相干性在 0附近. 总误差  , 说明计算准确

率很高. 总相干性   (红色实线所示)基本等于 1,

表明该方法的系统误差较小. 由此可推断, 此迭代

方法能够对充分发展湍流数据有好的拟合. 以输入

和输出功率谱及其所计算的线性和二次非线性传

递函数为基础, 可以得到相位差、平均色散和增长

率, 如图 15所示.

最后, 根据本项工作计算的线性传递函数和二

次传递函数, 以图 11所示输入谱信号为输入数据

集, 反算出输出信号, 对应于模拟的输出测试信号,

这些输出信号部分如图 16所示. 注意模拟采样频
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t0 = 0.125 s
∆t = 0.125 s

率为 1 MHz. 图中给出了对第 2个探针在两个时刻

开始测量的一小段湍流信号, 信号长度各为 128个

数据点, 信号时长 0.128 ms. 其中第 1个模拟起测

时刻  ,  第 2个起测时刻的间隔时间

 , 

5   讨　论

x (s)

Lk Qk1,k2

k

(6)式—(8)式所给定的估计传递函数的方法,

在将随机输入信号假定为高斯型分布时, 在数学上

可以得到相当大的简化. 当输入信号   为高斯

型时, 可以直接确定传递函数  和  , 但这样

的方法只能用于分析由高斯噪声源作为外部激励

的系统 [22], 以及输入信号可以假定为高斯型的系

统. 可是有许多系统, 比如湍动流体和等离子体,

却不允许对输入信号作这样的限定性假设.

另外, 对于湍流研究来说, 当我们假定四波耦

合以及更高阶次耦合过程比三波耦合弱得多时,

(1)式—(3)式是波-波耦合有关的方程中的最简单

变形. 而当某些情况下, 三波非线性耦合被系统的

色散属性所禁止时, 比如像对深水中的表面重力波 [31],

就必须考虑更高阶次项了.

影响模型计算误差的因素主要有下面几方面.

首先是物理模型造成的误差. 比如湍流建模受到三

波相互作用占比程度的影响. 如果三波相互作用在

一个物理过程中并不占支配地位, 则在建模时, 必

须考虑四波甚至更多波之间的相互作用, 否则会带

来大的系统误差. 另外, 有的系统计算需要基于特

定的假设. 例如, 边缘等离子体的增长率和能量传

递函数计算, 需要基于“稳态湍流”这一假定 [26], 相

应的湍流模型必须适应这一要求.

其次是计算方法带来的误差. 例如, 在本文模

型应用中, 一般要求在作傅里叶变换前对信号数据

加汉宁窗或海明窗, 以减少频谱能量泄漏. 否则,

不加窗 (即只加矩形窗)会造成小频谱能量被忽视,

计算结果欠精确.

其他影响精度的因素还包括测量数据的代表

性, 以及样本长度和样本总段数必须达到最低要

求. 对于海波激励系统来说, 每段样本长度取 128、

共取 12—24段是足够的. 但对于湍流研究来说,

样本长度至少 128以上, 总样本段数要求达到 800

及以上 [32], 方能得到比较精确的谱, 以保证计算

精度.
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⟨YkY
∗
k ⟩ = ⟨XkX

∗
k⟩

需要说明的是, 在模拟充分发展湍流并应用本

文的分析方法时, 不必局限于某类湍流, 只要保证

湍流处于稳态 (stationary)即可. 但不同形式的湍

流会对计算结果 (传递函数)产生影响. 因此, 需要

针对不同的研究对象, 采取针对性措施, 包括附设

额外条件, 以使分析对象限定在特定的物理范畴

内, 避免计算结果失真或失去物理意义. 比如, 在

研究边缘等离子体湍流的内部能量传递过程时, 需

要限定系统输入与输出满足所谓的 Kim条件 [26],

即:    . 这个条件限定了能量只在

满足耦合条件的波之间传递. 对于系泊船舶与波

动海波构成的系统, 海波不是充分发展湍流, 在研

究船舶随海波的漂移时, 只要海波波动是随机的

即可. 

6   结　论

本文从仿真研究随机海浪激励系泊船舶漂移

问题和一类充分发展湍流入手, 提出了一种通用的

特定湍动激励-响应型二次非线性系统的建模方法.

作为输入的这种湍流的特点是其波动信号功率谱

分布接近高斯分布. 研究基于Choi等 [1] 和Kim等 [2]

早年各自提出的随机海浪激励-系泊船舶漂移响应

问题的建模方法, 本文改进、完善了这些方法, 对

以随机海浪激励系泊船舶漂移响应和一类充分发

展湍流为代表的非线性系统进行了扩展的、系统的

建模分析, 首次应用完备迭代法进行了模型求解.

在仿真数据构建中, 我们都采用了具有向湍流

过渡阶段特征的传递函数 [29] 用作“仿真数据生成

子系统”的参数. 然后应用算法 (程序)对上述两个

模拟系统进行了验证计算. 计算中重现了文献 [1, 2]

的结果, 模型的正确性和算法的有效性得到证明.

相干性分析表明, 随机海浪-船舶摇动系统二次相

干性远大于线性相干性, 但近高斯输入型充分发展

湍流的线性相干性更大. 研究表明, 用于求解该模

型传递函数参数的“完备迭代法”适用于随机海波

激励系泊船舶摇摆响应问题和充分发展湍流问题

的计算. 研究结果为以近高斯输入谱为特征的特定

湍动激励-响应类二次非线性系统的模型描述及模

型求解提供了一种有效途径.
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Abstract

There exists a kind of quadratic nonlinear system with specific type of turbulent fluctuation excitation in

nature, which belongs to a special non-Gaussian input signal system. Its characteristic is that the input signal

spectrum  is  generated  by  turbulent  fluctuations,  and  the  power  spectrum  distribution  of  this  turbulence

fluctuation signal is close to Gaussian distribution. Starting with the work of Choi et al. (1985 J. Sound Vib. 99
309) and Kim et al. [1987 IEEE J. Ocean. Eng. OE-12 568), we extend the simulation of a specific turbulent
fluctuation  excited  response-type  quadratic  nonlinear  system  represented  by  the  wave  excited  mooring  ship

response, and fully develop the internal development of turbulence based on bispectral analysis technology. We

also  extend  the  simulation  system and  conduct  systematic  modeling  analysis.  The  complete  iterative  method

[2020 Phys. Scr. 95 055202] is used to solve the model, and calculate the linear transfer function and quadratic
nonlinear transfer function. The comparison of simulation and modeling results with the real systems and their

models confirms the correctness of the results from system simulation, system modeling, and model solving. The

results obtained are all in line with expectations. The coherence analysis shows that the quadratic coherence of

the random wave-ship swaying system is much greater than the linear coherence, but the linear coherence of the

fully developed turbulence is greater for the near Gaussian input type. The reverse computation verification or

comparison  with  real  systems  indicates  that  the  turbulence  simulation  and  system  modeling  method  in  this

work have good accuracy and high efficiency in solving algorithms, and the research results can be effectively

applied  to  the  model  description  and  system  analysis  of  the  quadratic  nonlinear  systems  related  to  specific

turbulent fluctuation excitation response.

Keywords: turbulence, quadratic nonlinear system, bispectral analysis, simulation, modeling
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