
 

基于相位同步动力学重构网络单纯复形的相互作用*
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复杂网络的高阶相互作用, 如单纯复形和超边等, 已经成为了研究的热点. 本文提出一种基于节点同步

动力学的特性来重构网络的单纯复形结构的新方法. 通过分析 Kuramoto-Sakaguchi模型中节点相位的时间

序列同步性, 建立了网络拓扑结构的解析描述, 实现了对网络结构的精确辨识. 该方法的核心在于, 运用理论

手段推导得到了拉普拉斯矩阵与线性化 Kuramoto-Sakaguchi系统相位之间的解析联系. 这一联系不仅具有

强大的普适性, 而且能够有效地应用于识别包含任意阶单纯复形相互作用的网络结构. 本文的研究进一步表

明, 这种解析关系能够用于鉴别网络中的对称节点, 并且通过数值模拟证实了间接相互作用节点之间发生遥

同步的现象与网络结构的对称性有着密切的联系. 这些发现为深入理解网络的结构特性和动力学行为提供

了新的理论工具和视角.
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1   引　言

在复杂系统的研究中, 组件间错综复杂的相互

作用以及这些相互作用如何引发集体动力学行为

一直是统计物理和复杂网络领域研究者的关注焦

点 [1–6]. 通过分析系统动力学特性来推断其内部连

接方式, 对于理解并控制复杂系统的整体功能至关

重要. 因此, 利用网络节点的动力学行为来逆推网

络结构成为了该研究领域的一个重要研究内容, 区

别于仅考虑两个节点的传统低阶相互作用, 高阶相

互作用则同时考虑了三个或更多节点之间所构成

的局部集团共同对系统的作用 [7,8]. 研究表明, 高阶

相互作用在生态系统 [9]、信息传播 [10] 和疾病传播 [11]

等研究中有重要意义. 目前, 基于非线性动力学理

论的方法主要关注于从系统的集体动力学中研究

节点间的直接相互作用. 这通常涉及首先根据实际

数据构建合适的数学模型, 然后确定模型中的未知

参数, 进而揭示网络的拓扑结构和节点间的非线性

相互作用 [12–21]. 然而, 这些方法往往针对特定问题

而设计, 只在特定条件下适用, 缺乏普适性. 为了

克服这一局限性, 结合非线性网络动力学的无模型

预测技术, 研究者们提出了利用外部驱动来实现网

络连接重构的策略. 在这些无模型预测方法中, 通

常采用统计关联计算 (如皮尔逊相关性、斯皮尔曼

相关系数、格兰杰因果关系等)来构建网络的功能

连接 [12,22]. 然而, 值得注意的是, 皮尔逊相关系数仅

适用于衡量符合正态分布数据的线性相关性, 对于

非线性或非正态分布的数据, 它可能无法准确捕捉

变量间的关系. 此外, 格兰杰因果性对数据中的异常

值极为敏感, 处理长时间序列数据时容易出现偏差.

在揭示网络的连接结构时, 有效区分直接与间

接连接至关重要. 例如, 可以通过分析系统受到的

共同外部输入或网络中其他元素引起的去相关效

应来研究间接相互作用 [23]. 虽然目前许多研究基
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于网络连边的统计关联提出了过滤间接连接的方

法 [22,24], 但这些方法通常只在特定条件下适用 (包

括给定的网络尺寸、数据的稀疏性、数据的线性依

赖性、噪声等条件), 而完全满足条件的案例在实际

系统中很少出现. 基于非线性相位同步的概念 [23],

研究者提出了一种使用偏相关系数矩阵来减少间

接连接影响的策略. 通过将偏相关系数矩阵与原始

相关系数矩阵进行比较, 可以推断出网络的真实连

接结构. 然而, 这种方法在节点数量较少的网络中

效果较好, 并且要求系统处于近似同步状态, 这意

味着它无法有效识别在完全非同步和完全同步状

态下的相互作用. 因此, 尽管该方法在某些情境下

是有益的, 其应用范围仍受限, 需要进一步的研究

来扩展其适用性.

Gij =
dxi(x1, x2, · · · , xi−1, xi+1, · · · )

dxj

Sij =
∂xi

∂xj

在探索细胞等较大尺寸网络的相互作用模式

中, 文献 [22]提出了一种全局静默方法. 首先, 研

究者提出了全局响应矩阵G和局部响应矩阵 S两

种用于描述细胞组分间相互作用的矩阵. 全局响应

矩阵  捕捉了节

点 i 对节点 j 变化的全局响应, 这种全局视角同时

包含了直接和间接的两种相互作用, 无法进行两者

的有效区分. 相比之下,    专注于局部响

应, 通过数学变换“沉默”消除了间接效应, 而仅保

留直接相互作用, 从而更准确地预测直接链接. 简

而言之, G提供了一个包含所有相互作用的全面

视图, 而 S则通过消除间接效应而专注于直接相

互作用的预测和理解. 然而值得注意的是, 文中消

除间接效应时存在两个问题, 一定程度上限值了该

方法的普适性. 1)在计算 S时, 需要一个基于网络

中扰动传播特性的近似条件, 即两个节点之间的响

应主要由它们之间的最短路径决定, 从而忽略那些

通过更长路径传播的间接效应, 而该近似条件所导

致的误差必然将随着网络尺寸的减小而增大. 2)该

间接作用消除法中需要对G进行求逆, 因此G可

逆是这一方法的隐藏条件. 然而 G矩阵的奇异性

随着节点数的增加而显著增加. 因此, 该方法对于

尺寸较小或较大的网络都不能很好地识别.

网络的拓扑结构往往可以通过节点之间的同

步情况来判断. 当网络系统出现一般常见的同步情

况时, 上述基于相关系数矩阵的大多数方法都是适

用的. 当出现下列反常同步现象时, 上述基于相位

同步的方法不再适用. 例如, 间接相连的节点间比

直接相连的节点间提前出现的遥同步 [25,26], 耦合强

度弱的一对节点比耦合强度强的一对节点优先出

现的弱赢家相位同步 [27], 全同节点出现了同步与

非同步混合的奇异态 [28,29] 等. 文献 [30]研究表明,

基于遥同步的思想, 利用一阶 Kuramoto模型发现

了网络中对称节点能够产生完全同步, 并在大脑功

能网络结构的重构中得到了很好的验证. 需要指出

的是, 复杂网络结构中的非对称节点也有可能产生

同步, 因此该研究提出的同步是判断网络对称节点

的充分非必要条件. 本文正是基于这一问题, 研究

节点同步与网络结构识别的必要性条件.

近年来, 网络高阶相互作用的研究得到了快速

发展, 比如同时考虑三个或更多节点所构成的局部

集团的共同动力学作用 [31]. 由于传统的低阶相互

作用受到其他高阶相互作用的影响, 从动力学的角

度判断网络结构的存在性变得更为复杂, 因此网络

高阶作用的出现进一步增大了揭示系统连接结构

的难度. 本文将主要考虑以单纯复型为代表的高阶

相互作用, 这对于预测系统行为、网络鲁棒性等具

有重要意义. 本文提出了一种新方法, 用于推断耦

合动力系统中的直接相互作用. 该方法基于同质化

非线性动力学模型, 仅依赖于网络各节点的动力学

特征, 能够精确地揭示节点间的直接相互作用, 而

无需依赖统计依赖关系. 此外, 该方法还能有效识

别网络中的对称节点. 我们还发现, 该方法同样适

用于具有高阶相互作用的网络. 

2   单纯复形Kuramoto同步动力学模型

首先考虑单纯复形高阶相互作用下的 Kuramoto

相位节点的广义动力学模型及其广义高阶拉普拉

斯矩阵 [32]. 具体而言, 随时间演化的动力学系统为 

θ̇i = f(θi) + λ1

N∑
l1=1

a
(1)
il1

g(1)(θi, θl1)

+ λ2

N∑
l1=1

N∑
l2=1

a
(2)
il1l2

g(2)(θi, θl1 , θl2) + · · ·

+ · · ·+ λD

N∑
l1=1

N∑
l2=1

· · ·
N∑

lD=1

a
(D)
il1··· ,l2g

(D)

× (θi, θl1 , θl2 , · · · , θlD ), (1)

θi ∈ [0, 2π)

f(θi) = ωi g(D)(θi, θl1 , · · · ,

θlD ) = sin
(∑D

d=1
θld − dθi

)
λi

其中   是描述节点 i 的一维状态变量, 其

动力学演化规则通常取  ,  

 ;    表示系统第 i 阶
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D = 1

D > 1

D ∈ [1, 3]

a
(d)
i,l1,··· i, l1, · · ·

A(d)

{i, l1, l2, · · · , ln, j}
a
(d)
i,l1,l2,··· ,ln,j = 1 a

(d)
i,l1,l2,··· ,ln,j = 0

的耦合强度; D 表示系统所包含的最高阶数, d 表

示每一个阶数. 当  时 (一阶相互作用), 上述

方程即为经典的 Kuramoto模型, 当   时, 系

统不仅包括相互之间的低阶相互作用, 而且包含了

更一般的高阶耦合作用, 由此动力学特性将会逐

渐丰富 . 图 1展示了   阶单纯复形高阶

网络结构.    表示节点   之间的 d 阶邻

接矩阵元, 其对应的 d 阶邻接矩阵  定义如下:

若存在一组 d 阶的相互作用  , 则

 , 若不存在则  .

 
 

1阶单纯复形 2阶单纯复形 3阶单纯复形

图 1　无向单纯复形高阶交互作用的结构模体 . 分别表示

1阶、2阶和 3阶单纯复形 . 本文研究 2阶单纯形 , 描述三

个节点之间的相互作用

Fig. 1. Network motifs of undirected simplex structures, in-

cluding 1-simplex, 2-simplex, and 3-simplex. The case of 2-

simplex  capturing  interactions  between  three  nodes  is  the

focus of the present study.
 

类似地, d 阶相互作用的广义拉普拉斯矩阵可

定义为 

L
(d)
ij = dk

(d)
i δij − k

(d)
ij , (2)

δij其中  为克洛内克函数, 

k
(d)
i =

1

d!

N∑
l1

· · ·
N∑
ld

a
(d)
i,l1,··· ,ld , (3)

 

k
(d)
ij =

1

(d− 1)!

N∑
l2

· · ·
N∑
ld

a
(d)
i,l1,··· ,ld . (4)

d = 1 L
(1)
ij当  时, 则回归至一阶拉普拉斯矩阵  , 即:

 

L
(1)
ij = k

(1)
i δij − k

(1)
ij . (5)

 

2.1    一阶单纯复形相互作用

首先分析一阶相互作用 (传统低阶的)情况,

考虑包含相位延迟的 Kuramoto节点: 

θ̇i = ωi + λ1

N∑
j=1

aij sin (θj − θi − α), (6)

ωi λ1其中   为节点 i 的本征频率,    为一阶相互作用

的耦合强度, α为相位延迟项 [4]. 当节点趋近全同

步时, 相位差较小, 因此上述方程在同步流形附近

的线性化方程可表示为 

θ̇i = ωi − λ1k
(1)
i α− λ1

N∑
j=1

L
(1)
ij θj , (7)

L
(1)
ij其中,   即为一阶拉普拉斯矩阵 ((5)式).

λ1 = 1

ωi = 0

在同步时 , 不失一般性 , 可以令   以及

 . 此时, (7)式可以写为 

θ̇i = −

k(1)i α+

N∑
j=1

L
(1)
ij θj

 . (8)

θ̇i = θ̇j = Ω

考虑任意两个节点同步时, 可以得到关系式

 , 即
 

L(1)θ = α[⟨k⟩(1)1− k(1)], (9)

⟨k⟩(1)=N−1
∑N

j=1
k
(1)
j , 1 = [1, 1, · · · , 1]T其中   , 两

个节点间的相位差则需满足下列方程: 

N∑
l1=1

(L
(1)
il1

− L
(1)
jl1

)θj = (k
(1)
j − k

(1)
i )α. (10)

我们发现 , 对于 Kuramoto-Sakaguchi (KS)节点

所驱动的系统, 当系统中任意两个节点的相位与拉

普拉斯矩阵之间满足关系式 (10)时, 即发生同步.

上述关系式的矩阵形式为 

diag(θ∗ ·L(1)) = α ⟨ k ⟩(1) I, (11)

⟨ k ⟩ = diag(k1, k2, · · · , kN )

θ∗

其中   是一个对角矩阵 ,

每个元素是对应节点的度;   为 

θ∗ =


α+ θ1 θ2 · · · θn

θ1 α+ θ2 · · · θn

...
...

...

θ1 θ2 · · · α+ θn

 .

根据 (11)式即可从节点相位时间序列中找到同步

节点, 进而反推出网络的连接结构. 

2.2    二阶单纯复形相互作用

当仅考虑二阶而忽略一阶单形耦合时, KS动

力学方程可表示为 

θ̇i = ω + λ2

N∑
l1=1

N∑
l2=1

a
(2)
il1l2

sin (θl1 + θl2 − 2θi − α).

(12)

此时的同步性由二阶拉普拉斯矩阵决定: 

L
(2)
ij = 2k

(2)
i δij − k

(2)
ij , (13)
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其中 

k
(2)
i =

1

2

N∑
l1

N∑
l2

a
(2)
il1l2

, (14)

 

k
(2)
ij =

N∑
l2=1

a
(2)
ijl2

. (15)

即二阶拉普拉斯矩阵也可表示为 

L
(2)
ij =

N∑
l1

N∑
l2

a
(2)
il1l2

δij −
N∑

l2=1

a
(2)
ijl2

. (16)

θ̇i = θ̇j = Ω

考虑任意两个节点同步时, 可以得到关系式

 , 即
 

L(2)θ = α[⟨k⟩(2)1− k(2)], (17)

每个的相位可表示为 

N∑
l1=1

(L
(2)
il1

− L
(2)
jl1

)θj = (k
(2)
j − k

(2)
i )α. (18)

和一阶单形相互作用类似, 任意两个节点在同

步条件下的相位差与拉普拉斯矩阵之间需满足如

下关系: 

diag(θ∗ ·L(2)) = α ⟨ k ⟩(2) I. (19)
 

2.3    一阶和二阶单纯复形混合相互作用

由上述推导可知, 同时考虑一阶和二阶单纯复

形耦合项时的动力学方程可以表示为 

θ̇i = ω + λ1

N∑
l1=1

a
(1)
il1

sin (θl1 − θi − α)

+λ2

N∑
l1=1

N∑
l2=1

a
(2)
il1l2

sin (θl1+θl2 − 2θi − α). (20)

ω = 0 λ1 = λ2 = 1同 样 不 失 一 般 性 , 设   和   , 则

(20)式可以简化为 

θ̇i =

N∑
l1=1

a
(1)
il1

(θl1 − θi − α)

+

N∑
l1=1

N∑
l2=1

a
(2)
il1l2

(θl1+θl2 − 2θi − α). (21)

将拉普拉斯矩阵代入 (21)式, 可得 

θ̇i = −

(k(1)i + k
(2)
i )α+

N∑
j=1

(L
(1)
ij + L

(2)
ij )θj

 . (22)

为简便起见, 做如下定义: 

k
(1-2)
i = k

(1)
i + k

(2)
i , (23)

 

L
(1-2)
ij = L

(1)
ij + L

(2)
ij . (24)

θ̇i = θ̇j = Ω考虑关系式  , 依然有
 

L(1-2)θ = α[⟨k⟩(1-2)1− k(1-2)]. (25)

于是, 每个节点的相位可表示为 

N∑
l1=1

(L
(1-2)
il1 − L

(1-2)
jl1 )θj = (k

(1-2)
j − k

(1-2)
i )α. (26)

于是得到与方程 (19)类似的同步关系矩阵方程: 

diag(θ∗ ·L(1-2)) = α⟨k⟩(1-2)I. (27)
 

2.4    一阶到D阶单纯复形混合相互作用

当系统包含从一阶到 D 阶单形的相互作用,

通过完全相同的方法可以得到关于广义拉普拉斯

矩阵与系统各节点相位的方程, 同步条件为 

L(1-D)θ = α[⟨k⟩(1-D)1− k(1-D)], (28)

定义: 

k
(1-D)
i = k

(1)
i + k

(2)
i + · · ·+ k

(D)
i , (29)

 

L
(1-D)
ij = L

(1)
ij + L

(2)
ij + · · ·+ L

(D)
ij . (30)

则每个节点的相位可表示为 

N∑
l1=1

(L
(1-D)
il1

− L
(1-D)
jl1

)θj = (k
(1-D)
j − k

(1-D)
i )α. (31)

则对应的同步关系矩阵方程为 

diag(θ∗ ·L(1-D)) = α ⟨ k ⟩(1-D)
I. (32)

 

3   同步与对称性

L(1-D)

π : N → N

G(N,L(1-D))

P = P (π)

PL(1-D)P−1 = L(1-D)

L(1-D) PL(1-D)P−1

L(1-D)

接下来证明 Kuramoto-Sakaguchi系统的同步

与网络结构的对称性有关. 一个由 N 个节点构成

的网络, 其高阶拉普拉斯矩阵为  . 若能够找

到一个双射   保持 G的邻接关系, 则网

络  有一个对称, 即G是一个自同构 [33].

形式上, 这意味着存在一个置换矩阵  , 使

得   . 如果自同构 G的 P与

 是对易的, 那么   操作保持原始

网络邻接矩阵  的信息 [33]. 一般来说, 一个网

络可以有 m 个自同构, 即这个网络有 m 组对称节

点. 将系统在同步条件下的方程 (9)两侧均左乘矩

阵 P, 可得 
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PL(1-D)θ = αP [⟨k⟩(1-D)
1− k(1-D)]. (33)

L(1-D)根据 P和  的对易性质, 则有 

L(1-D)Pθ = αP [⟨k⟩(1-D) 1− k(1-D)]. (34)

与方程 (28)对比可得到该系统存在交换对称性的

方程为 

L(1-D)Pθ = L(1-D)θ. (35)

PL

PLθ = Lθ PL

(35)式表明: 通过左乘交换对称节点操作的交

换矩阵 P, 得到了交换后的拉普拉斯矩阵  , 则

一定有  . 又因为  和 L等价, 所以两

者对应的 θ也是相等的, 因此对称节点始终有相同

相位. 另外, 由于上述变换未经过线性化近似, 故

其判断的有效性将不依赖于相位延迟 α的大小,

因此可以用任意给定的 α来寻找任意系统的对称

节点.

π = π
(j → i) |θi − θj | = 0

根据方程 (35), 可以得出以下结论: 网络结构

对称节点的相位在系统处于稳态后任意时刻均

保持相同, 即任意的对称节点对 i 和 j, 满足  

 置换对称时 , 存在结论   . 由

(35)式可以得出网络节点的同步与节点在结构上

的对称是充分必要条件. 由此, 本文提出网络重构

方法, 主要包括以下 4个步骤 (如图 2所示).

1)待求系统网络节点 KS方程同步动力学数

值模拟.

对于由 N 个节点组成的系统, 由于不清楚原

网络的单纯复形的阶数以及数量, 对该系统施加

的 KS方程如下: 

θ̇i = ω + λ

D∑
d=1

sin

(
D∑

d=1

θld − dθi − α

)
, (36)

D = N − 1 D =

N − 1

式中取  , 即系统动力学包含了 1到 

 阶的相互作用, D 为最大可能阶次相互作用.

ω = 0 λ = 1

2)不失一般性, 采取频率全同节点并令所有

节点的频率  , 耦合强度  , 使用随机初值

迭代方程.

3)根据全同节点的特点, 仅需取任意大小的

耦合强度来克服随机初值的影响, 所有节点很快

进入同步状态 . 因此 , 一定的暂态过后 , 节点相

位序列进入稳态, 可以获得每一个节点的相位时间

序列.

4)根据 (32)式计算拉普拉斯矩阵.

5)反推网络结构. 首先, 根据 (36)式得到每个

节点到达稳态后的的相位, 利用 (32)式得到系统

的广义拉普拉斯矩阵. 其次, 根据广义拉普拉斯矩

阵的定义式 (30), 就可以推导出一阶到 D 阶拉普

拉斯矩阵从而得到每一阶的拉普拉斯矩阵, 即对应

于每一阶单纯复形的相互作用.

接下来, 运用上述方法处理两类网络结构的问

题: 1)以区分直接和间接连接为例, 识别传统的网

络一阶相互作用; 2)识别网络一阶和二阶单纯复

形混合的相互作用. 

3.1    一阶单纯复形作用的识别

首先以直接和间接作用为例, 说明上述方法可

以正确识别网络中一阶复形的相互作用. 以三个节

点构成的系统为例 , 在仅考虑一阶相互作用时 ,

(31)式展开后可以得到其同步关系矩阵: 
θ21 − α θ31 − α 0

θ12 − α 0 θ32 − α

0 θ13 − α θ23 − α



L12

L13

L23

=α ⟨k⟩

1

1

1

 ,

(37)

N > 3

式中 α为预先给定的参数值. 由于网络尺寸通常

较大 (即   时), 只选取一个 α得到的矩阵方

 

拉普拉斯矩阵获得时间序列

待求解系统 求解结果

1(0)

( )2(0)

(0)

⋯

1(0+1)
2(0+1)

(0+1)

⋯

⋯
⋯

⋯

全同Kuramoto-
Sakaguchi模型

图 2    基于 KS同步过程的网络结构重建步骤. 其中蓝色线表示 1阶单纯复形, 蓝色区域、橙黄色区域、红色区域分别表示 2阶、

3阶、4阶单纯复形

Fig. 2. Framework of network structure reconstruction by synchronization process of KS oscillators. Blue line represents 1-simplex.

Blue, orange, red areas represent 2-simplex, 3-simplex and 4-simplex respectively.
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程无法得到唯一的拉普拉斯矩阵解. 此时, 可以通

过引入多个预设 α而得到多组方程 , 最终确定

唯一的拉普拉斯矩阵解. 于是, (37)式的矩阵形式

如下: 

diag(θ∗(αn) ·L(1)) = αn ⟨k⟩(1) I, (38)

其中 

θ∗(αn) =


αn + θ1 θ2 · · · θn

θ1 αn + θ2 · · · θn

...
...

...

θ1 θ2 · · · αn + θn

 .

(39)

Cn =

θ∗(αn) L(1) = {Lij |i = 1, 2 · · · , N ; j > i} I

(38)式左侧为元素已知的系数矩阵 , 记为  

 . 记   ,    为

单位列向量. 则 (39)式可以简写为 

CnL
(1) = α ⟨k⟩(1) I. (40)

当考虑 1到 D 阶单纯复形相互作用时, (40)式

可写为 

∞∑
d=1

CnL
(d) =

∞∑
d=1

αn ⟨k⟩(d) I. (41)

αn Cn在不同的  下进行数值模拟得到  . 因此, 理论

上可以通过寻找多个系数矩阵来求解拉普拉斯矩

阵的所有矩阵元的数值.

例 1　以三个节点组成的简单结构为例, 说明仅

通过同步动力学求解网络结构的过程. 由方程 (38)

出发, 可以将网络拉普拉斯矩阵的各元素与每一对

节点相位差的关系显式写为 

 

L12 = −⟨k⟩ [α
2 + α(θ3 − θ1) + α(θ3 − θ2)− 3(θ3 − θ2)(θ3 − θ1)]

2α2 − (θ1 − θ2)2 − (θ1 − θ3)2 − (θ2 − θ3)2
,

L13 = −⟨k⟩ [α
2 + α(θ2 − θ1) + α(θ2 − θ3)− 3(θ2 − θ1)(θ2 − θ3)]

2α2 − (θ1 − θ2)2 − (θ1 − θ3)2 − (θ2 − θ3)2
,

L23 = −⟨k⟩ [α
2 + α(θ1 − θ2) + α(θ1 − θ3)− 3(θ1 − θ2)(θ1 − θ3)]

2α2 − (θ1 − θ2)2 − (θ1 − θ3)2 − (θ2 − θ3)2
. (42)

N = 3 α = 0.1图 3展示了两种   的网络结构在  

时每一对节点间的相位差时间序列. 将图 3(a)和

图 3(b)描述的系统稳定后任意时刻的节点相位 (差)

分别代入 (42)式, 得到两个网络拉普拉斯矩阵为
 

L(a) =

 2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2

 ,

L(b) =

 2 −1 −1

−1 1 0

−1 0 1

 . (43)

从 (43)式可知, 图 3(a)和图 3(b)描述了两种

不同的网络结构. 因此, 这一方法有效地区分了直

接和间接的作用.

例 2　当网络尺寸增大时, 上述方法依然可以

有效地识别网络中的对称节点, 并且对揭示网络中

的遥同步现象具有重要的意义 [30], 结果如图 4所

示. 首先, 考虑一个由 12个节点组成的网络, 其中

节点 1—节点 10构成全连接网络 , 节点 11和节

点 12随机接入该网络, 如图 4(a)所示. 图 4(b)展

|θ11 − θ12| ≡ 0

L(1) L(2)

示了节点 11和节点 12之间相位差的时间片段. 可

以发现对于任意时刻, 相位差均满足  .

对称节点具有相同的相位这一结论与该网络关

于节点 11和节点 12的交换对称群完全相符. 同

样, 可以根据 (38)式求出相应的拉普拉斯矩阵, 见

附录A. 例 2中, 实际上已经包含了一阶到 D 阶的耦

合作用, 也就是可以进行   ,    等的计算, 由

于 L的计算量太大, 本文忽略展示此时的 L.

N = 5

kleaf = 1

khub = 4

π (1, i = 2 : 5) i ∈ [2, 5]

从网络结构的角度来看, 节点 11和节点 12之

间没有直接连边, 而是通过中继全连网络间接相

连. 此时它们之间产生的同步被称为遥同步现象,

这可以用更为简洁的结构图来说明. 比如, 图 4(c)和

图 4(d)展示了网络结构的对称性对于遥同步现

象的研究具有重要意义. 以图 4(c)所示的  

的星形网络为例, 在特定的参数选取情况下, 4个

叶子节点 (度   的节点)将先于其各自与中

间节点 (度  的节点)发生同步. 我们发现正

是因为该模型满足叶子节点的交换对称性 , 即

 , 这里的   可以随意置换. 这

与数值模拟的结果相符合 (如图 4(d)所示), 各叶
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子节点的相位差均为 0, 而叶子节点与中心节点存

在一个恒定且相同的相位差. 进一步通过上述方法

所识别的网络拉普拉斯矩阵见附录 A.

例 3　本文在 KS节点同步流形的附近, 采用

线性近似的方法找到了同步与网络结构的关联性,

特别强调了相位延迟项 α在网络识别中的重要作

用. 以三个节点组成的链式网络为例, 说明线性近

似的方法在较大范围内都是可行的, 结果如图 5所

示, 展示了各对节点相位差随着 α的变化情况. 其

中黑色虚线为根据方程 (31)计算的理论解, 结果

 

0.2
(a)

D
 0

-0.2
0 4



8

2-1
3-1
3-2

1

2 3

0.2
(b)

D
 0

-0.2
0 4



8

2-1
3-1
3-2

1

2 3

N = 3 ω = 0 λ = 1 α = 0.1图 3      的网络中各对节点相位差的时间序列　(a)全连; (b)链式网络. 参数设置:   ,   ,  

N = 3 ω = 0 λ = 1

α = 0.1

Fig. 3. Phase  difference  in  a  network  of    :  (a)  Fully  connected;  (b)  chain  connected  nodes.  Parameters:    ,    ,

 .

 

0.8
(b)

D
 0

-0.8
0 4



8

12-11
12-10
11-10
10-4

2-3
2-4
2-5
1-2

0.8
(d)

D


0

-0.8
0 4



8

8

1

2

4

10

11

12

6

7

5

9

3

(a)

1 35

2

4

(c)

N = 12 |θ11 − θ12|
N = 5

ω = 0 λ = 1 α = 0.1

图 4    (a)  的网络, 其中节点 11和节点 12随机连入一个全连网络; (b)节点 11和节点 12的相位差   的时间片段;

(c)  的星形网络, 节点 1为中心节点, 其余为叶子节点; (d)星形网络中心与叶子节点的相位差. 所有叶子节点间的相位差

为 0, 而中心与叶子节点之间存在恒定的非零相位差. 参数设置:   ,   ,  

N = 12

|θ10 − θ11|

ω = 0 λ = 1 α = 0.1

Fig. 4. (a)  A  network  of      nodes  with  node  11 and  node  12 being  randomly  connected  to  the  fully  connected  network;

(b) temporal segment of the phase difference    between node 10 and node 11; (c) a star network with one hub node and

four leaf nodes; (d) phase difference between leaf nodes are zeros, while non-zero values between the hub and leaf nodes. Parameter

values:   ,   ,   .
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θ23 = 0

θ12 = θ13 = −α/3

显示, 对称节点 2和 3之间相位差为  (水平

黑色虚线), 且与 α的取值无关, 绿色的点线为数

值模拟结果. 而对于非对称节点  

(倾斜黑色虚线是方程 (31)的理论解), 分别与蓝色

和橙黄色点线的数值模拟结果对应. 进一步可以发

现对于任意的 α, 对称节点的数值解和理论解均完

全符合, 而对于非对称节点, 仅当 α较小时数值解

和理论解才较为相符.

 
 

0

 


-0.1

-0.2
0 0.25


0.50

13

23

12

Theoretical line

1

2 3

θ12 θ13 θ23

图 5　三个节点组成的链式网络 (左下角为网络结构示意

图)中相位差的时间序列 . 其中黑色虚线为方程 (31)的理

论解 , 蓝色 (橙色、绿色)点线分别对应节点 1和 2 (节点 1

和 3、节点 2和 3)的相位差   (  ,   )

θ12 θ13 θ23

Fig. 5. Phase difference of  each pair  of  nodes in a chain of

three oscillators  (inset  shows  the  schematic  network   struc-

ture).  The  black  dashed  line  is  the  theoretical  solution  by

Eq.  (31).  The blue  (orange,  green)  dot  line  corresponds  to

the phase difference between node 1 and node 2 (node 1 and

node 3, node 2 and node 3)    (  ,   ). 

3.2    一阶和二阶单纯复形混合作用的识别

(N = 8)

本节展示上述方法可以有效区分不同阶次

单纯复形的作用 . 在图 6(a)所示的网络结构中

 , 同时存在一个一阶和二阶单纯复形混

合作用. 在计算分析之前, 我们并不清楚网络单

纯复形的阶数以及数量, 因此对该系统施加的动力

学为 

θ̇i = ω + λ

D=7∑
d=1

sin

(
D=7∑
d=1

θld − dθi

)
, (44)

D = 7其中,   为最高可能阶次. 根据网络对称节点

的定义, 图 6(a)所构成的群具有交换对称的关系 

π (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) = π (2, 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8), (45)

即图 6(a) 中仅节点 1和节点 2为对称节点. 为了

简单起见, 将节点 1作为参考节点, 计算其他节点

与节点 1之间的相位差, 如图 6(b)所示. 其中仅

|θ2 − θ1|有  在系统达到稳定之后恒定为 0, 而其他

所有节点与节点 1之间的相位差均收敛为非零

值. 因此得到了该系统中仅节点 1和节点 2对称的

结论.

通过 (28)式, 可以得到预测的广义拉普拉斯

矩阵 L:
 

L =



4 −2 −2 0 0 0 0 0

−2 4 −2 0 0 0 0 0

−2 −2 5 −1 0 0 0 0

0 0 −1 3 −1 −1 0 0

0 0 0 −1 2 0 −1 0

0 0 0 −1 0 1 0 0

0 0 0 0 −1 0 2 −1

0 0 0 0 0 0 −1 1


.

接下来, 根据定义式 (30)对上式 L进行分解,

由此得到一阶到 D 阶拉普拉斯矩阵如下:
 

 

3

D
 0

-3
0 15



30

51
61
71
81

21
31
41

8

7

5

4

63

2

1

(a)

(b)

θ1 − θ2

图  6    (a) 由 8个节点组成的网络结构示意图 , 其中包含

了一个二阶单纯复形 (由节点 1, 2, 3组成)和 8个一阶单

纯复形 ; (b) 节点 2—8与节点 1之间的相位差 , 其中仅有

 的相位差值快速收敛至稳态值 0

θ1 − θ2

Fig. 6. (a)  A  network  consisting  of  8 nodes,  including  one

second-order simplex (consisting of nodes 1, 2, 3) and eight

first-order  simplex;  (b)  the  pairwise  phase  mismatch

between  nodes  2−8 and  node  1 in  the  system,  where  only

the phase difference    converges to 0.
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L(1) =



2 −1 −1 0 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0 0 0

−1 −1 3 −1 0 0 0 0

0 0 −1 3 −1 −1 0 0

0 0 0 −1 2 0 −1 0

0 0 0 −1 0 1 0 0

0 0 0 0 −1 0 2 −1

0 0 0 0 0 0 −1 1


,

L(2) =



2 −1 −1 0 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0 0 0

−1 −1 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


,

L(3,4,··· ,7) = 0.

L(1) L(2)于是,   即重构的网络, 而  为可能存在的二

阶单纯形作用, 这与图 6是完全匹配的.
 

4   结　论

本文提出了一种基于同步动力学来重构网络

单纯复形结构的方法. 通过分析发现 KS模型的时

N = 2 N = 10

间序列数据与网络拓扑结构之间存在精确的解析

联系. 这一重要发现使得我们能够准确识别并重现

网络的结构. 该方法不仅具有较强的普适性, 而且

对于包含任意阶单纯复形相互作用的网络结构

(即 d 阶单纯复形), 其识别效能同样显著. 在规模

为   到   的网络中, 成功地辨识了网络

的结构. 此外, 还探讨了该解析关系在识别网络对

称节点方面的应用价值, 证实了网络结构的交换对

称性在动力学上表现为完全同步状态, 并通过数值

模拟验证了这一理论. 在典型的星形网络模型上进

行了实证, 进一步的研究揭示了遥同步现象与网络

结构对称性之间的依赖关系. 这样的研究为理解网

络动力学的同步机制提供了新的理论视角. 基于多

维时间序列进行高阶网络的识别, 目前还处于起步

阶段, 本文的方法和其他方法的对比分析非常值得

进一步的研究. 今后, 更应该关注更大尺寸网络上

高阶相互作用的识别, 尤其是实际复杂网络上的单

纯复形或者有向复形相互作用的动力学模型构建

和实证研究. 

附录 A　图 4所识别的拉普拉斯矩阵

图 4中, 节点 11和节点 12通过全连网络间接相连网

络结构所识别的 (一阶和二阶单纯复形)拉普拉斯矩阵如下: 

 

L(1) =



9 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 0

−1 9 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 0

−1 −1 9 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 0

−1 −1 −1 9 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 0

−1 −1 −1 −1 10 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1

−1 −1 −1 −1 −1 9 −1 −1 −1 −1 0 0

−1 −1 −1 −1 −1 −1 9 −1 −1 −1 0 0

−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 9 −1 −1 0 0

−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 9 −1 0 0

−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 10 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1 0

0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 1



,

 

L(2) =



72 −8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 0 0

−8 72 −8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 0 0

−8 −8 72 −8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 0 0

−8 −8 −8 72 −8 −8 −8 −8 −8 −8 0 0

−8 −8 −8 −8 72 −8 −8 −8 −8 −8 0 0

−8 −8 −8 −8 −8 72 −8 −8 −8 −8 0 0

−8 −8 −8 −8 −8 −8 72 −8 −8 −8 0 0

−8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 72 −8 −8 0 0

−8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 72 −8 0 0

−8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 72 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



.
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星形网络 (图 4(c))所识别的拉普拉斯矩阵如下: 

L(1) =



4 −1 −1 −1 −1

−1 1 0 0 0

−1 0 1 0 0

−1 0 0 1 0

−1 0 0 0 1


, L(2,3,4,5) = 0,

0 表示所有元素均为 0的矩阵.
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Abstract

High-order interactions as exemplified by simplex and hyper-edge structures have emerged as a prominent

area of interest in complex network research. These high-order interactions introduce much complexity into the

interplay  between  nodes,  which  often  require  advanced  analytical  approaches  to  fully  characterize  the

underlying network structures. For example, methods based on statistical dependencies have been proposed to
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identify high-order structures from multi-variate time series. In this work, we reconstruct the simplex structures

of  a  network  based  on  synchronization  dynamics  between  network  nodes.  More  specifically,  we  construct  a

topological structure of network by examining the temporal synchronization of phase time series data derived

from the Kuramoto-Sakaguchi (KS) model. In addition, we show that there is an analytical relationship between

the  Laplacian  matrix  of  the  network  and  phase  variables  of  the  linearized  KS  model.  Our  method  identifies

structural symmetric nodes within a network, which therefore builds a correlation between node synchronization

behavior  and  network’s  symmetry.  This  representation  allows  for  identifying  high-order  network  structure,

showing  its  advantages  over  statistical  methods.  In  addition,  remote  synchronization  is  a  complex  dynamical

process, where spatially separated nodes within a network can synchronize their states despite the lack of direct

interaction.  Furthermore,  through  numerical  simulations,  we  observe  the  strong  correlation  between  remote

synchronization  among  indirectly  interacting  nodes  and  the  network’s  underlying  symmetry.  This  finding

reveals the intricate relationship between network structure and the dynamical process. In summary, we propose

a  powerful  tool  for  analyzing  complex  networks,  in  particular  uncovering  the  interplay  between  network

structure  and  dynamics.  We  provide  novel  insights  for  further  exploring  and  understanding  the  high-order

interactions and the underlying symmetry of complex networks.

Keywords: complex network, simplex, phase synchronization, high order interaction

PACS: 05.45.–a, 05.45.Xt, 89.75.Fb, 89.75.Hc 　DOI: 10.7498/aps.73.20240334
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