
 

各向异性界面动力学对深胞晶生长
形态稳定性的影响
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本文采用匹配渐近法和多重变量法, 基于深胞晶生长的定常解, 在考虑了各向异性界面动力学后, 导出

胞晶界面扰动振幅变化率满足的色散关系式及界面形态满足的量子化条件, 研究在各向异性界面动力学的

影响下定向凝固过程中深胞晶生长界面形态的稳定性. 结果表明, 考虑了各向异性界面动力学的深胞晶体生

长的定向凝固系统包含两种整体不稳定机制: 整体振荡不稳定机制和低频不稳定机制. 通过稳定性分析发现,

低阶近似下各向异性界面动力学对整体振荡不稳定机制有着显著影响, 随着各向异性界面动力学参数的增

大, 中性模式产生强振荡的枝晶结构的整体振荡不稳定区域减小. 同时, 界面动力学各向异性参数对系统整

体波动不稳定性的影响随着界面动力学参数的增大而增大.
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1   引　言

V

V

V

VC

定向凝固过程中晶体形态的不稳定性可能会

导致凝固系统的液-固呈现出不同的微观结构, 极

大地影响着产品的质量和性能. 典型的固液界面微

结构形态是胞晶和枝晶. 在定向凝固过程中, 胞晶

和枝晶界面形态在很大程度上取决于拉速  
[1]. 图 1

展示了随着拉速  增加, 定向凝固过程中出现的胞

晶列和枝晶列结构图 [2], 当拉速  足够小时, 可假

定固液界面是平直界面, 随着拉速逐渐增大, 界面

逐次演化为弯曲的小振幅胞晶界面、振幅较大的深

胞晶界面, 在超过某个临界值  时, 深胞晶界面继

续演化为枝晶界面. 因此, 对凝固系统界面结构及

其稳定性的研究是材料科学的重要课题之一, 在过

去的几十年里引起了人们的广泛关注 .  Mullins

和 Sekerka[3,4] 首先研究了晶体生长的界面稳定性,

λ0 ≈ 1

H1 H3

并提出了平滑界面线性稳定性理论 (M-S理论), 为

研究固液界面形态特征提供了重要依据. Langer[5]

讨论了定向凝固中的非线性效应, 发现在这种情

况下出现的非平面胞晶界面与流体力学中的对流

模式具有相似性 . Pelcé与 Pumir[6] 和 Dombre与

Haankim[7] 分别研究了小 Péclet数和   情况

下胞晶生长的定常态, 发现定向凝固过程中胞晶生

长与 Hele-Shaw流中粘指生长具有内在相似性 .

Pelcé[8], Karma 和 Pelcé[9], Benamar等 [10] 分别在

对于定常针晶的研究中, 为了使问题在对根部无穷

远渐近条件的情况下有解, 引入了界面条件中的各

向异性, 形成了微观可解性条件 (MSC)理论, 认为

沿固液界面方向的表面张力各向异性在界面形态

选择中起着极其重要的作用. Xu[11–13] 提出的界面

波 (IFW)理论则揭示了枝晶生长属于波动现象中

的一种, 晶体界面上的枝状结构是从尖端到根部的

两种界面行波  和  的相互作用与叠加, 该理论
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采用符合物理学原理的数学模型, 可以系统地研究

各种晶体生长.

大量的研究表明, 界面动力学各向异性是影响

晶体生长形态演化与微观组织选择的一个非常重

要的参数. Trivedi等 [14] 研究发现, 界面动力学各

向异性会使胞晶界面发生倾斜, 晶体不会总是沿着

热流方向生长. Coriell与 Sekerka[15] 和Young等 [16]

对界面动力学各向异性的研究表明, 扰动波除了沿

垂直界面传播, 还存在一个沿平行界面传播的平行

波, 而后者造成胞晶生长方向偏离热流方向. 袁训

锋 [17] 采用耦合流场的Wheeler相场模型, 对界面

动力学各向异性作用下的纯镍凝固中的枝晶生长

进行模拟, 揭示了其对枝晶形貌及尖端生长行为产

生的影响. 王自东等 [18,19] 用渐近方法研究了具有

各向异性界面原子附着动力学的过冷熔体中粒子

的形态模式, 揭示了晶粒生长初期粒子局部向内凹

的生长和取向选择的变化. 随着界面原子附着动力

学各向异性参数的系统改变, 颗粒的优先生长方向

不断地从一个优先生长方向改变到另一个优先生

长方向, 产生了具有各种形态的花瓣状图案, 与Chen

等 [20] 得到的实验结果相一致 (见图 2). 以上研究

均说明了各向异性界面动力学对晶体形貌具有的

影响. 本文采用多重变量法和匹配渐近法对考虑了

各向异性界面动力学参数的深胞晶生长界面稳定

性进行研究. 

2   定向凝固系统的数学模型

V

GT C C∞

µ = µ0 [1 + β4cos (4θ)] µ0

θ

β4

lw TM0 kD

lt

lD = kD/V ∆H

lc = γcpρTM0 γ ρ

cp

W = lW/lt

lt V

lt/V ∆H/ (cpρ) C∞

ε =
√
Γ =

√
lc/lt

Peclet Pe = εP̂ e P̂ e = O(1)

G =
lD

∆M/(cpρ)
GT

M = − mC∞

∆M/(cpρ)
m < 0

λG = lD/lG lG = −mC∞/GT

E = ∆H/ (cpρTM)

考虑二维空间下定向凝固的深胞晶生长, 样本

材料位于 Hele-Shaw生长室的二元合金熔体, 这是

一个细长的生长室, 可以看作二维空间 Oxy 下的定

向凝固过程, 原点位于胞晶尖端. 固相中溶质的

扩散忽略不计, 其他热力学性质相同, 且系统内

无对流. 界面的拉动速度为  , 方向指向上液相方

向 , 温度梯度为   , 浓度为   , 远场浓度为  

(本文指摩尔百分比), 深胞晶生长满足热传导方

程、溶质扩散方程、界面方程, 包括热平衡条件、

Gibbs-Thomson条件、熵守恒条件、溶质守恒条件

和界面分离条件. 各向异性界面动力学用四重对称

函数  表示, 其中  为各向同

性界面动力学系数,    为界面法向量与 Oy 轴之间

的夹角,   为各向异性界面动力学系数. 胞晶列周

期为  , 纯熔体温度为  , 溶质扩散率为  , 假

设深胞晶尖端曲率半径   远小于溶质扩散长度

 , 单位体积内固相产生的潜热为   ,

毛细长度为  , 其中  为表面张力,   为

熔体密度 ,    为液相比热容 , 定义主间距参数

 . 为了进行渐近分析, 对系统进行无量纲

化, 选取深胞晶尖端  为长度尺度,   为速度尺度,

 为时间尺度,   为温度尺度,   为浓

度尺度. 进一步选小参数   为界面

稳定性参数,    数   , 其中   .

无量纲化的温度梯度为   , 形态

学参数为  , 其中  是相图中

液相线的斜率. 参数  ,   ,

 , 深胞晶生长满足的热传导方

 

(a) (b) (c)

V图 1    随着拉速   增加, 定向凝固过程中出现的胞晶列和

枝晶列结构的实验照片　(a)浅胞 [2]; (b)深胞列 [2]; (c)枝晶

列 [2]

Fig. 1. Experimental photos  of  the  cell  and dendrite   struc-

tures  that  appear  during  directional  solidification  as  the

pulling  speed V  increases:  (a)  Shallow  cellular[2];  (b)  deep

cellular arrays[2]; (c) dendritic arrays[2].
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图 2    (a) 理论图 [18]; (b) 实验图 [20]

Fig. 2. (a) Theoretical graph[18]; (b) experimental graph[20].
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W

(ξ, η)

程、溶质扩散方程以及界面条件转化为无量纲的控

制方程. 深胞晶界面形态具有周期性, 只需研究胞

晶界面单个周期的界面形态, 每个胞晶宽度为  .

基于 Saffmen-Taylor解构造曲线坐标系 [21]
  ,

它与平面直角坐标系的关系为 

x =WX (ξ, η) =W
{
λ0ξ −

2 (1− λ0)

π

× arctan
[

(1− eπη) sin(πξ)
(cos(πξ) + 1)(1 + eπη)

]}
, (1)

 

y =WY (ξ, η) =W
[
2 (1− λ0) η

+
1− λ0

π
ln
e2πη + 2eπη cos (πξ) + 1

4

]
, (2)

λ0 W其中  是胞晶相对宽度, 与主间距参数  有关.

(ξ, η)

T (ξ, η, ε)=εG[WY (ξ, η)−
y0] +O

(
ε2
)

{CB(ξ, η, t, ε), ηB(ξ, t, ε)}
{C̃(ξ, η, t, ε), η̃s(ξ, t, ε)} λ0

y∗0 W

在曲线坐标系   下, 生长区内的温度分布

可以近似表示为线性方程 

 . 在进行稳定性分析时, 把深胞晶生长

的非稳态解表示为基态解 

和扰动态解  的叠加. 假定 

是给定常数, 则胞晶尖端位置  和主间距  无扰

动, 定常基态解表示为 [22]
 

CB(ξ, η, ε) = y∗0 + εP̂ e{y∗1 −WλGY (ξ, η)

+Wη[λG − (y∗0 − 1)]}+ · · · , (3)

其中
 

y∗0 =
1 + λG(1− λ0)

1− λ0(1− k)
,

y∗1 = −2W (1− k)λG(1− λ0) ln 2
π [(1− k)λ0 − 1]

,

λ0 =
y∗0 − 1− λG

(1− k)y∗0 − λG
,

W =
π(1− λ0)

2λ20
+ · · · , (ε→ 0).

线性扰动系统满足控制方程:
 

∂2C̃

∂ξ2
+
∂2C̃

∂η2
= εWP̂e

(
G2 ∂C̃

∂t
− Yξ

∂C̃

∂ξ
−Xξ

∂C̃

∂η

)
.

(4)

η = ηB相应的边界条件: 在界面  处, 有 Gibbs-Tho-

mson条件和质量守恒条件:
 

 

∂C

∂ηB
η̃s + C̃ = − ελGWP̂e

∂Y (ξ, ηB)

∂ηB
η̃s −

ε2

MW

{
K1η̃s′+K2η̃s′′+

∂K[ηB]

∂ηB
η̃s

}

− ε2P̂ e2E−1m∗

MG0

{(
M1η̃s +M2

∂η̃s
∂ξ

)
[Yη (ξ, 0) + Yηη (ξ, 0) (ηB + η̃s) − Yξ (ξ, 0)

×
(
∂ηB
∂ξ

+
∂η̃s
∂ξ

)]
−
(
M0 +M1ηB +M2

∂ηB
∂ξ

) [
Yηη (ξ, 0) η̃s − Yξ (ξ, 0)

∂η̃s
∂ξ

]}
, (5)

 

∂2CB

∂ηB2
η̃s +

∂C̃

∂ηB
− ∂η̃s
∂ξ

(
∂CB

∂ξ
+
∂C̃

∂ξ

)
− ∂ηB

∂ξ

∂C̃

∂ξ
− ∂ηB

∂ξ
η̃s
∂2CB

∂ξ∂η
− εWP̂e (1− k)

×
(
∂CB

∂ηB
η̃s + C̃

)[
Yξ

(
∂ηB
∂ξ

+
∂η̃s
∂ξ

)
− Yη −G2

(
∂ηB
∂t

+
∂η̃s
∂t

)
+ Yξη

∂ηB
∂ξ

η̃s − Yηη η̃s

]

− εWP̂e (1− k)CB

(
Yξ
∂η̃s
∂ξ

−G2 ∂η̃s
∂t

+ Yξη
∂ηB
∂ξ

η̃s − Yηη η̃s

)
+ (h.o.t) = 0, (6)

其中
 

K{ηs} = K0 +K1ηs′+K2ηs′′,

K0 = − Π0

G0
3(1 + ηs′2)1/2

, K1 = − Π1

G0
3(1 + ηs′2)1/2

, K2 = − 1

G0
3(1 + ηs′2)3/2

,

Π0 = YξξXξ −XξξYξ, Π1 = XξξXξ + YξξYξ,

G (ξ, ηB) =

√
Xξ

2 + Yξ
2, G0 (ξ) = G (ξ, 0) =

√
λ0

2 + (1− λ0)
2tan2 (πξ/2),
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M0(ξ) =
1

H ∗

[(
2λ20 − 2λ0 + 1

)
+ (2λ0 − 1) cos (πξ)

]2
,

M1(ξ) =
16

H2
∗
λ0πβ4(1− λ0)

3
(cos (πξ)− 1)

[(
2λ20 − 2λ0 + 1

)
cos (πξ) + (2λ0 − 1)

]
×
[(
2λ20 − 2λ0 + 1

)
+ (2λ0 − 1) cos (πξ)

]
,

M2(ξ) = − 16

H2
∗
λ0β4 (1− λ0) sin (πξ) [

(
2λ20 − 2λ0 + 1

)
cos (πξ) + (2λ0 − 1)]

×
[(
2λ20 − 2λ0 + 1

)
+ (2λ0 − 1) cos (πξ)

]2
,

 

H∗(ξ) =
[(
1− 4λ0 + 8λ0

2 − 8λ0
3 + 4λ0

4
)
+
(
1− 4λ0 + 8λ0

3 − 4λ0
4
)
β4
]

− 2
[(
1− 4λ0 + 6λ0

2 − 4λ0
3
)
+
(
1− 4λ0 + 6λ0

2 − 4λ0
3
)
β4
]
cos (πξ)

+
[(
1− 4λ0 + 4λ0

2
)
+
(
1− 4λ0 + 12λ0

2 − 16λ0
3 + 8λ0

4
)
β4
]
cos2 (πξ) .

由于系统的一阶近似解存在一个特殊的简单

拐点, 在拐点附近, 多变量展开 (MVE)方法失效,

为了求全局解, 必须将整个复平面划分为外部区域

和拐点附近的根部区域 [11](见图 3). 下面将在外部

区域和根部区域分别求出渐近解, 然后将它们匹配

得到在整个区域的一致有效渐近解.
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-4
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-1

0
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



图 3　胞晶列界面图的尖端 (A)和根部底端 (B)

Fig. 3. A sketch of cellular-line interface: The cellular tip (A)

and the bottom of the root (B).
 

3   外部区域渐近解
 

3.1    首级近似系统

应用多重变量法求扰动态的渐近解, 定义快变

量 [23]:
 

t+ =
1√
ε
σt, ξ+ =

1√
ε
ϕ (ξ, η) =

1√
ε

∫ ξ

ξ0

k (ξ1, η) dξ1,

η+ =
1√
ε
ψ (ξ, η) =

1√
ε

∫ η

0

k (ξ, η1) dη1 . (7)

ε→ 0寻求扰动态解在  时的渐近展开式: 

C̃ (ξ, η, ξ+, η+, t+, ε)

∼ ε[µ̃0 (ε) C̃0 (ξ, η, ξ+, η+)

+ ε
1
2 µ̃1 (ε) C̃1 (ξ, η, ξ+, η+) + · · · ]et+ ,

η̃s (ξ, ξ+, t+, ε)∼[b̃0 (ε) h̃0 (ξ, ξ+)

+ ε
1
2 b̃1 (ε) h̃1 (ξ, ξ+) + · · · ]et+ ,

k(ξ, η, ε)∼k0((ξ, η))+ε
1
2 k1((ξ, η))+· · · ,

g (ξ, η, ε)∼g0 (ξ, η) + ε
1
2 g1 (ξ, η) + · · · . (8)

将 (8)式代入 (4)式—(6)式, 得到该系统首级近似

的控制方程为 

∂2C0

∂ξ2+
+
∂2C0

∂η2+
= 0. (9)

η → ∞ C̃0 → 0

ξ = ±1 ∂C̃0/∂ξ = 0 η =

η+ = 0

边界条件: 在上流远场处, 当  时, 有  ;

在侧壁区域, 当  , 有  ; 在界面 

 处 , 有 Gibbs-Thomson条件和质量守恒

条件: 

C̃0 = −WP̂e (λG − y∗0 + 1) h̃0

+
k20

MWG0 (ξ)

∂2h̃0
∂ξ2

, (10)
 

k0
∂C̃0

∂η+
+ σ0WP̂e (1− k) y∗0G

2
0ĥ0 + k0WP̂e

× [λG − (1− k) y∗0]Yξ,0 (ξ)
∂h̃0
∂ξ+

= 0. (11)

首级近似方程 (9)具有一般模式解: 

C̃0 = Ã0(ξ, η) exp
{
iξ+ − η+

}
, h̃0 = D̃0{iξ+}, (12)
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D̃0  是任意常复数. 由 (10)式—(12)式, 导出色散

公式: 

σ0 =
k0(ρ)P (ρ)

Λ̄0λ0S2(ρ)

[
(1− iρ)− k20 (ρ)P

2 (ρ)

Λ̄1λ20S (ρ)

]
, (13)

 

σe =
ke (ρ)

S2 (ρ)

[
(1− iρ)− k2e (ρ)

S (ρ)

]
=

Λ̄0√
Λ̄1

σ0, (14)

其中 

Λ̄0 =
(1− k)y∗0

(1− k)y∗0 − λG
> 0,

Λ̄1 =MW 2P̂ e[(1− k)y∗0 − λG] > 0,
 

ρ = −Yξ (ξ, 0)
λ0

=

(
1− λ0
λ0

)
tan
(
πξ
2

)
,

S (ρ) =
√
1 + ρ2,

 

P (ρ) =
dρ
dξ

=
π
2a

(ρ+ ai) (ρ− ai) ,

a =
1− λ0
λ0

, ke (ρ) =
k0 (ρ)P (ρ)√

Λ1λ0
.

解得方程 (14)的三个根为 

k(1)e (ρ) =M(ρ) cos
{
1

3
arccos

[
σe
N(ρ)

]}
,

k(2)e (ρ)=M(ρ) cos
{
1

3
arccos

[
σe
N(ρ)

]
+
2

3
π
}
,

k(3)e (ρ)=M(ρ) cos
{
1

3
arccos

[
σe
N(ρ)

]
+
4

3
π
}
, (15)

其中 

M (ρ) =

√
4

3
S (ρ) (1− iρ),

 

N (ρ) = −M(ρ) (1− iρ)
3S2 (ρ)

.

ke
(1) (ρ)

H1 (ρ) k
(3)
e (ρ) H3 (ρ) C̃0 → 0

注意到在远场区域, 只有波函数  的解

 和波函数   的解   满足   .

因此, 外部区域的通解可以被表示为两个基本界面

行波的组合: 

h̃0 (ρ) =

D1 exp
{

i√
ε

∫ ρ

ρ0

[k
(1)
0 (ρ1, 0) + εk

(1)
1 (ρ1, 0) + · · · ]dρ1

}

+D3 exp
{

i√
ε

∫ ρ

ρ0

[k
(3)
0 (ρ1, 0)+εk

(3)
1 (ρ1, 0)+· · · ]dρ1

}
,

(16)

D1, D3 ρ ρ这里   是在复平面   上沿   的实轴的分段

常数. 

3.2    一级近似系统

浓度场满足的一级近似控制方程为 

∂2C1

∂ξ2+
+
∂2C1

∂η2+
= 0. (17)

根据一般模式解: 

C̃1 = Ã1(ξ, η) exp
{
iξ+ − η+

}
,

h̃1 = D̃1{iξ+}. (18)

得到 Gibbs-Thomson条件和质量守恒条件: 

Â1 + J1D̃1 = I1D̃0, (19)
 

−k0Â1 + J2D̃1 = I2D̃0, (20)

其中
 

 

J1 =WP̂e(λG − y∗0 + 1) +
k20

MWG0
,

I1 = − k0h1

[
WP̂e(λG − y∗0 + 1) +

k20
MWG0

]
− 2k0k1
MWG0

− P̂ e2E−1m∗

MG0
(M2k0Yη −M0k0Yξ,0) i,

J2 =WP̂e(λG − (1− k)y∗0)Yξ(ξ, 0)ik0 +WP̂e(1− k)y∗0G
2
0σ0,

I2 = −Q0 + k20h1

[
WP̂e(λG − y∗0 + 1) +

k20
MWG0

]
− k1

[
WP̂e(λG − y∗0 + 1) +

k20
MWG0

+WP̂eλGYξ(ξ, 0)i
]

+WP̂e[λG − (1− k)y∗0]Yηη(ξ, 0)−WP̂e(1− k)y∗0G
2
0σ1 +WP̂e(1− k)y∗0Yξ(ξ, 0)k1i.

Â1(ξ) = Ã1(ξ, 0)这里  .

I1 I2根据  ,   , 方程 (19)、方程 (20)联立的方程组有非平凡解的相容性条件为
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k1F (ξ) = Q0 −WP̂e[λG − (1− k)y∗0]Yηη(ξ, 0) +WP̂e(1− k)y∗0G
2
0σ1

+
P̂ e2E−1m∗

MG0
i
{
− 16

H2
∗
λ0β4 (1− λ0) sin (πξ)× [

(
2λ20 − 2λ0 + 1

)
cos (πξ)

+ (2λ0 − 1)]
[(
2λ20 − 2λ0 + 1

)
+ (2λ0 − 1) cos (πξ)

]2
k0Yη

− 1

H ∗

[(
2λ20 − 2λ0 + 1

)
+ (2λ0 − 1) cos (πξ)

]2
k0Yξ,0

}
, (21)

其中
 

F (ξ) = −WP̂e(λG − y∗0 + 1)− 3k20
MWG0

+WP̂e[(1− k)y∗0 − λG]Yξ(ξ, 0)i

= F0(ξ)−
3k20

MWG0
, (22)

 

F0(ξ) = −WP̂e(λG − y∗0 + 1)

+WP̂e[(1− k)y∗0 − λG]Yξ(ξ, 0)i . (23)

k1 F (ξ)

ξ ζ = ξ + iξI F (ξ)

ξ k0 (ζ, 0)

一级近似解   在   的根处有奇异性, 且根

位于  的扩展复平面  内. 将  等函数

扩展到复   平面内, 波函数   服从扩展后的

色散方程:
 

σ0 =
∑

(k0, ζ) =
k0(ζ, 0)

Λ̄0G2
0(ζ)

{
[λ0 + iYζ(ζ, 0)]

− k20(ζ, 0)

Λ̄1G0(ζ)

}
. (24)

ρ ρc ρ用变量  表示的奇异点  位于复平面  内, 且

满足方程:
 

∂σ0
∂k0

=
∂

∂k0

∑
(k0, ρc) = 0. (25)

结合 (13)式、(24)式和 (25)式, 可以得到
 

σe =
2√
27

(
1− iρc
1 + iρc

) 3
4
=

Λ̄0√
Λ̄1

σ0. (26)

σ0 Λ̄0

Λ̄1
σ0 → 0 ρc → −i σ0

0 ⩽ Re{σ0} ≪ 1 ρc

ρ = −i

该等式有三个复奇异点, 它们皆依赖于   ,    和

 . 当  时, 奇异点  . 由于  是复数,

且   , 则奇异点   位于复平面内且

远离点  . 

σ13.3    特征值的一级近似 

σ0 ζ给定   , 对 (24)式求关于   的全导数和偏导

数, 有 

k′0 (ζ)

k0 (ζ)
=
R0 (ζ)

F (ζ)
, (27)

其中 

R0 (ζ) =
k0

Λ̄0Λ̄1G0

{
3G′

0

G0

[
(λ0 + iYζ,0) Λ̄1G0 − k0

2
]

−
[
(λ0 + iYζ,0) Λ̄1G0

]′}
.

ζ→ζc F (ζc)F
′(ζc)=O(1) F (ζ)∝(ζ − ζc)

1
2当  时, 有  或  .

则 (21)式化为 

k1 (ξ) =
R1 (ξ)

F (ξ)
− i

R2 (ξ)

F (ξ)

k′0 (ξ)

k0 (ξ)
, (28)

其中
 

 

R1(ξ) = − ik20
MW

∂

∂ξ

[
1

G0(ξ)

]
−WP̂e[λG − (1− k)y∗0]Yηη(ξ, 0) +WP̂e(1− k)y∗0G0

2(ξ)σ1

+
P̂ e2E−1m∗

MG0(ξ)
i

{
− 16

H2
∗
λ0β4 (1− λ0) sin (π ξ)× [

(
2λ20 − 2λ0 + 1

)
cos (π ξ)

+ (2λ0 − 1)]×
[(
2λ20 − 2λ0 + 1

)
+ (2λ0 − 1) cos (π ξ)

]2
k0Yη

− 1

H∗

[(
2λ20 − 2λ0 + 1

)
+ (2λ0 − 1) cos (π ξ)

]2
k0Yξ,0

}
,

R2(ξ) =
2k20

MWG0(ξ)
.

k1 (ζ) ζc ζ → ζc从 (28)式可知,   有一个孤立奇点  , 当  时, 有 
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k1 (ζ) =
m1R1 (ζc)

(ζ − ζc)
1/2

+
m2

(ζ − ζc)
. (29)

m1 = m2 = O (1)这里  .

k1 (ζ) ζc

R1 (ζc) = 0 ζc k1 (ζ) σ1

在复平面上, 函数  是一个解析函数, 它可以在奇异点  附近展开为 Laurent级数. 由 (29)式可

知,   , 奇异点  是  的单极点, 则有特征值的一级近似  的表达式为 

σ1 =
1

WP̂e (1− k) y∗0G2
0

⟨
−iF0 (ζc)

3

G′
0 (ζc)

G0 (ζc)
+WP̂e [λG − (1− k) y∗0]Yηη (ζc, 0)

− P̂ e2E−1m∗

MG0(ξ)
i
{
− 16

H2
∗
λ0β4 (1− λ0) sin (π ξ) [

(
2λ20 − 2λ0 + 1

)
cos (π ξ)

+ (2λ0 − 1)]
[(
2λ20 − 2λ0 + 1

)
+ (2λ0 − 1) cos (π ξ)

]2
k0Yη

− 1

H∗

[(
2λ20 − 2λ0 + 1

)
+ (2λ0 − 1) cos (π ξ)

]2
k0Yξ,0

}⟩
. (30)

 

(ζc, 0)4   奇异点  附近的内解

引进内变量 [23]:
 

ζ∗ =
ζ − ζc
εα

, η∗ =
η

εα
. (31)

α这里  待定. 把内解作渐近展开:
 

C̃∗(ζ∗, η∗, t+, ε) = ε[ṽ0(ε)C̃∗0(ζ∗, η∗)

+ ṽ1(ε)C̃∗1(ζ∗, η∗) + · · · ]et+ ,

η∗s(ζ∗, t+, ε) = [ṽ0(ε)h̃∗0(ζ∗)

+ ṽ1(ε)h̃∗1(ζ∗) + · · · ]et+ . (32)

结合 (4)式—(6)式和 (32)式, 内解满足控制

方程:
 

∂2C̃∗0

∂ξ2∗
+
∂2C̃∗0

∂η2∗
= 0. (33)

η∗ = 0当   时, 有 Gibbs-Thomson条件和质量

守恒条件:
 

C̃∗0 = −WP̂e [λG − (y∗0 − 1)] h̃∗0

+
ε1−2α

MWG0

∂2h̃∗0
∂ζ2∗

, (34)
 

∂C̃∗0

∂η∗
+WP̂e [λG − (1− k) y∗0]Yξ,0

∂h̃∗0
∂ζ∗

+ εα−
1
2WP̂e (1− k) y∗0σ0G0

2h̃∗0 = 0. (35)

∂C̃∗0

∂η∗
= i

∂C̃∗0

∂ζ∗
根据解析性   , 并分别对外部和

内部区域的解应用以下变换:
 

h̃0 (ρ) = W̃0 (ρ) exp
{

i√
ε

∫ ρ

ρc

kc (ρ1) dρ1
}
,

h̃∗0 (ρ∗) = W̃∗0 (ρ∗) exp
{

i√
ε

∫ ρ

ρc

kc (ρ1) dρ1
}
.

ρ∗ = (ρ− ρc)/ε
α kc (ρ1)

kc =

√
Λ̄1λ

2
0S(ρ)(1− iρ)
3P 2(ρ)

这里内变量   , 参照函数   待

定. 通过令  , 可得到
 

ε1−2αP 3 (ρ)
∂3W̃∗0 (ρ∗)

∂ρ3∗

+ ε1/2−αiλ0P 2 (ρ)
√
3Λ̄1S (ρ) (1− iρ)

∂2W̃∗0 (ρ∗)

∂ρ2∗

− iεα−1/2W 2MP̂e (1− k) y∗0

×

[
σ0 −

2√
27

√
Λ̄1

Λ̄0

(1− iρ)3/2

S3/2 (ρ)

]
λ30S

3(ρ)W̃∗0 (ρ∗)

+ (h.o.t) = 0. (36)

ρ = ±i,

±ia, ρc

方程 (36)有五个孤立的奇异点和拐点 :   

 . 由于
 

σ0 =
2√
27

√
Λ̄1

Λ̄0

(
1− iρc
1 + iρc

)3/4

. (37)

ρc |σ0| = O (1)

|σ0| ≪ 1

在拐点  附近, 需要考虑两种情况: 1)   ,

2)   . 以统一的形式得到两种情况下的连接

条件:
 

D1

D3
=−i2cos (vπ)=2cos (vπ) e−

1
2 πi, D3=D

′
3, (38)

 

D1

D3
= 0, D3 = D′

3 . (39)
 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 11 (2024)    118101

118101-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


5   稳定性分析

1) σ0 = σR − iω(ω >

0) Re{h̃0(ρ, t)} =

Re
{
H(ρ)exp(σ0t/

√
ε)
}

H(ρ)=D1H1+D3H3

情况  导致复特征值的频谱 

 , 外 部 区 域 的 物 理 解 表 示 为  

 , 其中   ,

令 

d1 = D1 exp
{
− i√

ε

∫ ρc

0

k̃
(1)
0 dρ

}
,

d3 = D3 exp
{
− i√

ε

∫ ρc

0

k̃
(3)
0 dρ

}
.

则有 

d1
d3

= −i exp
{
− i√

ε

∫ ρc

0

(
k̃
(1)
0 − k̃

(3)
0

)
dρ
}
. (40)

d1 d3根据尖端光滑性条件,    ,    还须满足以下

条件: 

对称S-模式 : d3/d1 = −k̃(1)0 (0)/k̃
(3)
0 (0);

反对称A-模式 : d1 = −d3. (41)

根据 (40)式—(41)式, 得到量子化条件: 

1

εe

∫ ρc

0

(k̂
(1)
0 − k̂

(3)
0 )dρ

=

(
2n+ 1 +

1

2
+ θ0

)
π− i lnα0,

(n = 0, ± 1, ± 2, · · ·) . (42)

k̂
(i)
0 (ρ) =

k
(i)
0 (ρ)

G(ρ)
=

k̃
(i)
0 (ρ)

λ0
√
Λ̄1

这里  . 且满足:
 

S-模式 : α0eiθ0π = k̃
(1)
0 (0)/k̃

(3)
0 (0);

A-模式 : α0 = 1, θ0 = 0.

|σ0| = O (1)

{σ0,n} (n = 0, 1, 2, · · ·)

σ0

ε λ0, P̂ e

σR = 0

ε = ε∗,n (n = 0, 1, 2, · · ·) ε∗ = ε∗,0 > ε∗,1 >

ε∗,2 > · · ·

量子化条件 (42)式确定了特征值 

的谱:    . 这样的谱产生 S-模

式和 A-模式两个模式的离散本征模式列 . 图 4

给出了量子化条件 (42)式下特征值   随稳定性

参数   变化曲线图, 可以看到, 给定   和其他

物理参数 , 系统允许一种中性稳定模式   ,

此 时   且  

 , 这些模式表现为沿着界面传播的行波,

故也称整体振荡不稳定性机制为整体行波 (GTW)

机制.

此外, 由于 

y∗0 =
1 + λG (1− λ0)

1− λ0 (1− k)
,

Λ̄1 =MW 2P̂ e [(1− k) y∗0 − λG] λ0则参数   仍是   的

函数.

R {σ0} = 0

ε∗

R {σ0 + εσ1} = 0 ε∗

首级近似下, 可以利用   (R{ }表示

求实部)来计算临界稳定数  的值, 一级近似下则

利用   来计算   的值. 为单独检测

每一个操作条件对特征值的影响, 采用新的操作

参数: 

εc =

√
lcV

kD
, λG =

Gc

ε2c
, Λ̄1 = P̂ eΛ1, Gc =

lc
lG
,

 

Λ1 =MW 2
[
(1− k)y∗0 −Gc/ε

2
c

]
,

P̂ e = ε2c/ε
3, εe = ε2/(λ0

√
Λ1εc).

n

ε > ε∗

ε < ε∗

n = 0, 1, 2

(λ0, ε∗)

λ0

通过计算 A-模式和 S-模式的量子化条件发

现, 对同一个   , S-模式比 A-模式更危险. 可以得

到稳定性判据为 , 当   时 , 深胞晶的生长是

稳定的, 当   时, 深胞晶的生长是不稳定的.

图 5(a)和图 5(b)分别展示了首级近似和一级近似

下  时的 GTW-S中性模式曲线图, 首级

近似下  曲线图与 Niu和 Jiang[24] 的结果相

同, 且界面动力学各向异性参数不起作用, 在  固
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定的情况下,   是最危险的模式, 即  时最

不稳定, 其次是  , 最后是  . 通过对比首

级近似和一级近似在  时的中性模式曲线, 发

现在各向异性的影响下, 一级近似下的   相比首

级近似下的  较小. 图 6给出了各向异性界面动力

学参数  分别为  情况下的 GTW-S

中性模式   曲线图, 其中   的情况与文

献 [24]的结果相同. 取相同的   ,    随着各向异

性界面动力学参数的增大而减小, 即界面动力学各

向异性越大, 系统越稳定. 图 7中展示了在一级近

似下, 动力学参数  和各向异性动力学参数  分

别取两个不同的值时所对应的 GTW-S中性模式

 曲线图, 发现参数  对系统不稳定性的影

响随着  的增大而增大, 且在参数  不为  时, 界

面动力学参数  增大后对系统的影响更加显著.
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图 7　一级近似下的GTW-S中性模式曲线  . 参数分

别为 

  =  

  

(n = 0)
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78×10−4 K/μm, V =16 μm/s, εc=0.005338, M=0.09552

Gc=0.14485× 10−4, k=0.29, λG = 0.4989,

Fig. 7. The neutral curves of the GTW-S-modes    in

the first-order approximation. The case    ,   

 ,

  E = 0.25.
 

(S) (Os.U)
综上, GTW-S中性模式曲线将平面分为两个

区域: 稳定性区域  、不稳定性区域  , 得到

系统的振荡稳定性判据:

(ε, λ0) ∈ (S)1)   , 稳定;

(ε, λ0) ∈ (Os.U)2)   , 不稳定.

2)情况   导致实特征值的频谱, 系统允许对称

模式和反对称模式两种类型的整体低频模式, 由于

在特征值的首级近似中, 界面动力学各向异性参数

不影响系统在该模式下的稳定性, 此情况暂不做论

述, 后续将继续研究一级近似下各向异性参数对稳

定性的影响. 

 

0

 *

0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80

0.006

0.008

0.010

0.012

0.014

0.016

(Os.U)

(S)

=1
=0

=2

(a)

0.004

 * 0.010

0

0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80

0.006

0.004

0.008

0.012

0.014

0.016

(Os.U)

(S)

=1
=0

=2

(b)

V = 16 μm/s, C∞ =

1.2%, GT = 78× 10−4 K/μm, εc = 0.5338× 10−2, M

0.09552, k = 0.29, m∗ = 1, Gc = 0.14485× 10−4, λG

0.4989, E = 0.25, β4 = 0.6

图 5    GTW-S中性模式曲线. 参数分别为 

    =

 =

 　(a) 首级近似 [24]; (b) 一级近似

V = 16 μm/s, C∞ = 1.2%, GT = 78 × 10−4 K/μm, εc =

0.5338× 10−2, M = 0.09552, k = 0.29, m∗ = 1, Gc =

0.14485× 10−4, λG = 0.4989, E = 0.25, β4 = 0.6

Fig. 5. The neutral curves of the GTW-S-modes for the case

   

    

    : (a) Le-

ading-order approximation[24]; (b) first-order approximation.
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图 6    一级近似下的 GTW-S中性模式曲线   . 参数

分别为  
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Fig. 6. The neutral curves of the GTW-S-modes    in

the  first-order  approximation  for  the  case    ,
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6   结　论

ε∗

n = 0

m∗

本文基于界面波理论, 建立在定向凝固过程中

界面动力学为各向异性时深胞晶生长的数学模型,

再利用多重变量法和匹配渐近法, 研究了各向异性

界面动力学对定向凝固过程中深胞晶生长界面形

态稳定性的影响. 加入各向异性后系统有两种整体

不稳定性机制: 整体波动不稳定性机制、低频不稳

定性机制. 深胞晶生长的界面形态稳定性取决于一

个重要的临界稳定数   , 该值与界面动力学各向

异性系数的取值密切相关. 低阶时复特征值的频谱

导致整体波动不稳定性, 实特征值的频谱则导致低

频不稳定性, 稳定性分析表明, 在其他参数固定的

情况下, 中性模式下产生强振荡的枝晶结构的整体

波动不稳定性中, GTW-S模式下   的情况最

为危险, 且界面动力学各向异性参数越大, 系统的

整体波动不稳定性的不稳定区域越小; 同时界面动

力学参数  越大, 界面动力学各向异性对系统不

稳定性的影响也越大.
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Abstract

ε → 0

β4

(Os.U)

In  this  paper,  based  on  the  steady  solution  of  deep  cellular  crystal  growth,  the  matching  asymptotic

method and multiple variable method are used to obtain the dispersion relation and the quantization condition

of  the interfacial  morphology in directional  solidification process  when the interfacial  dynamics  is  anisotropic.

The stability of interfacial morphology of deep cell growth during directional solidification under the influence of

anisotropic interfacial dynamics is studied.

　　The mathematical model of the oriented solidification system is established, and the overall ground state

solution of the constant cellular growth is taken as the ground state, and the unsteady state solution of the deep

cellular  growth  is  expressed  as  the  superposition  of  the  ground state  solution  and  the  perturbation  dynamics

solution when the stability analysis is carried out. The thermodynamic conditions in the mathematical model of

the problem constitute a regenerative problem together with the boundary conditions. The asymptotic solution

of the cellular crystal growth when     can be found by dividing the cellular crystal growth region into an

outer  region far  from the root  and a region near  the root,  with an asymptotic  solution found in the external

region and the root region, respectively, and then matching them to obtain a consistent and effective asymptotic

solution in the whole region. The asymptotic solution of the model in the external region is derived to obtain a

first-order approximation of the eigenvalues. The inner solutions are matched with the outer solutions based on

the  vicinity  of  the  singularity  to  obtain  the  global  solutions  and  quantization  conditions  of  the  system,  and

finally  the  stability  analysis  is  conducted.  The  results  show that  the  directional  solidification  system of  deep

cellular  crystal  growth  considering  anisotropic  interfacial  kinetics  contains  two  global  instability  mechanisms:

global  oscillation  instability  and  low-frequency  instability.  The  stability  analysis  shows  that  the  anisotropic

interfacial  kinetics  has  a  significant  effect  on  the  global  oscillatory  instability  mechanism  in  the  low  order

approximation.  With  the  increase  of  the  anisotropic  interfacial  kinetics  parameter    ,  the  global  oscillatory

instability region   of the dendrite structure with strong oscillation in neutral mode decreases. At the same

time,  the  influence  of  interfacial  dynamic  anisotropy  parameters  on  the  overall  oscillation  instability  of  the

system increases with interfacial dynamic parameters increasing.
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