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本文研究了受复数准周期势调制的一维耦合链中系统的局域化特性. 通过研究发现随着无序强度增大

的过程中, 系统会经历一个从完全扩展相到中间相, 再转变成完全局域相的局域转变. 通过数值求解不同的

序参量证明了转变过程中完全扩展相, 具有迁移率边的中间相和完全局域相的存在. 并且通过解析推导, 可

以精确求解出扩展相到中间相和中间相到局域相的局域化转变点. 此外, 还研究了系统能谱实-复转变与局域

化转变之间的关系, 发现系统能谱可以经历两次实复转变. 即从完全扩展相到中间相的转变中, 会发生第一

次实复转变, 部分能谱从实数谱转变为复数谱, 但是部分能谱依然保持为实数谱.当系统从中间相转变为完全

局域相时, 系统能谱会完全转变为复数谱. 该研究结果为一维耦合链系统中局域化转变和实复转变的研究提

供了一些新的理解和参考.
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1   引　言

众所周知, 无论是在人造系统还是实验材料之

中, 由于制造工艺的缺陷或者实验环境的不稳定

性, 无序效应的引入是不可避免的, 所以理论的研

究之中, 考虑到无序的影响是非常具有指导意义

的. 而对于无序系统来说, 最出名的现象即安德森

局域化 (Anderson localization). 自 Anderson[1] 在

1958年提出该概念后就一直被人们所关注, 而对

安德森局域化的研究是凝聚态物理中重要课题. 安

德森局域化现象是指在无相互作用的单粒子系统

之中引入无序, 粒子的波函数只会在空间的一小段

区域内有分布, 无法扩散到全空间中. 该现象已经

在各种实验平台中得到了验证, 如冷原子 [2,3]、光子

晶体 [4] 等. 而导致安德森局域化现象的无序机制一

般有随机无序和准周期无序两种. 根据单参数标度

理论 [5], 一维和二维随机系统中粒子的波函数总是

局域化的, 不存在金属绝缘转变, 而三维随机系统

中当无序小于某一阈值时, 系统会出现扩展局域混

合的情况, 即存在金属态到绝缘态的能量边界线,

即为迁移率边 [6]. 但对于准周期无序系统, 该理论

失效, 即在低维准周期无序系统存在扩展-局域转

变. 在准周期系统中, 最著名的是一维 AA (Aubry-

André)模型 [7,8]. 由于 AA模型具有自对偶特性 ,

可以通过调节系统的跃迁和无序强度的比值, 使系

统中所有的本征态发生整体扩展-局域转变, 但并

不存在迁移率边. 而一些广义的 AA模型中, 如引

入长程跃迁 [9,10] 或较为复杂的准周期势 [11], 可以构

造出具有简洁解析形式的迁移率边.

一维耦合链系统是一维格点模型中非常重要

的一类体系, 其存在很多独特的性质. 例如在两种

原子构成一维十字型晶格和三种原子构成的一维

菱形晶格系统中存在着含有不依赖于动量的能带,
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即平带 [12]. 其本征态波函数在实空间上的分布是

严格局域化的 , 被称为紧凑局域态 (compact

localized state, CLS). 近些年, 人们在具有准周期

调制的一维耦合链系统中发现很多新奇的局域性

质. 比如利用两种不同局域特性的耦合链构造多重

分形相 [13]、局域态与不同类型的退局域化态之间

的转变 [14-16], 存在重返局域化现象 [17,18] 等.

另一方面, 近几年, 由于非厄米系统所展现出

的与厄米系统截然不同的独特性质, 使人们越来越

关注非厄米无序系统中的局域化转变. 而无序和非

厄米两者之间的结合会催生一些新奇的物理现象.

例如具有复数准周期势调制的二维非厄米 AA

模型和一维非厄米 AA模型. 在二维非厄米 AA模

型中陈澍等 [19] 使用 Sarnak方法揭示了一种具有

PT对称性的二维非厄米准周期的可解模型, 该模

型具有解析的迁移率边. 而 Longhi[20] 在研究一维

非厄米 AA模型中, 发现系统局域化转变点也对应

着能谱实复转变.

基于以上进展, 本文研究了受复数准周期势调

制, 一维耦合链系统中的局域化转变和能谱实复转

变, 发现通过解析求解, 可以精确确定系统中扩展

相到中间相和中间相到局域相的局域化转变点. 此

外, 发现能谱存在两次实复转变, 从扩展相到中间

相的转变中, 部分能谱从实数谱转变为复数谱, 但

还有部分能谱依然保持为实数谱. 而从中间相转变

为完全局域相时, 能谱会完全转变为复数谱. 

2   理论模型

如图 1所示, 本文考虑了一个由 A 和 B 两种不

同原子链构成的一维耦合链系统. 图中红色实线代

表相同原子链的最近邻跃迁, 黑色虚线代表 A 和

B 两条原子链间的横向跃迁, 黑色实线代表 A 和

B 两条原子链间的交叉跃迁. 对于图 1所示的系

统, 其哈密顿量的形式在紧束缚近似下可以表示为 

H = Hf +Hε. (1)

Hf Hε

Hf

其中,   和  分别为系统的跃迁项部分和加入系

统的无序项部分, 而  的具体形式为 

Hf = td0
∑

n

(
a†nbn + H.c.

)
+ t1

∑
n

(
a†nan+1 + b†nbn+1 + H.c.

)
+ td1

∑
n

(
a†nbn+1 + b†nan+1 + H.c.

)
, (2)

t1 td0 td1 a†n b†n

an bn

Hε

式中,    ,    ,    物理含义同图 1.    和   分别代

表 A 和 B 两条原子链上第 n 格点粒子的产生算

符.    和   分别代表 A 和 B 两条原子链上第 n

格点粒子的湮灭算符 . 这里考虑每条链长度为

L 个格点, 系统总尺寸为 2L 个格点.   为在位势

部分, 其具体形式为 

Hε =
∑

n

(
εA,na

†
nan + εB,nb

†
nbn

)
. (3)

εA,n εB,n

εA,n = εB,n = εn εn = λei2παn

λ = 0 t1 = td1

其中  和  是分别加在A 和B 两条原子链上的

在位势. 这里考虑  且  ,

为复数准周期势. 如果考虑两条链上的调制强度不

同, 结果见附录 A. 这里 λ 为无序强度, α 是一个

无理数. 如果不考虑无序影响 (  )且   ,

则系统可以退化成标准的具有平带的一维十字格

模型 [12].

(1)式哈密顿量对应本征方程可以表示为 

Eψn = V̂ ψn + T̂ψn−1 + T̂ †ψn+1 + ε̂nψn, (4)

其中, 

V̂ =

[
0 td0

td0 0

]
, T̂ =

[
t1 td1

td1 t1

]
, ε̂n=

[
εn 0

0 εn

]
,

(5)

V̂ T̂

ε̂n

ψn = (ψA,n, ψB,n)
T

(pn, fn)
T =

Ûψn Û

式中   描述横向跃迁,    描述相同原子链的最近

邻跃迁和不同原子链的交叉跃迁,   代表在位势,

 代表波函数在A 和B 原子链上第

n 个格点的幅度. 这里引入局域旋转操作 

 
[12,21] 来对 (4)式作进一步化简. 而  算符形式

如下 [12,21]: 

Û =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
. (6)

 

   

   



1

d1

d0

d1

d1 d1

t1

td0 td1

图 1    一维耦合链示意图,   代表相同原子链的最近邻跃

迁,   代表不同原子链间的横向跃迁,   代表不同原子链

间的交叉跃迁

t1

td0

td1

Fig. 1. Schematic  diagram  of  the  one-dimensional  coupled

chain,      represents  the  nearest-neighbor  hopping  within

the  same  atomic  chain,      represents the  transverse   hop-

ping  between  different  atomic  chains,      represents  the

cross hopping between different atomic chains.
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(4)式进行变换后, 其形式变为  [
E −

(
εn + td0

)]
pn =

(
t1 + td1

)
(pn+1 + pn−1) ,[

E −
(
εn − td0

)]
fn =

(
t1 − td1

)
(fn+1 + fn−1) . (7)

E+ = E − td0 E− = E + td0 t+ = t1 + td1

t− = t1 − td1

分别定义  ,   ,  

和  , 则 (7)式可以化简为
 

E+pn − εnpn = t+ (pn+1 + pn−1)

E−fn − εnfn = t− (fn+1 + fn−1) . (8)

从 (8)式可以发现, 系统的本征方程化简为两

个解耦的本征方程, 则系统的性质由这两个解耦的

方程来确定. 而每个本征方程的形式都类似于具有

不同跃迁强度的非厄米 AA模型的本征方程. 根据

非厄米 AA 模型的已有结论 [22], 可以推导出 (8)式

中两个本征方程对应的局域化转变点为 

λ1 = ±(t1 + td1)λ2 = ±(t1 − td1). (9)

t1 td1这里考虑的无序强度 λ和跃迁强度  和  都大于

零的值, 所以 (9)式的结果可以进一步简化为 

λ1 = t1 + td1, λ2=

t1 − td1, t1 > td1,

td1 − t1, td1 > t1.
(10)

从 (10)式的结论中可知, 系统存在多个局域化转

变点.

这里为了识别系统本征态的局域化转变, 可以

计算第 l 个能级波函数对应的逆参与率 (inverse

participation ratio, IPR)和归一化参与率 (norma-

lized participation ratio, NPR)[23–27]: 

IPRl =

L∑
n=1

∑
σ={a,b}

∣∣ψl
σ,n

∣∣4 ,
NPRl =

L∑
n=1

∑
σ={a,b}

(
2L

∣∣ψl
σ,n

∣∣4)−1

. (11)

L→ ∞
IPRl NPRl

IPRl

NPRl

MIPR =
1

M

∑
l
IPRl MNPR =

1

M

∑
l
NPRl

考虑热力学极限条件 (  )时, 如果本征

态处于局域态, 则  大小趋于一个有限值, 而 

大小趋于零; 如果本征态处于扩展态, 则  大小

趋于零, 而  为有限值. 为了研究系统整体的局

域化性质, 可以进一步定义其平均值 [24]: 

 和  .

M = 2L MIPR

MNPR MIPR

MNPR

系统的总能级数   . 当   的值趋于

零,   为有限值, 系统处于扩展相; 当  为

有限值,    的值趋于零, 系统处于局域相; 而

如果两者的大小都为不依赖尺寸的有限值时, 这表

明系统中部分能级本征态对应是扩展态, 部分能级

本征态对应是局域态, 此时整个系统处于扩展局域

的混合相, 即中间相.

η =

lg [MIPR×MNPR]

η > −lg(2L)
η <

−lg(2L)

为了确定系统在整个参数空间的局域化性

质, 可以使用两者乘积定义一个新的序参量:   

 . η可以区分完全扩展 (局域)的

纯相和具有迁移率边的中间相. 当  时,

系统处于中间相, 即存在扩展局域的混合相; 当 

 时, 表明系统处于扩展 (或局域)的纯相区

内 [24].

t1 t1=1 α=(
√
5− 1)/2

这里为了避免开边界条件下边界态的影响, 所

以数值计算中采用周期性边界条件. 下文数值计算

中考虑  作为能量量纲 (  )且  .

这里通过对角化哈密顿量 (1)式, 求解出系统的本

征波函数和本征能量, 进而计算出上述序参量随无

序强度 λ的变化. 并对比解析结果 (10)式, 分析出

系统的性质. 

3   结果分析与讨论

td0 = 0.5 td1 = 0.2

td1

本节首先选取参数   和   作为具

体的例子, 通过改变不同的无序强度 λ, 结合解析

结果和序参量的数值结果, 分别分析系统的局域化

转变和实复数转变, 并且给出系统在   -λ参数平

面的局域化相图. 

3.1    局域化转变

td0 = 0.5 td1 = 0.2

λ =

0.8 1.2

0 < λ < 0.8

0.8, 1.2

λ > 1.2

当   和   , 无序强度 λ由弱变强

时, 所有本征态对应的 IPR值随着本征能量的实

部的变化趋势如图 2(a)所示. 图中两条蓝色虚线

是由解析解 (10)式定出的两个局域化转变点 ( 

 和  ). 可以看到, 整个转变过程被这两条蓝色

实线分成了 3个具有不同局域特性的区域. 具体来

说, 当  时, 所有的本征态的 IPR对应的

颜色为黑色, 对应的值接近 0. 这一显著特征对应

着扩展相. 当 λ增大到 (  )区间内时, 部分

本征态的 IPR值则呈现出有限的非零值, 这表示

这些本征态已经转变为局域态. 这标志着系统进入

了一个扩展态与局域态共存的混合相, 即中间相.

在此相区内, 系统存在分割扩展和局域态的迁移率

边. 当无序强度继续增大到  时, 所有本征态

的 IPR值则呈现为有限的非零值. 这表明系统已

经完全过渡到局域相.
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为了更加简单地从整体上观察系统局域化的

转变. 图 2(b)为MIPR和MNPR随着无序强度 λ

变化的趋势. 具体而言, 当无序强度 λ低于 0.8时,

MIPR保持为零, 而 MNPR则为有限值. 这一现

象表明, 系统在此阶段完全处于扩展相, 即所有本

征态波函数应在全空间分布, 未出现显著的局域化

效应. 随着 λ的进一步增大, MIPR与 MNPR呈

现有限值, 标志着系统中部分本征态已被局域化,

此时系统进入一个混合扩展局域态的中间相. 最

后, 当无序强度 λ超过 1.2时, 系统进入局域相.

对应的 MIPR变为有限值, 而 MNPR则降至零.

根据解析结果 (10)式, 可以精确定出系统中两个

局域化转变点的位置, 结果与数值结果吻合.

为了进一步验证上述结果的正确性, 可以在

λ = 0.3

λ = 1.1

3个不同的相区内, 分别取定无序强度 λ的值, 观

察 MNPR的标度行为, 结果如图 3(a)—(c)所示.

在图 3(a)中, 当系统处于扩展相区 (以   为

例), MNPR随系统尺寸的增大而逐渐稳定, 并最

终趋近于一个非零的有限值, 0.66. 而图 3(b)中展

示了中间相区 (  )内, MNPR的标度变化.

如图 3(b)所示 , 随着系统尺寸 L 的不断增大 ,

MNPR的值线性衰减到 0.23. 相比于图 3(a)中扩

展相区的结果, MNPR随着尺寸变化的收敛值显

著的减小. 这暗示系统中部分本征态已经转化为局

域态. 当 λ增大到 1.5时, MNPR的标度行为发生

了显著变化. 如图 3(c)所示, 随着系统尺寸 L 的增

大, 迅速衰减至零, 这表明所有本征态均转变为局

域态.
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td0 = 0.5 td1 = 0.2 L = 610 (Re(E))图 2    (a)当   ,   和   时, 逆参与率 (IPR)随着本征能量的实部   和无序强度 λ的变化, 图中的颜色

条代表逆参与率 (IPR)的大小 . (b)随着系统无序强度 λ由小变大 , MIPR和 MNPR的变化趋势 , 分别由蓝色和红色实线表示 .

图 (a), (b)中蓝色和黑色虚线代表由 (10)式确定的系统的两个局域化转变点

td0 = 0.5 td1 = 0.2 L = 610 (Re(E))Fig. 2. (a)  When    ,      and    ,  IPR  varies  with  the  real  part  of  the  eigenenergy      and  disorder

strength λ,  the  colorbar  represents  the  magnitude  of  IPR.  (b)  As  the  disorder  strength λ  of  the  system increases  from weak  to

strong, the trends of MIPR and MNPR are represented by the blue and red solid lines, respectively; the blue and black dashed lines

in Figs. (a) and (b) represent the two localization transition points of the system determined by Eq.(10).
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termediate phase (  ); (c) the localized phase (  ).
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td1-λ

td1 0 < td1 < 1

td1 > 1

为了确定系统在整个参数空间中的局域化转

变, 此处可以利用序参量 η绘制整个参数空间的局

域化相图. 图 4绘制了  平面内, 系统的局域化

相图. 其中, Ⅰ-a (Ⅰ-b)表示扩展相, Ⅱ代表具有

迁移率边的中间相, Ⅲ表示局域相. 3条黑色实线

是根据 (10)式确定的局域化相变点. 可以发现, 解

析结果和数值结果吻合 . 当   满足   和

 的参数范围内取值时, 随着无序强度 λ的增

大, 系统会发生从完全扩展相到中间相, 再到完全

局域相的转变.
 

3.2    实谱-复谱转变

3.1节通过数值计算各种序参量分析了系统的

局域化转变, 并且通过解析推导可以确定系统的局

域化转变点. 众所周知, 相比于厄米系统的哈密顿

量, 非厄米哈密顿量的能谱往往是复能谱. 然而,

随着研究发现, 如果具有 PT对称性 [27] 或者具有

赝厄米性的非厄米哈密顿量 [28], 则其本征能量在

一段参数范围内也能保持为实能谱. 这对于实验上

设计高灵敏的传感器具有重要作用 [29]. 根据参考

文献 [30]可知, 对于非厄米 AA模型, 本身具有 PT

对称性, 系统的局域化转变点也对应着能谱的实复

转变点. 而从 (8)式的结果可以看到, 系统的性质

是由于两个解耦方程决定的, 每个方程本征本身形

式就对应一个非厄米 AA模型的本征方程. 所以根

据非厄米 AA模型的结论 [30], 这里存在两个不同

的局域化转变点, 并且也应该存在两个实复转变

点. 为了验证这一结论, 图 5(a)绘制了本征能量的

虚部 Im(E)随着无序强度 λ的变化情况.

λ < 0.8

λ > 0.8

λ = 0.8

由图 5可以看出, 当无序强度  时, 本征

能量的虚部 Im(E)一直为零, 整个系统的能谱都

保持为实能谱. 当   , 会发现本征能量的虚

部 Im(E)为有限值. 系统发生了实复转变.  

为实复转变点, 由 (10)式确定. 但是从图 5可以看

出, 系统似乎没有发生第二次实复转变. 这是因为

发生第一次实复转变后, 系统的本身部分实能谱已

经转化为复能谱 , 掩盖了保持为实能量的部分

能谱. 所以为了更加清晰反映两次实复的转变, 可
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图  4      参数平面内的局域化相图 , 其中Ⅰ-a (Ⅰ-b)

表示扩展相 , Ⅱ代表具有迁移率边的中间相 , Ⅲ表示局域

相. 3条黑色实线是根据 (10)式确定的局域化相变点, 颜色

条代表序参量 η的大小, 其中   ,  

td1-λ

L = 800 td0 = 0.5

Fig. 4. Localization  phase  diagram in  the      plane,  and

the  regions  for  the  extended,  intermediate  and  localized

phases are denoted by Ⅰ-a (Ⅰ-b), Ⅱ, and Ⅲ, respectively.

Three black solid lines represent the localization transition

points  determined  by  Eq.(10),  and  the  colorbar  represents

values of η. Here,    and   .
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图 5    (a)本征能量的虚部 Im(E)随着无序强度 λ的变化, 其中黑色虚线由 (10)式确定; (b)—(e)当无序强度   和 

时, 系统的能谱. 其他参数为   ,   和  

λ = 0.4, 0.7, 0.9 1.3 L = 610 td0 = 0.5 td1 = 0.2

Fig. 5. (a) The imaginary part of the energy Im(E) varies with disorder strength λ, where the black dashed line is given by Eq.(10);

(b)–(e) the energy spectrum of the system for    and   . Other parameters:   ,    and   .
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λ = 0.8 1.2

λ = 0.4, 0.7, 0.9 1.3

λ = 0.4 0.7

λ = 0.9

以在两次相变点 (  和   )附近分别取定

4个参数点:     和   , 对系统的能

谱进行分析结果见图 5(b)—(e). 从图 5(b), (c)可

以看出, 当  和  时, 系统的能量一直为实

数, 保持为实能谱. 当  时, 系统能谱发生第

一次实复转变后, 从图 5(d)可以看出, 系统的部分

能量转化成复能谱, 但是仍然有部分能量保持为实

能量. 继续增大无序强度 λ至 1.3 (图 5(e))时, 此

时系统发生了第二次实复转变, 系统的能谱彻底转

化为复能谱, 不存在实能谱. 

4   总　结

本文研究了具有复数准周期势调制的一维耦

合链. 发现随着无序强度的增加, 系统会经历一个

从完全扩展相到中间相, 再到完全局域相的局域转

变. 通过解析推导, 可以精确求解出扩展相到中间

相和中间相到局域相的局域化转变点, 并且解析结

果和数值结果吻合. 此外, 还研究了系统实谱-复谱

转变, 发现系统两次局域化转变点也应对着实复转

变点. 系统能谱可以经历两次实复转变. 即从完全

扩展相到中间相的转变中, 会发生第一次实复转

变, 部分能谱从实数谱转变为复数谱, 但是部分能

谱依然保持为实数谱. 当系统从中间相转变为完全

局域相时, 系统能谱会完全转变为复数谱. 该研究

结果为一维耦合链系统中局域化转变和实复转变

的研究提供了一些新的理解和参考. 

附录 A

εA,n = λei2παn

εB,n = 3λei2παn

2 : 5 εA,n = 2λei2παn εB,n = 5λei2παn

td1-λ

正文结果分析了两条一维链上具有相同的在位势能调

制, 如果两条链上的调制强度不同, 那么系统的局域化性质

会发生什么改变呢? 这里考虑两种情况: 第一, B 原子链上

调制强度是 A 原子链上调制强度的 3倍, 即  ,

 ; 第二, A 原子链上调制强度和 B 原子链上

调制强度之比为   , 即   ,    .

此处依然通过计算序参量 η绘制  参数空间中系统的局

域化相图, 通过局域化相图, 分析出系统局域化性质的变

化, 结果见图 A1(a), (b).

2 : 5

当 B 原子链上调制强度是 A 原子链上调制强度的

3倍时, 从图 A1(a)可以看出, 中间相的区域对于图 4中的

结果, 整体减少. 并且之前的解析相变点不再适用. 而 A 原

子链上调制强度和在 B 原子链上调制强度之比为  时,

从图 A1(b)可以看出, 中间相的区域对于图 4中的结果, 整

体大幅减少. 以上结果说明在两条原子链上考虑不同调制

强度时, 随着无序强度的增大, 系统会更容易发生局域化转

变, 进入到局域相.
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图 A1　   参数空间中系统的局域化相图 . 浅蓝色区域

代表扩展相或者局域相, 棕色区域代表有迁移率边的中间

相 , 颜色条代表序参量 η值 , 其中   ,   　(a)

 ,    ;  (b)    ,

td1-λ
εA,n = λei2παn εB,n = 3λei2παn εA,n =

2λei2παn εB,n = 5λei2παn

L = 800

td0 = 0.5

Fig. A1. Localization  phase  diagram in  the      plane  for

(a)  ,      and  (b)   

 ,    . The  light  blue  region   repres-

ents the extended phase or localized phase, while the brown

region represents  the intermediate phase with the mobility

edges,  the  colorbar  represents  values  of  η,  here,   

and   .
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Abstract

In this paper, we study the properties of a coupled chain modulated by the quasiperiodic complex potential.

It is found that as the disorder strength increases, the system undergoes a localization transition from a fully

extended phase to an intermediate phase,  and then to a fully localized phase.  The numerical  solving of  order

parameters  such  as  the  average  inverse  participation  ratio  and  the  average  normalized  participation  ratio,

demonstrate that the fully extended phase, the intermediate phase with mobility edges, and the fully localized

phase are all existent during the transition. The scalar analysis of the normalized participation ratio, confirms

the  stable  existence  of  three  different  localization  phases  in  the  system.  Moreover,  the  analytical  derivation,

shows  that  the  localization  transition  from  the  extended  phase  to  the  intermediate  phase  and  from  the

intermediate phase to the localized phase can be precisely determined. In addition, the local phase diagram of

the  system  is  also  obtained  by  numerical  calculation,  as  shown  in  Fig.  (a).  The  regions  for  the  extended,

intermediate and localized phases are denoted by I-a (I-b), II, and III, respectively. The three black solid lines

represent the localization transition points determined by the analytical results. One can see that the analytical

results  match  the  numerical  results.  Moreover,  we  discuss  that  the  relationship  between  the  real-complex

spectrum  transition  and  the  localization  transition.  It  is  found  that  the  energy  spectrum  of  the  system  can

undergo two real-to-complex transitions. Specifically, during the transition from the fully extended phase to the

intermediate phase, the first real-complex transition occurs, where part of the energy spectrum changes from the

real  spectrum to the complex spectrum, while another

part  spectrum  remains  real.  When  the  system

transitions  from  the  intermediate  phase  to  the  fully

localized  phase,  the  energy  spectrum  completely

transforms  into  a  complex  spectrum.  These  research

results provide a reference for the study of localization

transitions  and  real-complex  transitions  in  one-

dimensional  coupled  chain  systems,  and  also  offer  a

new perspective for the study of localization.
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