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针对一类具有更复杂动力学行为的忆阻混沌系统, 本文基于新型幂次趋近律设计两种滑模控制协议分

别实现了系统的有限时间、固定时间同步. 首先对于有限时间同步问题, 基于 Lyapunov稳定性理论和有限时

间稳定性理论, 推导了实现全局有限时间同步的充分条件, 得到了与系统初始条件有关的稳定时间上限, 并

证明了系统的稳定性. 对于固定时间同步问题, 利用固定时间稳定性理论, 推导得到不随系统初始值变化的

收敛时间上确界. 最后, 通过设置两组对照实验, 比较了两种滑模控制律对系统同步状态的影响, 其仿真结果

与数值分析相符, 从而验证了本文的有效性和可行性.
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1   引　言

随着混沌系统研究的不断深入, 忆阻混沌系统

因具有更复杂的动力学行为及初始条件灵敏度, 在

安全通信等领域的应用已成为当下研究热点 [1–3].

忆阻器是一种新型电子元件, 具有记忆功能. 忆阻

器能够存储电荷, 并且其电阻值随流经电流变化而

动态调整 [4,5]. 研究表明, 在混沌系统中引入记忆电

阻能增大系统的非线性特性, 使系统更加复杂和多

样化. 文献 [4]在一种基于大脑的分层交互内存计

算系统 (IMC)中, 引入忆阻器作为突触连接以实

现对信息的处理和计算; 文献 [5]利用忆阻电路提

出了一个记忆序列网络, 以实现对人类情感分类.

因此, 相比于传统的混沌系统, 忆阻混沌系统在信

息安全和加密领域具有更高的安全性.

针对混沌系统的同步控制策略问题, 大量学者

进行了系列的研究, 包括模糊控制 [6,7]、脉冲控制 [8,9]、

自适应控制 [10,11]、滑模控制 [12,13] 等. 其中, 滑模控

制因其具有设计简单、运算量小、以及在面对外部

不确定干扰时较强鲁棒性的优点, 因而得到广泛应

用. 但是, 滑模控制系统具有其优越鲁棒性的前提

条件是系统状态能够平稳过渡到滑动模态, 而在趋

近阶段滑模控制系统仍对参数不确定性和干扰敏

感, 因此如何最小化趋近阶段并在此过程中去除抖

振仍是现今研究的热点之一. 抖振问题的存在严重

阻碍着滑模控制应用及其进一步发展, 故而解决控

制系统的抖振成为提高滑模控制性能的关键, 其中

趋近律就是削弱滑模控制中抖振的一种方法 [14].

传统的等速趋近律、指数趋近律和幂次趋近律, 通

过选取适当参数保证系统在趋近运动阶段的运动

特性, 保证了滑动模态的实现. 然而, 传统的滑模趋

近律也存在趋近速度慢、收敛时间长、系统抖振较

大的问题. 针对此, 优化控制系统的稳定性, 特别
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是通过改进趋近律的策略, 成为了削弱滑模控制中

抖振、提升整体控制效能的重要途径.

与此同时, 在对混沌系统同步收敛时间的研究

中, 早期的研究工作仅能实现系统的渐近同步, 即

在多个动力学系统之间, 当时间趋向无穷大时, 系

统之间的动力学状态趋于一致的同步现象 [15,16]. 为

了克服这个问题, 许多学者对混沌系统的有限时间

同步问题进行了研究. 有限时间同步是指在有限时

间内, 系统或网络中的各部分能够达到并保持同步

状态. 其特点是同步过程在有限时间内完成, 且同

步后误差保持为 0. 与渐近同步相比有限时间同步

具有收敛速度快、稳态精度高、抗干扰能力强等特

点. 从应用的角度出发, 在有限时间内实现混沌系

统的同步比在无限时间内实现同步更有价值 [17,18].

文献 [19]在有限时间内实现了不确定的分数阶混

沌系统的全局同步; 文献 [20]研究了统一混沌系统

的同步和不确定参数识别. 在有限时间同步中, 同

步时间的上界取决于混沌系统的初始值, 因此不同

的初始状态会产生不同的收敛速度. 然而, 在实际

工程实践中, 系统初始条件的精确数据往往难以获

取, 这极大地增加了准确预估同步时间的难度. 此

外, 当系统初始值极端偏离常态, 趋近于无穷大时,

可能导致同步时间也无限延长, 这在理论和实践中

均构成重大挑战. 随着控制理论应用范围的扩展,

对非线性系统控制要求也在不断提高, 除了要求系

统在有限时间内达到稳定状态外, 还希望实现不同

初始条件下的一致收敛时间 (固定时间稳定). 在固

定时间稳定的研究中, 研究方向通常集中在找寻稳

定性的充分条件和精确收敛时间的上限估计这两

个方面, 随着研究的深入, Polyakov[21] 提出固定时

间稳定性理论, 即系统能够在固定的时间内达到稳

定状态, 且这一时间是有界的, 不依赖于系统的初

始条件, 仅取决于系统参数和相关控制参数. 此后

固定时间控制也开始广泛应用到多智能体协调 [22]、

神经网络同步 [23]、复杂网络同步 [24], 满足固定时间

稳定的系统可以在特定时间内实现固定时间同步,

这在初始值未知时扩展了应用领域.

然而, 以上文献大多数都没考虑到忆阻混沌系

统同步问题, 查阅已有的文献可知关于忆阻混沌系

统同步问题的研究成果相对较少, 且大多数研究工

作仅实现系统的渐近同步和有限时间同步, 未能同

时兼顾固定时间同步. 因此, 本文在上述研究成果

基础下, 以具有更复杂动力学行为的忆阻混沌系统

为研究对象, 利用滑模控制理论, 结合两种新型幂

次趋近律以达到良好的控制要求, 分别设计出有限

时间控制律、固定时间控制律 , 同时利用 MAT-

LAB数值仿真的形式对比验证了本文的有效性和

可行性. 

2   系统模型和问题描述
 

2.1    系统模型

考虑如下忆阻混沌系统, 设驱动系统为  

ẋ1 = y1,

ẏ1 = a[z1 − (d+ x2
1)y1],

ż1 = y1 − b(d+ w2
1)z1 + w1,

ẇ1 = −cz1.

(1)

响应系统为  

ẋ2 = y2 + u1,

ẏ2 = a[z2 − (d+ x2
2)y2] + u2,

ż2 = y2 − b(d+ w2
2)z2 + w2 + u3,

ẇ2 = −cz2 + u4.

(2)

a, b, c, d a = 20,

b = 0.5, c = 34.84, d = −0.1

这里  为系统参数 , 当系统参数  

 ,  并且选择初始状态

为 (0, 0.01, 0.01, 0)时, 系统 (1)产生了典型的双

涡旋混沌吸引子. 利用 (1)式和 (2)式可以得到同

步误差方程为  

ė1 = ė2 + u1,

ė2 = ae3 + 0.1ae2 − ae21e2 − ay1e
2
1

− 2ax1e1e2 − 2ax1y1e1 − ax2
1e2 + u2,

ė3 = e2 + e4 + 0.1be3 − be3e
2
4 − bz1e

2
4

− 2bw1e3e4 − 2bw1z1e4 − bw2
1e3 + u3,

ė4 = − ce3 + u4,

(3)

e1 = x2 − x1, e2 = y2 − y1, e3 = z2 − z1, e4 =

w2 − w1

其中 

 . 

2.2    同步问题描述

以忆阻混沌系统 (1)为驱动系统, 忆阻混沌系

统 (2)为响应系统, 在同步误差系统 (3)的基础上,

分别设计不同的滑模控制律使驱动-响应系统分别

满足有限时间同步或固定时间同步. 
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3   有限/固定时间同步

t1>0 lim
t→t1

|ei|=

0 t ⩾ t1 |ei| ≡ 0, i = 1, 2, 3, 4,

定义 1[25] 　如果存在常数  , 使得 

 且当   时,    则称系统 (1)

和 (2)实现有限时间同步.

注释 1　有限时间同步使得响应系统 (2)能够

在有限的时间内实现同步, 与传统的渐近同步相

比, 有限时间同步不仅具有更快的收敛速度, 还有

助于确定驱动-响应系统在有限时间范围内实现同

步, 这意味着通过设计适当的控制器, 受控系统的

轨迹可以在有限时间内趋于平衡状态, 即系统 (2)

状态变量与系统 (1)达到同步状态.

为了便于下文滑模控制律设计, 定义滑模面切

换函数为 

σ = {e (t) |S (t) = (S1 (t) , S2 (t) , · · · , S4 (t))} , (4)

滑模面状态变量定义为 

Si = ei (t) , (5)

i = 1, 2, 3, 4.其中  

3.1    有限时间同步

S (t) = 0

在得到滑模面切换函数之后, 设计相应的滑模

控制律以确保系统在稳定的同时满足滑模运动的

可达性条件, 在切换面  以外的运动点都将

于有限的时间内到达切换面.

考虑到滑模变结构控制容易引起系统的抖振,

现引入新型幂次趋近律以削弱系统的抖振: 

ṡ = −k1s− k2sgn(s)|s|α, (6)

k1 > 0, k2 > 0, 0 < α < 1 α式中,    .  通过调整   值 ,

可保证当系统状态远离滑动模态 (s 较大)时, 能以

较大的速度趋近于滑动模态, 当系统状态趋近滑动

模态 (s 较小)时, 保证较小的控制增益, 以降低抖振.

s

ṡ = 0

对于滑模幂次趋近律 (6), 滑模变量   可以在

其作用下运动至平衡点  .

证明　由 (6)式可知: 

sṡ = −k1s
2 − k2|s|α+1 ⩽ 0. (7)

s = 0 sṡ = 0当且仅当  时, 有  .

sṡ ⩽ 0

s

s = 0

由系统的连续性、滑模趋近律存在及可达性 [26]

可知, 若满足  , 则该种设计的趋近律满足存

在性及可达性条件, 即滑模变量  在 (6)式的作用

下可以收敛至平衡点  .

为体现本节采用的新型幂次趋近律在降低系

统抖振方面的优越性, 对传统指数趋近律进行分析: 

ṡ = −k3s− k4sgn(s), (8)

k3 > 0, k4 > 0式中,   , 其极限形式为 

lim
s→0

ṡ =

{
− k4, s → 0+,

k4, s → 0−.
(9)

k4

根据 (9)式可以看出, 指数趋近律系统状态在

接近滑动模态阶段出现较严重的抖振, 系统状态没

有稳定于平衡点位置, 而在平衡点附近作幅值为

 的抖振运动.

s → 0+ s → 0− ṡ = 0

而对于本文的新型幂次趋近律, 当滑动模态

 和   时, (6)式均有   , 说明系统

接近稳态时, 抖振现象未产生.

在完成控制律设计之前, 先给出如下引理.

V (t)引理 1[18]　假设存在一个微分正函数  , 使得 

V̇ (t) + cV η(x) ⩽ 0. (10)

c > 0, 0 < η < 1 t ⩾ T

V (t) ≡ 0

对于任意实数  , 当   时, 满足

 , 则以下不等式成立: 

T (x0) ⩽
V 1−η(x0)

c(1− η)
. (11)

证明　由 (10)式可知: 

dV (t)

V η(t)
⩽ −cdt, (12)

[t0, T ]对 (12)式两边同时在  处定积分, 可以得到  ∫ T

t0

dV (t)

V η(t)
⩽ −c

∫ T

t0

dt, (13)
 

V 1−η(T ) ⩽ V 1−η(t0)− c(1− η)(T − t0). (14)

t ⩾ T V (t) ≡ 0当  时, 有  , 由此可得 

T (x0) ⩽
V 1−η(x0)

c(1− η)
. (15)

τ1, τ2, · · · , τn r

r > 1

引理 2[10]　对于   是实数,    是常

数, 当  时满足以下不等式: 

n∑
j=1

(|τj |)r ⩽
( n∑

j=1

|τj |
)r

. (16)

τ1, τ2, · · · , τn µ

0 < µ < 1

引理 3[10] 　对于   是实数 ,    是

常数, 当  时满足以下不等式:  ( n∑
j=1

|τj |2
)(µ+1)/2

⩽
n∑

j=1

|τj |µ+1
. (17)

定理 1　忆阻混沌同步误差系统 (3), 选取滑
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模切换函数 (4), 在滑模控制律  

u1 = − k1e1 − k2sgn(e1)|e1|α − e2,

u2 = − k1e2 − k2sgn(e2)|e2|α − ae3+ay1e
2
1

+ 2ax1e1e2 + ax2
1e2 + 2ax1y1e1,

u3 = − k1e3 − k2sgn(e3)|e3|α − e2 − e4

+ bz1e
2
4+2bw1e3e4+2bw1z1e4+bw2

1e3,

u4 = − k1e4 − k2sgn(e4)|e4|α + ce3
(18)

a ⩽10k1, b ⩽10k1, k1 > 0, k2 > 0,

0 < α < 1

T1⩽V
(1−α)/2
(0) /[2(α−1)/2k2(1− α)]

的作用下, 且满足   

 时, 驱动系统 (1)和响应系统 (2)在有限

时间  内达到同步.

注释 2　为使控制协议满足引理 1的有限时

间 Lyapunov条件, 对其控制参数做出一定的取值

限制, 以达到理想的控制效果. 同理, 定理 2也限

制了参数取值以实现固定时间同步.

证明　选取 Lyapunov函数为 

V (t) =
1

2

4∑
i

Si(t)
2
, (19)

对 (19)式两边同时求取一阶导数可得 

V̇ (t) =
∑4

i
Si(t)Ṡi(t). (20)

由 (5)式可以得到 

V̇ (t) =
∑4

i
ei(t)ėi(t)

= e1(e2+u1)+e2(ae3 + 0.1ae2 − ae21e2 − ay1e
2
1

− 2ax1e1e2 − 2ax1y1e1 − ax2
1e2 + u2)

+ e3(e2+e4 + 0.1be3 − be3e
2
4 − bz1e

2
4 − 2bw1e3e4

− 2bw1z1e4 − bw2
1e3 + u3) + e4(−e3 + u4)

= e1e2 + e1u1 + ae2e3 + 0.1ae22 − ae21e
2
2 − ay1e

2
1e2

− 2ax1e1e
2
2 − 2ax1y1e1e2 − ax2

1e
2
2 + e2u2

+ e2e3 + e3e4 + 0.1be23 − be23e
2
4 − bz1e3e

2
4

− 2bw1e
2
3e4 − 2bw1z1e3e4 − bw2

1e
2
3 + e3u3

− ce3e4 + e4u4. (21)

将 (18)式代入 (21)式中, 可得 

V̇ (t) = − k1e
2
1 + (0.1a− k1)e

2
2 + (0.1b− k1)e

2
3

− k2(|e1|α+1
+ |e2|α+1

+ |e3|α+1

+ |e4|α+1
)− ae21e

2
2 − be23e

2
4. (22)

0.1a− k1 ⩽ 0, 0.1b− k1 ⩽ 0当 (22)式满足   时 ,  则

以下不等式成立: 

V̇ (t) ⩽ −k2(|e1|α+1
+ |e2|α+1

+ |e3|α+1
+ |e4|α+1

).
(23)

利用引理 2和引理 3, (23)式可变形为 

V̇ (t) ⩽ −k2(|e1|2 + |e2|2 + |e3|2 + |e4|2)(α+1)/2.
(24)

由引理 1可知, 误差系统关于平衡零点有限时间收

敛, 因此有 

V̇ (t) ⩽ −k2(2V (t))(α+1)/2, (25)
 

T1 ⩽
V(0)

(1−α)/2

2(α−1)/2k2(1− α)
. (26)

 

3.2    固定时间同步

T(e(0))

Tmax T(e(0)) < Tmax

定义 2[27] 　如果系统 (1)和 (2)首先是在有限

时间内同步的, 并且系统的收敛时间  是有界

的, 即存在有界正常数   使得   , 那

么称它们在固定时间内同步.

注释 3　根据以上定义可知, 固定时间同步的

稳定时间与系统初始条件无关, 并且存在特定的时

间上限, 而有限时间同步的稳定时间则与系统初始

条件有关.

在本节控制律设计中引入新型双幂次趋近律

以降低系统抖振: 

ṡ = −γ1s− k1sgn(s)|s|α − k2sgn(s)|s|β , (27)

γ1 > 0, 0 < α < 1, β > 1, k1 > 0, k2 > 0, ṡ =

−γ1s s = s(0)e−γ1t

其中,   

 是指数趋近项, 其解为  .

s ṡ

ṡ = s = 0

对于系统 (27), 状态  及  在有限时间内收敛

于平衡零点, 即在收敛后有  .

γ1 > 0, 0 < α < 1, β > 1

证明　根据滑模可达性, 结合 (27)式及条件

 , 有以下不等式成立: 

sṡ = s(−γ1s− k1sgn(s)|s|α − k2sgn(s)|s|β)

= −γ1s
2 − k1|s|α+1 − k2|s|β+1

< 0. (28)

s(0) > 1

因此滑动模态可在有限时间内到达平衡零点.

下面假设系统初始状态  , 分 2个阶段进行

分析.

s(0) → s = 1 γ1 > 0, 0 < α < 1, β > 1,

k1 > 0, k2 > 0

当  , 因为 

 , 所以 (27)式中第 3项起主导作用,

远大于第 2项的作用, 此时忽略第 2项的影响, 则 

ṡ = −γ1s− k2|s|βsgn(s). (29)

s(0)→s=0 γ1 > 0, 0 < α < 1, β > 1,

k1 > 0, k2 > 0

当  , 同理  

 , 所以 (27)式中第 2项起主导作用,
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远大于第 3项的作用, 此时忽略第 3项的影响, 则 

ṡ = −γ1s− k1|s|αsgn(s). (30)

|s| > 1

|s| < 1

综合上述分析,  当系统状态远离滑动模态

(  )时, (27)式中第 3项起主导作用; 当系统

状态接近滑动模态 (  )时, 第 2项起主导作

用, 两项结合可以在保证趋近速度的同时使系统状

态平滑进入滑模态, 消除抖振.

s = 0 ṡ = 0

γ1, k1 α

注释 4　当  时  , 因此系统状态达到

滑动模态时速度减小为 0, 与滑动模态实现了光滑

过度, 与传统幂次趋近律、指数趋近律相比大大削

弱了系统抖振. 适当增大参数  和  可以加快

远离滑动模态时的趋近速度. 同理, 适当增大参数

γ1, k2 β 和  可以加快接近滑动模态时的趋近速度.

在完成控制律设计之前, 先给出如下引理.

V (t)引理 4[21] 　假设存在一个微分正函数   ,

使得 

V̇ (t) ⩽ −βV δ(t)− γV ε(t), (31)

β > 0, γ > 0, 0 < δ < 1, ε > 1 t ⩾ T

V (t) ≡ 0

其 中  ,  当   时 ,

满足  , 则有 

T ⩽ 1

β(1− δ)
+

1

γ(ε− 1)
. (32)

证明　由 (31)式可得 

dt ⩽ − dV (t)

βV δ(t) + γV ε(t)
, (33)

 

 

T =

∫ T

0

dt ⩽ −
∫ T

0

dV (t)

βV δ(t) + γV ε(t)
=

∫ 0

T

dV (t)

βV δ(t) + γV ε(t)
=

∫ V (0)

0

dV (t)

βV δ(t) + γV ε(t)

=
1

1− δ

∫ V 1−δ(0)

0

dV 1−δ(t)

β + γV ε−δ(t)
. (34)

0 ⩽ V 1−δ(0) ⩽ 1 T由此, 当  时,   可变形为 

T ⩽ 1

1− δ

∫ 1

0

dV 1−δ(t)

β + γV ε−δ(t)
⩽ 1

1− δ

∫ 1

0

dV 1−δ(t)

β
=

1

β(1− δ)
⩽ 1

β(1− δ)
+

1

γ(ε− 1)
. (35)

V 1−δ(0) ⩾ 1当  时, 则 

T ⩽ 1

1− δ

(∫ 1

0

dV 1−δ(t)

β + γV ε−δ(t)
+

∫ V 1−δ(0)

1

dV 1−δ(t)

β + γV ε−δ(t)

)
⩽ 1

1− δ

(∫ 1

0

dV 1−δ(t)

β
+

∫ V 1−δ(0)

1

dV 1−δ(t)

γV ε−δ(t)

)

⩽ 1

β(1− δ)
+

1

γ(1− δ)

∫ V 1−δ(0)

1

V ε−δ(t)dV 1−δ(t) =
1

β(1− δ)
+

1

γ(1− δ)

δ − 1

(ε− 1)
(V 1−δ(0)− 1)

=
1

β(1− δ)
+

1

γ(ε− 1)
(1− V 1−δ(0)) ⩽ 1

β(1− δ)
+

1

γ(ε− 1)
. (36)

0 ⩽ V 1−δ(0) ⩽ 1, V 1−δ(0) ⩾ 1由此可以得出, 对于上述两种情况  , 都有以下不等式成立: 

T ⩽ 1

β(1− δ)
+

1

γ(ε− 1)
. (37)

定理 2　对于误差系统 (3), 选取滑模面切换函数 (4)式和双幂次趋近律 (27)式, 滑模控制律描述如下:  

u1 = − γ1e1 − k1sgn(e1)|e1|α − k2sgn(e1)|e1|β − e2,

u2 = − γ1e2 − k1sgn(e2)|e2|α − k2sgn(e2)|e2|β − ae3 + ay1e
2
1 + 2ax1e1e2 + ax2

1e2 + 2ax1y1e1,

u3 = − γ1e3 − k1sgn(e3)|e3|α − k2sgn(e3)|e3|β − e2 − e4 + bz1e
2
4 + 2bw1e3e4 + 2bw1z1e4 + bw2

1e3,

u4 = − γ1e4 − k1sgn(e4)|e4|α − k2sgn(e4)|e4|β + ce3.

(38)

a ⩽ 10γ1, b ⩽ 10γ1 γ1 > 0, 0 < α < 1, β > 1, k2, k2 > 0当系统参数满足  , 控制器参数满足  时, 驱动系统 (1)

和响应系统 (2)在控制律 (38)的作用下实现固定时间同步, 其中稳定时间为 

T2 ⩽ 2(1−α)/2

k1(1− α)
+

2(1−β)/2

k2(β − 1)
. (39)

下面利用固定时间稳定性理论, 对定理 2进行证明.
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证明　选取 Lyapunov函数为 

V (t) =
1

2

∑4

i
Si(t)

2
. (40)

对 (40)式两边同时求一阶导数, 可得 

V̇ (t) =
∑4

i
eiėi. (41)

将 (38)式代入 (21)式中, 则 

V̇ (t) =

− γ1(e
2
1 + e24) + (0.1a− γ1)e

2
2 + (0.1b− γ1)e

2
3

− k1(|e1|α+1
+ |e2|α+1

+ |e3|α+1
+ |e4|α+1

)

− k2(|e1|β+1
+ |e2|β+1

+ |e3|β+1
+ |e4|β+1

). (42)

a ⩽ 10γ1, b ⩽ 10γ1当系统参数满足  ,  利用引理 2

和引理 3可以得到 

V̇ (t) ⩽ −k1(2V )(α+1)/2 − k2(2V )(β+1)/2. (43)

由引理 4可知, 误差系统关于平衡零点固定时间收

敛, 因此有 

T2 ⩽ 2(1−α)/2

k1(1− α)
+

2(1−β)/2

k2(β − 1)
. (44)

 

4   仿真实例分析

为了验证本文理论研究的正确性以及滑模控

制律方法的有效性, 本节利用 MATLAB 数值仿

真的形式进行验证. 具体是通过对仿真结果进行分

析和比较, 以此验证本文理论推导的准确性.

a =

20, b = 0.5, c = 34.84, d = −0.1 x(0) =

(0, 0.01, 0.01, 0)

选择忆阻混沌系统 (1)的系统参数如下:   

 , 初始状态为  

 , 图 1所示为系统 (1)的时序图,

该时序图表明系统 (1)的状态变量轨迹是不规则

的. 图 2为驱动系统 (1)的混沌吸引子图.
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图 1    驱动系统 (1)的状态变量轨迹

Fig. 1. Trajectory of the state variables of drive system (1).
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图 2    忆阻混沌系统 (1)吸引子相图　(a) x -y 平面; (b) x -w 平面; (c) x -z 平面; (d) y -w 平面

Fig. 2. Attractor phase diagrams of the memristor chaotic system (1): (a) x -y plane; (b) x -w plane; (c) x -z plane; (d) y -w plane.
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x1(0) = (−1, 2, 3, − 4)

x2(0) = (−10, 20, 30, − 40)

k1 = 2, k2 = 3.5, α = 0.25

为了验证定理 1的正确性, 现选择响应系统 (2)

的初始状态为  , 另一个初

始状态为  ,  控制器参

数设置为  , 图 3和图 4

所示为系统同步误差以及状态变量曲线图.

x1(0) x2(0)

x1(0) x2(0)

注释 5　为确保仿真实验的准确性, 保持驱动

系统 (1)的初始条件不变, 选择响应系统 (2)的初始

条件分别为  ,   , 设置两组对照实验分别验

证定理 1、定理 2的有效性. 其中, 对  ,   的

取值不做具体限制, 仅要求突出差异达成实验目的.

a = 20, b = 0.5,

a ⩽ 10k1, b ⩽ 10k1

T1

比较图 3和图 4可以看出, 当系统初值发生变

化时, 有限时间同步的收敛时间也随之变化. 基于

定理 1的结论 ,  当系统参数   满足

 时, 根据推导得到的收敛时间

 , 可以确定图 3的收敛时间上确界为 1.364, 图 4

的收敛时间上确界为 7.670, 这一结果清晰地表明

了系统初始条件变化对有限时间同步的收敛速度

产生的影响. 可以看出收敛时间是满足定理要求

的. 综合以上分析, 定理 1得到了验证.

x1(0) = (−1, 2, 3, − 4), x2(0) =

(−10, 20, 30, − 40) γ1 =

10, k1 = 10, k2 = 10, α = 0.25, β = 4

a ⩽ 10γ1, b ⩽ 10γ1

T2

x1(0) x2(0)

为了验证定理 2的有效性, 现选择响应系统 (2)

的初始状态分别为 

 . 然后控制器的参数设置为 

 . 此时 , 系统

参数满足定理 2中的前置条件  .

下面对定理 2中固定时间同步的预估收敛时间 

进行验证, 图 5和图 6所示为系统 (2)在初始条件

分别为  和   时同步误差曲线及状态变量

曲线图.

T2

比较图 5和图 6可以看出, 当系统初值发生变

化时, 固定时间同步的稳定时间保持不变. 根据定

理 2, 得到图 5和图 6的预估收敛时间上确界  

为 0.185, 从图中可以观察到, 系统收敛时间是满

足定理 2要求的, 这表明本文所设计的滑模控制

器 (33)确保了驱动-响应系统 (3)固定时间同步的

实现, 由此验证了定理 2的正确性.
 

 

1 2

-1

0

1

1 2

-1
0

1
2 1 2

0
1

2
3

1 2

0 1 2 3

/s

4 5
-5

0

5

4

2

0

-2

-4


1
(

),
 

2
(

),
 

3
(

),
 

4
(

)

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

/s

1
2
3
4

x1(0) = (−1, 2, 3, − 4)图 3    初始状态为   时有限时间同步误差

x1(0) = (−1, 2, 3, − 4)Fig. 3. Finite time synchronization error when the initial state is   .
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x2(0) = (−10, 20, 30, − 40)Fig. 4. Finite time synchronization error when the initial state is   .
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5   结　论

本文针对具有更复杂动力学特性的忆阻混沌

系统, 设计了两种滑模控制器. 考虑到滑模变结构

控制在应用过程中容易出现的抖振问题, 本文在设

计控制律时, 创新地引入了两种新型幂次律. 相较

于传统的幂次律, 这两种新型趋近律不仅具有更快

的趋近速度,  而且在减小系统抖振方面表现出

色. 为了验证这两种控制律的实际效果, 本文通过

MATLAB数值仿真形式横向对比了两种控制律

对系统同步时间的影响. 实验结果表明, 这两种控

制律均能有效降低系统抖振, 并在同步时间上展现

出优异性能. 本文方法通用性强, 可以进一步推广

应用到其他忆阻混沌系统, 从而为混沌控制与同步

问题的研究提供新的途径. 在固定时间控制基础上

研究一种拥有快速收敛速率、可调节收敛时间和更

精确的收敛时间上限估计的预定时间控制算法将

是下一步研究工作的重点.
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Abstract

Two innovative sliding mode control laws based on the convergence principle of reaching law are presented
in  this  work.  These  control  laws  are  used  to  achieve  both  finite-time  and  fixed-time  synchronization  for  a
specific  class  of  memristive  chaotic  system,  which  are  known  for  their  intricate  and  complex  dynamical
behaviors.  By  utilizing  these  control  strategies,  we  can  effectively  manage  the  synchronization  process  and
ensure  rapid  convergence.  Firstly,  for  the  finite-time  synchronization  issue,  a  novel  power  reaching  law  is
derived. Compared with the conventional reaching law, the reaching law presented in this work has a prominent
advantage that the chattering of the sliding mode control is reduced to a lesser extent and the speed of reaching
the  sliding  surface  is  quicker.  An  upper  bound  of  the  stabilization  time,  which  is  dependent  on  the  initial
conditions  of  the  system,  is  obtained  and  the  system  is  proved  stable.  For  the  fixed  time  synchronization
problem,  a  new  double  power  reaching  law  is  put  forward  to  minimize  the  chattering  and  accelerate  the
convergence. Then, by utilizing the fixed time stability theory, the upper bound of the convergence time that
remains invariant with the initial value of the system is derived. Finally, in order to verify the effectiveness and
feasibility  of  the  theoretical  derivation  in  this  paper,  two  sets  of  control  experiments  are  set  up  and  the
influences  of  the  two  control  laws  on  the  system  synchronization  state  are  compared.  The  experimental
phenomenon strongly proves the accuracy of the proposed theorem.

Keywords: finite-time  synchronization,  fixed-time  synchronization,  new  power  reaching  law,  memristive
chaotic systems
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