
 

磁性原子链中的拓扑超导相竞争*
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穿过磁性原子环的磁通能够诱导拓扑超导, 这种方法既不需要自旋轨道耦合也不需要螺旋磁序, 为实现

低维拓扑超导提供新的思路. 本文介绍了在二维 s波超导表面环状沉积铁磁序磁性原子链模型, 阐述了在此

模型中磁通诱导拓扑超导的原理. 同时考虑实际实验, 磁性原子链打破了二维衬底表面的空间反演对称性,

带来了 Rashba自旋轨道耦合, 进而导致原子链螺旋磁序的出现. 研究了 Rashba自旋轨道耦合和螺旋磁序对

拓扑超导态的影响. 结果发现, 自旋轨道耦合对原有拓扑态具有破坏性的影响, 而螺旋磁序只是推动了相变

点在参数空间的转移, 不破坏原有拓扑态.
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1   引　言

在低维拓扑超导的研究中, 一维磁性原子链是

重要的研究对象.  其或利用铁磁/反铁磁序和

Rashba自旋轨道耦合 [1–8], 或单独利用螺旋排列磁

性原子磁矩 [9–22], 或利用反铁磁和超电流 [23] 来实

现拓扑超导. 然而, 在实际实验中无论铁磁/反铁

磁 [1,7,8] 或螺旋磁序 [6,24], 几乎都需要自旋轨道耦合

的参与. 最近, 笔者团队 [25] 提出了利用磁通在磁性

环链诱导出拓扑超导的方法, 其原理简单, 实验条

件要求简便, 不需自旋轨道耦合, 具有很大的潜在

应用价值.

在实验室环境中, 磁性原子链一般铺在二维超

导衬底表面, 若不考虑其他效应, 这种二维衬底上

的磁性原子的磁矩会因为 RKKY效应形成铁磁

序 [17]. 然而, 要诱导出拓扑超导, 必须要磁性原子

磁矩垂直于外加磁场, 对于铁磁序排列的磁性原子

链来说这是一个巨大的挑战. 幸运的是, 在这样的

系统中, 二维衬底表面的磁性原子链打破了表面的

上下空间反演对称, 导致 Rashba自旋轨道耦合的

出现. 这种自旋轨道耦合能够诱导磁矩形成螺旋结

构, 其螺旋角与自旋轨道耦合强度正相关 [17]. 因此,

如果自旋轨道耦合足够小, 则其螺旋角也会很小,

以至于可以把螺旋磁序近似为铁磁序, 其拓扑性质

应与铁磁序相似. 有趣的是, 这种螺旋结构会带来

铁磁序所不具有的优点, 即在外磁场的作用下, 磁

序螺旋面会垂直于外加磁场 [26], 满足了以上磁性

原子链模型形成拓扑超导的必要条件.

然而, 如果自旋轨道耦合效应较大, 磁序螺旋

角也会较大, 自旋轨道耦合效应、螺旋磁序都是不

可忽略的因素. 那么, 三者共存时拓扑超导性的变

化是一个值得研究的问题, 也是一个对实验有指导

意义的课题.
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2   铁磁链拓扑超导模型

s考虑在二维  波超导表面沉积磁性原子链, 原

子磁矩做经典自旋近似, 等效为在位的 Zeeman

场, 原子间的 RKKY效应导致原子磁矩铁磁排列,

此时磁通量若要诱导拓扑超导, 则磁性原子必须次

近邻排列, 且必须有垂直施加的外磁场, 如图 1(a)

所示. 施加的垂直磁场不仅提供垂直的 Zeeman

场, 也提供穿过原子链环的磁通. 近邻效应会在磁

性原子链上诱导出 s波配对. 如果将衬底效应整合

到一维磁性链中, 有效哈密顿量可以写为 

H0 =
∑
jj′

te−iϕc†jcj+1 + Jc†2j′−1S2j′−1 · σc2j′−1

− µc†jcj + V c†jσzcj +∆c†j↑c
†
j↓ + h.c. (1)

ϕ = ϕ0/N其中, 第 1项为相邻格点电子跃迁项,    ,

N c†j = (c†j↑, c
†
j↓) c†jσ j

σ

S2j′−1 = S (cosφ0, sinφ0, 0) φ0

φ0 = 0 J

j′ N/2

s

 为磁性原子数.    ,    是第   格点

自旋为  的电子产生算符; 第 2项为磁性原子的哈

密顿量,    ,    为随机角

度, 表示磁性原子磁矩在衬底表面平面内的指向.

在此模型中选择  .   为磁性原子与衬底的耦

合系数, 下标  为不大于  的整数. 第 3, 4和 5

项分别为化学势项、Zeeman场项和  波超导配对项.

Ψk = [fA, fB ]
T

fδ = [cδ k↑,

cδ k↓, c
†
δ−k↓,−c†δ−k↑] δ = A/B cδ kα =√

2

L

∑
j
e−ikRjδ cδ jα k

因为是次近邻沉积磁性原子, 所以一个原胞包

含两个原子, 以  为基 (其中 

 ,   代表两子格,  

 .), 系统哈密顿量可写到  空间:
 

H0 (k) = [ξ0 (k) τz + η0 (k)]Γk/2 +∆τx

+ V σz − µτz +
JSσx (Γz + Γ0)

2
, (2)

ξ0 (k) = 2tcosϕcosk/2 η0 (k) = 2tsinϕsink/2式中,   ,   .
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µ = 0.1 δJS µ = −2

图 1    (a)磁性原子以铁磁序次近邻沉积在空心圆筒 s波超导表面的示意图; (b)不引入超导时正常态磁性原子链能带. (c), (d)引

入超导配对后的能带,   , 黑色箭头表示自旋 (c)当化学势落于能隙   之间时 , 超导态

有能隙,   ; (d)图化学势落于   以外, 超导态无能隙,  

V = 0.4, JS = 0.5, ∆ = 0.1, ϕ = 0.04π,
δJS

µ = 0.1 δJS

µ = −2

Fig. 1. (a) Schematic of magnetic atoms deposited in a ferromagnetic order as next-nearest neighbors on the surface of an s-wave su-

perconductor on the surface of a hollow cylindrical s-wave superconductor; (b) the band structure of the normal state of the ring.

(c), (d) The band structures of the superconducting states with     the black arrows repre-

sent spin up or dowm: (c) When the chemical potential falls between the energy gap    in the normal state, the superconducting

state is gapped,   ; (d) the superconducting state is gapless when the chemical potential falls outside the energy gap    in

the normal state,   .
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τ ,σ,Γ

Γ0 Γk/2 =

cosk/2Γx − sink/2Γy

(0, π)

µ

|µ1| |µ2|
|µ1| > δJS/2 δJS JS

|µ| < δJS/2 δJS/2 < |µ1| |µ| <
|µ1|

µ1

δJS

µ µ1

∆

C = τyσyK K

Z2 Z2

M

 分别是作用在粒子空穴空间、自旋空间和

晶格空间的泡利矩阵,    是单位矩阵 ,   

 . 我们将正常态能带和超导态

能带分别展示在图 1(b), (c)中. 依据 Kitaev的理

论 [27], 在一维 spinless系统中, 当正常态在  之

间只有奇数个费米点时, 引入超导配对就可能实现

拓扑超导. 在图 1(b)中, 4条正常态能带没有自旋

杂化, 参与诱导 p波超导只涉及相同自旋能带, 因

此可看成 spinless系统. 所以, 当化学势   的绝对

值处于  和  之间时就可能实现拓扑超导. 注

意到,   ,   为  打开的能隙. 然而,

从图 1(c), (d)可以看出, 超导系统有能隙的条件

为化学势  ,  而   ,  即  

 , 这与能隙条件相悖. 因此, 在有能隙的超导中

无法满足 Kitaev的拓扑超导判据. 幸运的是,   

很接近  能隙上限, 而超导配对又会扭曲费米能

附近的能带, 当  处于能隙中但接近  时, 同时超

导配对足够大以至于能带扭曲达到某种程度以后,

系统就有可能转变为拓扑超导. 在之前研究反铁磁

链时我们已观测到了这种现象 [25]. 为了在铁磁链

中验证这个猜想, 以配对强度   为变量扫描开边

界能谱, 如图 2(a)所示. 可以看出, 当配对达到一

定强度以后的确开始出现零能态 (图中红色零能部

分). 要确定系统是否真的达成拓扑超导, 还需要计

算系统的拓扑数. 此一维等效模型只有粒子空穴对

称, 粒子空穴对称算符为  ,   为求复共

轭算符. 系统属于 D分类 [28,29], 在一维情况下需要

用  拓扑数表征. 我们选用 Kitaev的   拓扑数

 来表征此系统 [25,27], 其拓扑相图展示在图 2(b)

中, 蓝色区域即是拓扑超导区域, 红色虚线是图 2(a)

能谱扫描的路径. 可以看出零能出现在拓扑超导区

域, 证明了图 2(a)中红色零能确实是拓扑保护的

边界Majorana费米子零模. 正如我们猜想的那样,

系统出现了拓扑超导态. 

3   自旋轨道耦合作用

∑
j
iαR×

c†jσxcj+1 + h.c.

φ aR

φ = 2m∗aRa m∗ a

k

在二维衬底上的一维链打破了上下空间反演

对称性,  会产生 Rashba自旋轨道耦合  

 ,  其使磁性原子链产生螺旋磁序 ,

螺旋磁序螺旋角  与自旋轨道耦合作用   满足

 , 其中   为电子有效质量,    为晶格

长度 [17,26]. 文献 [25]单独讨论了磁矩螺旋角对拓扑

性质的影响, 本节将研究自旋轨道耦合对铁磁链拓

扑性质的影响. 首先, 为简单起见, 假设螺旋角和

自旋轨道耦合可以独立自由调节, 本节假设螺旋角

为 0 (不为零的情况留待下文讨论), 则  空间该系

统的有效哈密顿量为 

Hα (k) = H0 (k)

+
(
2aRsin

k

2
cosϕτzσx + 2aRcos

k

2
sinϕσx

)
Γk/2. (3)

JS δJS

±π

(0, π) δJS

自旋轨道耦合结合磁场可以独立诱导拓扑超导. 但

是, 其诱导原理与磁通诱导原理不同. 磁通诱导的

拓扑超导要求化学势必须在  打开的能隙  

中, 否则系统将无能隙. 而自旋轨道耦合诱导的拓

扑超导则没有这个限制. 图 3所示为不同强度的自

旋轨道耦合下正常态能带和开边界能谱情况. 从能

带图 3(a)—(c)可以看出, 自旋轨道耦合会在第一

布里渊区边界  位置扩大原本的能隙, 这导致在

 区间, 当化学势处在接近中间   能隙上限
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(b)(a) 1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

JS = 0.5, µ = 0.1, ϕ = 0.04π V = 0.4图 2       (a)铁磁链模型 (1)的开边界能谱图, 包含了 200个子格,   ; (b)此模型的拓扑相图,

JS = 0.5, µ = 0.1, ϕ = 0.04π :

V = 0.4

Fig. 2.   (a)  The  energy  spectrum  of  the  ferromagnetic  ring  model  (1)  on  the  condition  of  open

boundaries with 200 sites,   ; (b) the topological phase diagram.
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δJS

附近时, 费米点由原来 (无自旋轨道耦合时)的奇

数个变成了现在 (有自旋轨道耦合时)的偶数个,

破坏了 Kitaev的拓扑超导形成条件. 所以, 即使超

导配对强度大过能隙, 亦不能形成拓扑超导. 同时,

 能隙上下不再对称, 实际导致中间能带能隙减

小, 如图 3(c)中能隙几乎完全消失. 因此, 从这两

个方面都说明了自旋轨道耦合作用会破坏此区域

的拓扑超导态. 同时, 图 3(a)—(c)还显示, 在正常

态最下和最上能带处, 能带结构并未受太大影响,

若化学势处于此区域, 左右半布里渊区将分别只有

奇数个费米点, 有可能形成拓扑超导. 然而, 在没

有自旋轨道耦合作用时, 即使引入超导配对亦不能

µ = −2

αR = 0.3

µ Z2 M

αR = 0 δJS

αR ̸= 0

αR δJS αR = 0

B

B′ µ = 0

αR

在此区域打开能隙, 如图 3(g)所示, 此时  ,

超导态无能隙. 引入自旋轨道耦合以后, 下能带区

域能隙打开, 见图 3(h), 此时当   , 系统将

可能进入拓扑超导态. 图 3(d)—(f)分别展示了对

应图 3(a)—(c)参数下开边界能谱图, 扫描参数为

化学势  ,  同时标注了 Kitaev    拓扑数   .  在

 时, 拓扑超导出现在  能隙附近, 化学势

超出此能隙以后, 系统进入无能隙状态. 当 

时,    导致   能隙减小, 扫描能谱相比  

提前进入无能隙状态. 图 3(d)中的能隙闭合点  

和  都向  移动, 导致拓扑超导区域被挤压以

至到图 3(e)时完全消失. 当   足够大时, 会诱导
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图 3    铁磁链在不同自旋轨道耦合强度   下的能带图和开边界能谱图,   , 开边界链长

100个格子 (a)—(c)正常态能带; (d)—(f)开边界扫描化学势的能谱图, 其参数与 (a)—(c)分别对应,   和   之间无能

隙,   是   拓扑数,   1代表拓扑非平庸; (g), (h)   和   的超导能带图, 化学势为   , (h)中小图放大了能隙

附近的能带, 便于观察能隙

αR, JS = 0.4, ϕ = 0.06π, V = 0.4, ∆ = 0.3

A−B A′ −B′ M Z2 −1

µ = −2 αR = 0 αR = 0.3

Fig. 3. The  band  structures  and  open  boundary  energy  spectrums  of  the  ferromagnetic  ring  with  different  strengths  of  SOC

 ,  the open boundary ring contains 100 sites:  (a)–(c) The normal state energy bands;

(d)–(f) the open boundary energy spectra by scanning the chemical potential, with the parameters corresponding to (a)–(c) respect-

ively,    and    are gapless.    is    invariant while    indicates topologically nontrivial; (g), (h) the superconduct-

ing energy bands with     when     and    , respectively, the inset in (h) shows the band structure near the gap

near zero energy.
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αR新的拓扑态, 如图 3(f), 在下能带处, 较大的  打

开能隙, 形成新的拓扑超导. 图中的零能红实线为

边界Majorana费米子零模. 

4   螺旋磁序

研究表明, 螺旋磁序能够独立地诱导拓扑超

导, 但其与磁通诱导的拓扑超导形成条件不同, 需

要磁矩螺旋角与费米波矢相匹配 [10–16,20]. 本节我们

聚焦在螺旋磁矩对已存在的磁通诱导的拓扑超导

的影响, 对螺旋磁矩自身诱导的拓扑超导行为不做

详细讨论. 实空间有效哈密顿量为 

H ′
0 =

∑
jj′

te−iϕc†jcj+1 + Jc†2j′−1S
′
2j′−1 · σc2j′−1

− µc†jcj + V c†jσzcj +∆c†j↑c
†
j↓ + h.c. (4)

S′
2j′−1 = S (cosφ2j′−1, sinφ2j′−1, 0) φ2j′+1−

φ2j′−1 = φ dj↑ = cj↑eijφ/4, dj↓ =

cj↓e−ijφ/4 k

此处  ,   

 .  引入幺正变换  

 , 可以将哈密顿量写到  空间: 

H ′
0 (k) =

[
ξk/2τz + ηk/2

]
Γk/2 +∆τx

+ V σz + JSσx (Γz + Γ0) /2. (5)

其中 

ξk/2 = 2tcosϕcos
φ

4
cos

k

2
+ 2tsinϕsin

φ

4
cos

k

2
τzσz,

 

ηk/2 = 2tsinϕcos
φ

4
sin

k

2
− 2tcosϕsin

φ

4
sin

k

2
τzσz.

±π

JS

JS φ = 0.3π
µ < 0

在图 4(a)—(c)中展示了不同螺旋角时正常态的能

带. 螺旋磁矩扭曲了能带, 导致能带上下不再对称,

但是并不像自旋轨道耦合一样扩大  处的能隙.

所以, 理论上来说在原本磁通诱导拓扑超导能够得

到保留, 唯一需要顾虑的是随着螺旋角的增大, 扭

曲的能带已经无法保持  打开的能隙. 幸运的是,

引入超导配对以后, 超导态中的能隙的打开并不一

定要需要  打开的能隙. 如   时, 正常态

在化学势  时并无能隙, 但引入超导配对以后,

会出现有能隙的区域, 可见开边界能谱图 4(f). 结

合图 3(d)和图 4(d)—(f), 可以发现螺旋磁矩将磁

通诱导的拓扑区域往左转移而不是如自旋轨道耦

合作用一样破坏它. 当螺旋角持续变大, 拓扑区域

持续往左移, 但亦能诱导新的拓扑超导, 见图 4(f),

此时在接近上顶带处出现了新的拓扑非平庸区域. 

5   自旋轨道耦合、螺旋磁矩的共同作用

iαRc
†
jσxcj+1

本节讨论螺旋磁序和自旋轨道共同存在的

情况. 此时哈密顿量是在 (4)式基础上添加自旋轨

道耦合  及其共轭项. 为简单又不失一

般性, 依然假设自旋轨道耦合和螺旋角可以自由独
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图 4    不同螺旋角下的磁性原子链能带图和开边界能谱图 ,    . 开边界原子链包含 100个格子

(a)—(c)正常态能带; (d)—(f)开边界扫描化学势的能谱图, 其参数与 (a)—(c)分别对应, 超导配对强度为  

JS = 0.4,

ϕ = 0.06π, V = 0.4,

∆ = 0.3

Fig. 4. The  band  structures  and  open  boundary  energy  spectra  of  the  magnetic  ring  with  different  patch  angles,   

  the open boundary ring contains 100 sites: (a)–(c) The bands of the normal states; (d)–(f) the open boundary

energy spectrums by scanning the chemical potential, with   .
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π

Z2

Z2

αR

立地调节. 在螺旋磁序和自旋轨道耦合共存的情况

下, 第 4节中的幺正变换已经失去意义, 原胞内原

子将包含一整个磁矩螺旋周期. 例如, 若螺旋角是

0.1  , 则一个原胞有 20个磁性原子, 总原子数为

40. 螺旋角更小时一个原胞包含的原子数更多, 此

时再将哈密顿量转换到动量空间已经意义不大. 因

此, 我们不再在动量空间分析问题, 而是直接从实

空间出发, 通过讨论开边界能谱和  拓扑数来分

析系统拓扑问题. 图 5中展示了不同螺旋角和自旋

轨道耦合强度下的开边界能谱及其  拓扑数. 从

纵向看, 自旋轨道耦合作用依然充当着破坏磁通诱

导的拓扑超导的角色. 从横向看, 在  较小时, 仍

然能保留磁通诱导的拓扑超导, 但是其在参数空间

位置被螺旋磁序驱动. 这两种表现与磁通系统中单

独存在自旋轨道耦合或螺旋磁矩时是一致的. 当

然, 在增大自旋轨道耦合和螺旋角时, 系统也一样

会出现新的拓扑超导态. 因此, 综上所述, 螺旋磁

序对磁通诱导的拓扑超导的影响有限, 而自旋轨道

耦合作用对其影响却是破坏性的. 

6   结　论

本文研究了铁磁链拓扑超导模型的拓扑性质.

当磁性原子以晶格次近邻环链方式沉积在二维

s波超导表面, 并且磁矩垂直外加磁场时, 磁通能

够诱导拓扑超导. 为了让磁矩垂直磁场, 需要考虑

Rashba自旋轨道耦合的作用. 这种自旋轨道耦合

来自二维表面空间反演对称性破缺, 它的存在同时

带来了螺旋磁序, 并且螺旋面会自发垂直于外加磁

场, 这正是我们所需要的. 我们研究了自旋轨道耦

合和螺旋磁矩的存在对拓扑态的影响. 在自旋轨道

耦合作用足够小时, 磁序螺旋角亦很小, 磁性原子

链拓扑性质与铁磁序相似. 当自旋轨道耦合作用较

大时, 其会破坏磁通诱导的拓扑态. 而螺旋磁序几

乎不会破坏原有的拓扑态, 只会转移拓扑态在参数

空间的位置.

理论和实验上都表明, 沉积原子链打破了二维

表面的上下空间反演对称性, 必然会带来 Rashba

自旋轨道耦合, 这也是我们所乐见的. 此时, 螺旋
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图 5    不同螺旋角和自旋轨道耦合强度下的 100个磁性原子链开边界能谱图. 图中磁性原子链包含 100个格子, 其中超导配对强

度为   ,  

∆ = 0.3 JS = V = 0.4, ϕ = 0.06π
Fig. 5. The open boundary energy spectrums of  the magnetic atomic ring with different strengths of  SOC and patch angles.  The

ring contains 100 sites and   ,   .
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磁序与自旋轨道耦合相伴而生, 因此实际上螺旋磁

序并不能自由独立调节. 鉴于自旋轨道耦合会破坏

拓扑态, 而其引发的螺旋磁序主要作用是为了保证

磁矩与外加磁场垂直而无关乎螺旋角大小, 因此,

本研究为实验学家提供了实验努力的方向, 即为观

察磁通诱导的超导, 在选择实验材料时应尽量选

择 Rashba自旋轨道耦合强度小的材料, 且材料掺

杂度尽量接近半满.
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Abstract

A  magnetic  flux  threading  through  magnetic  atomic  rings  can  induce  topological  superconductivity.  It

provides  a  novel  approach  to  achieving  low-dimensional  (2D)  topological  superconductivity,  which  requires

neither spin-orbit coupling nor helical magnetic order. In this paper, we introduce a topological superconductor

model  by  depositing  a  ferromagnetic  atomic  ring  on  the  surface  of  a  2D  s-wave  superconductor.  When  the

moments of  the magnetic  atoms are perpendicular  to the external  magnetic  field,  a  magnetic  flux can induce

topological superconductivity. Considering practical experiments, because the magnetic atomic chain breaks the

inversion  symmetry  of  the  surface  of  the  2D  substrate,  the  Rashba  spin-orbit  coupling  (SOC)  is  introduced,

leading to the appearance of helical magnetic order in the atomic chain. According to previous researches, this

helical  magnetic  order  ensures  that  the  magnetic  moments  of  the  ring  are  perpendicular  to  the  external

magnetic field, and the patch angle of neighbor moment of the helical order is proportional to the strength of

the SOC. However, the helical order or Rashba SOC may introduce topological superconductivity on their own.

It is meaningful to investigate the influence of the effects of the Rashba SOC and helical magnetic order on the

flux induced topological  superconducting states.  We find that the Rashba SOC has a disruptive effect on the

existing  topological  state,  while  helical  magnetic  order  merely  shifts  its  transition  position  in  the  parameter

space.  Therefore,  when  selecting  materials  for  experiment,  it  is  recommended  to  choose  materials  with  lower

Rashba SOC strength.

Keywords: topological superconductor, magnetic atomic ring, ferromagnetic order
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