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量子谐振子模型在量子光学和量子信息中具有十分重要作用, 一直以来是相关领域研究的热点问题之一.

在单模谐振子和双模纠缠态表象的基础上, 构造了一种新的双模耦合谐振子模型. 与以往报道的双模耦合谐

振子不同, 本文提出的模型不仅具有新耦合系数的坐标和动量两个耦合项, 而且其能量本征值和波函数不需

要消除耦合项便可直接求解, 这简化了有关的量子计算. 此外, 进一步分析了双模真空态在此谐振子作用下,

输出量子态的非经典特性, 如正交压缩性质、相空间 Q 函数、粒子数空间分布和量子纠缠等. 研究表明, 此双

模耦合谐振子对输入真空态具有很强的耗散作用. 输出光场不仅呈现超泊松分布和强关联的特性, 而且光子

具有较高的量子纠缠度. 因此, 本文提出的双模耦合谐振子是成为实现连续变量量子纠缠态的典型方案之一.
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1   引　言

|n⟩ (n+

1/2)ℏω

谐振子模型在物理学很多领域都具有广泛的

应用, 例如: 量子光学中光场的制备 [1]、量子信息中

量子态的隐形传输 [2]、固体物理中晶格振动和原子

光谱等 [3,4].1926年, 薛定谔在薛定谔方程的基础

上, 提出了量子谐振子概念 [5]. 在此基础上构造的

谐振子模型是为数不多的能够精确求解的量子

力学系统之一 [6,7].  单模线性量子谐振子的哈密

顿量对应的本征态是粒子数态  , 本征值是  

 . 后来, 海森伯提出量子力学上著名的“不

确定原理”. 为了寻求满足最小不确定关系的量子

态, 薛定谔进一步在谐振子模型基础上提出了相干

态的概念. 1963年, 格劳伯 [8] 在利用量子谐振子理

论研究电磁场时, 发现激光光场对应的状态就是相

干态, 从而引起人们的广泛关注.

在单模谐振子模型的基础上, 多模耦合谐振子

问题也得到广泛的研究 [9,10]. 一般多模谐振子哈密

顿量中都包含耦合项, 因为没有合适的量子表象,

使其本征函数的求解变得异常复杂 [11]. 目前求解

此类问题, 主要求解方法是利用量子变换的方法来

消除耦合项 [12]. 本文提出一个看似平淡, 却又令人

深思的问题, 即有没有一类双模耦合谐振子可以不

用消除耦合项而直接求解? 答案是肯定的. 后面将

在纠缠态表象的基础上, 提出一种具有新耦合系数

特征的双模耦合谐振子理论模型, 并进一步讨论双

模真空态在此谐振子作用下随时间演化的情况.

本文第 2部分首先简要分析了单模谐振子模

型和双模纠缠态表象, 然后构造出新的双模耦合谐

振子对应的哈密顿量. 同时分析了此谐振子的能量

本征值、Fock空间波函数, 以及时间演化算符对应
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的量子变换. 最后推导出双模真空态在双模谐振子

作用下输出量子态的具体形式. 第 3部分利用非经

典量子态的理论, 研究了输出量子态在压缩、粒子

数分布和量子纠缠方面的性质. 最后总结了本文的主

要研究结果, 并对此类谐振子的实际应用进行展望. 

2   双模耦合谐振子
 

2.1    哈密顿量理论模型

单模线性谐振子的哈密量为 

H1 =
P 2

2m
+

1

2
mω2Q2, (1)

P Q m ω式中  和   分别是动量算符和坐标算符,    和  

分别是谐振子的质量和圆频率.

Qa −Qb Pa + Pb [Qa−
Qb, Pa + Pb] = 0

早在 1935年, 爱因斯坦、波多尔斯基和罗森

构造了一对孪生光子, 用以挑战量子力学中哥本哈

根学派对波函数的解释 [13]. 在他们的理论中, 若对

其中任意一个光子进行量子测量, 便可精准确定另

一个光子所处的量子态. 这一结果看似悖逆了“海

森伯不确定性原理”, 因此常被人们称为 EPR佯

谬. 后来 , Fan[14] 根据两个光子的相对坐标算符

 和总动量算符  满足对易关系 

 , 给出了它们的共同本征态: 

|η⟩ ≡ exp
(
−1

2
|η|2 + ηa† − η∗b† + a†b†

)
|00⟩ , (2)

η η ≡ η1 + iη2 a† b†式中  是复数,    ,    和   分别是对应

光场的产生算符.

|η⟩根据有序算符内积分技术, 可以证明  满足

正交归一关系, 即 

⟨η′| η⟩ = π δ2 (η − η′) ,

∫
d2η
π

|η⟩ ⟨η| = 1, (3)

d2η ≡ dη1dη2式中  .

根据动量算符和坐标算符与产生算符和湮灭

算符的关系: 

Qa =
a+ a†√

2
, Qb =

b+ b†√
2
,

Pa =
a− a†√

2i
, Pb =

b− b†√
2i

, (4)

可知 

(Qa −Qb) |η⟩ =
√
2η1 |η⟩ ,

(Pa + Pb) |η⟩ =
√
2η2 |η⟩ . (5)

√
2η1

√
2η2式中  和   分别是测量系统中两粒子之间

|η⟩相对位置和总动量的期望值. 实际上, 量子态  就

是一类典型的连续纠缠态表象, 其在压缩态、超导

约瑟夫森结和量子霍尔效应等领域已经得到广泛

应用 [15]. 在纠缠态表象的启发下, 构造如下双模耦

合谐振子的哈密顿量: 

H2 = (Pa + Pb)
2
+ ω2(Qa −Qb)

2
. (6)

ℏ = m = 1为了便于后面理论分析, 取  .

将 (6)式展开得到: 

H2 = P 2
a + ω2Q2

a + P 2
b + ω2Q2

b + 2PaPb − 2ω2QaQb.
(7)

(7)式前两项是系统谐振子的哈密顿量, 第 3项与

第 4项是环境热库的哈密顿量, 最后两项描述的

是系统与热库之间相互作用的哈密顿量. 由 (6)式

可以发现, 对比于经典的谐振子耦合的 Caldeira-

Leggett 模型, (7)式中哈密顿量耦合项具有特殊

耦合系数 [16]. 因此, 在实验方面, 通过改变相关量

子调控参数, 便可实现此量子系统的制备. 

2.2    能量本征态

H |ψ⟩ = E |ψ⟩
|ψ⟩ = |n⟩ H1 |n⟩ = ω

(
a†a+ 1/2

)
|n⟩

1/2ω |0⟩

H2

|η⟩

根据能量本征方程  , 对于单模谐

振子,    ,  则   ,  最

低能量  对应的状态是   ,  即真空态 .  对于

(7)式中的双模谐振子, 借助于传统的量子变换消

除耦合项方法很难得到精确的解析解. 本文将 

直接作用于双模纠缠态  , 不难得到 

H2 |η⟩ = 2
(
η21 + ω2η22

)
|η⟩ . (8)

|m,n⟩
|η⟩

系统的相对位置和总动量是连续的, 所以此类

谐振子具有宏观量子态的性质, 即能量本征值和本

征函数都是连续的, 这与单模谐振子有明显不同.

此外, 为进一步分析双模粒子数态  与纠缠态

 的关系, 引入双变量厄密多项式的母函数: 

∞∑
m,n=0

sms′n

m!n!
Hm,n(η, η

∗)=exp(−ss′ + sη + s′η∗).

(9)

|η⟩因此, (2)式中的纠缠态  可改写为 

|η⟩ =
∞∑

m,n=0

e−
1
2 |η|

2

Hm,n (η, η
∗)
a†

m(
−b†

)n
m!n!

|00⟩

=

∞∑
m,n=0

e−
1
2 |η|

2

Hm,n(η, η
∗)

(−1)
n

√
m!n!

|m,n⟩. (10)

将 (10)式代入 (8)式, 得到:
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⟨m′, n′|H2 |η⟩ = 2
(
η1

2 + ω2η2
2
)
e−

1
2 |η|

2
∞∑

m,n=0

Hm,n (η, η
∗)

(−1)
n

√
m!n!

⟨m′, n′ |m,n⟩

= 2(η21+ω
2η22)e

− 1
2 |η|

2 (−1)
n′

√
m′!n′!

Hm′,n′(η, η′). (11)

|η⟩因此, 在纠缠态表象  内, 双模耦合谐振子在 Fock空间的波函数不需要量子变换也可以得到明显的

表达式. 

2.3    时间演化算符及其量子变换

因为本文双模耦合谐振子中不含有时间参数, 所以时间演化算符可以很容易由薛定谔方程得出: 

U (t) ≡ e−iHt = exp
[
−it(Pa + Pb)

2 − itω2(Qa −Qb)
2
]
. (12)

U (t)为进一步推导  对应的量子变换, 将 (12)式改写为 

U (t) = exp
[1
2
ΛMΛ̃

]
, (13)

Λ̃ Λ Λ =
(
a† b† a b

)
式中  是  的转置,   ,
 

M = it


1− ω2 1 + ω2 −

(
1 + ω2

)
ω2 − 1

1 + ω2 1− ω2 ω2 − 1 −
(
1 + ω2

)
−
(
1 + ω2

)
ω2 − 1 1− ω2 it

(
1 + ω2

)
ω2 − 1 −

(
1 + ω2

)
1 + ω2 1− ω2

 . (14)

U (t)根据文献 [17]中算符矩阵理论,   对应的量子变换为 

U (t) Λ̃U(t)
−1

=


−
[
1 + it

(
1 + ω2

)]
a† + it

(
ω2 − 1

)
b† + it

(
1− ω2

)
a+ it

(
1 + ω2

)
b

−
[
1 + it

(
1 + ω2

)]
b† + it

(
ω2 − 1

)
a† + it

(
1− ω2

)
b+ it

(
1 + ω2

)
a

−
[
1− it

(
1 + ω2

)]
a+ it

(
1− ω2

)
b+ it

(
ω2 − 1

)
a† − it

(
1 + ω2

)
b†

−
[
1− it

(
1 + ω2

)]
b+ it

(
1− ω2

)
a+ it

(
ω2 − 1

)
b† − it

(
1 + ω2

)
a†

 . (15)

其对应的逆变换是: 

U(t)
−1

Λ̃U (t) =


[
1 + it

(
1 + ω2

)]
a† + it

(
1− ω2

)
b† + it

(
ω2 − 1

)
a− it

(
1 + ω2

)
b[

1 + it
(
1 + ω2

)]
b† + it

(
1− ω2

)
a† + it

(
ω2 − 1

)
b− it

(
1 + ω2

)
a[

1− it
(
1 + ω2

)]
a− it

(
1− ω2

)
b+ it

(
1− ω2

)
a† + it

(
1 + ω2

)
b†[

1− it
(
1 + ω2

)]
b+ it

(
ω2 − 1

)
a+ it

(
1− ω2

)
b† + it

(
1 + ω2

)
a†

 . (16)

 

2.4    双模真空态的演化

单模真空态在一维谐振子作用下, 可以得到相

干态. 那么, 双模真空态在此双模耦合谐振子作用

下, 会演化成什么样的量子态呢? 为了解决这个问

题, 首先利用 (3)式中纠缠态表象完备性, 得到 

|τ⟩ ≡ exp (−iH2t) |00⟩

=

∫
d2η
π

exp (−iH2t) |η⟩ ⟨η |00⟩ , (17)

根据 (2)式中纠缠态的表达式和 (5)式中纠缠态的

本征方程, 可以导出 

|τ⟩ =
∫

d2η
π

exp(−|η|2 − 2itη22 − 2itω2η1
2

+ ηa† − η∗b† + a†b†) |00⟩ . (18)

η = η1 + iη2 η2首先对  的虚部  进行积分:
 

1√
π

∫ −∞

∞
exp

[
− (1 + 2it) η22 + i

(
a† + b†

)
η2
]
dη2

=
1√

1 + 2it
exp

[
−
(
a† + b†

)2
4 (1 + 2it)

]
. (19)

这里用到了积分公式:
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1√
π

∫ ∞

−∞
exp

(
−Ax2 +Bx

)
dx

=
1√
A

exp
(
B2

4A

)
, Re A > 0. (20)

η η1同理, 对  的实部  积分, 则 

1√
π

∫ ∞

−∞
exp

[
−
(
1 + 2itω2

)
η21 +

(
a† − b†

)
η1
]
dη1

=
1√

1 + 2itω2
exp

[ (
a† − b†

)2
4 (1 + 2itω2)

]
. (21)

将 (19)式和 (21)式的积分结果代入 (18)式, 化简

得到: 

|τ⟩ = 1√
k
exp

[
it
(
1− ω2

)
2k

(
a†

2
+ b†

2
)

+
it
(
ω2 + 4itω2 + 1

)
k

a†b†
]
|00⟩ , (22)

k = (1 + 2it)
(
1 + 2itω2

)
其中  .

F ≡ |⟨ψin| ψout⟩|2 |τ⟩

输出量子态的保真度是量子通信和量子计算

关注的重点问题之一, 它的数值大小可以直观反映

量子系统的稳定性和可调控性 [18,19]. 一般保真度可

以通过两个量子态内积对应模值的平方来计算, 即

 . 对于量子态  , 可得
 

F = |⟨00| τ⟩|2 =
1

(1 + 4t2)(1 + 4t2ω2)
. (23)

t = 0 F = 1

|τ⟩

显然, 在  时, 由 (23)式可得  . 为了

更加直观地分析任意时刻不同频率下双模谐振子

输出量子态  的保真度, 在图 1绘制了对应的保

真度随时间变化曲线. 可以看出, 双模真空态在耦

合谐振子中的保真度随时间增长而迅速衰减, 最终

趋向于零. 此外, 保真度衰减速度随谐振子频率增

大而加快. 因此, 在相同的时间内, 双模真空态在

低频振荡的双模谐振腔中更容易保持较高保真度. 

|τ⟩3   量子态  的非经典特性
 

3.1    压缩性质

1/4

1/2

根据海森伯不确定原理, 在量子光场两个正交

方向量子测量的涨落乘积总是大于或等于  . 因

此, 如果某个方向的量子涨落低于   , 那么对应

的量子态就具有正交压缩效应 [20,21]. 对于双模压缩

情形, 引入两个正交算符: 

Xab =
1

2
√
2

(
a† + a+ b† + b

)
,

Yab =
i

2
√
2

(
a† − a+ b† − b

)
, (24)

[Xab, Yab] = i满足对易关系  .

如果某量子态具有正交压缩效应, 则至少满足

如下不等式中的一个: 

S2X ≡
⟨
Xab

2
⟩
− ⟨Xab⟩2 −

1

4
< 0,

S2Y ≡
⟨
Yab

2
⟩
− ⟨Yab⟩2 −

1

4
< 0. (25)

将 (24)式代入 (25)式, 得到: 

S2X = Re
⟨
a†

2
+ b†

2
+ 2a†b† + 2a†b

⟩
+
⟨
a†a+ b†b

⟩
− 2[Re

⟨
a† + b†

⟩
]2 < 0,

S2Y = − Re
⟨
a†

2
+ b†

2
+ 2a†b† − 2a†b

⟩
−
⟨
a†a+ b†b

⟩
− 2[Im

⟨
a† + b†

⟩
]2 < 0. (26)

|τ⟩
a†b†

|τ⟩

为求解量子态  的对应正交压缩量, 首先要

得到 (26)式中各项算符的平均值. 对于算符  

在量子态  下的期望值, 可写为  ⟨
a†a

⟩
= ⟨00|U−1 (t) a†aU |00⟩ . (27)

据 (16)式的量子变换关系, 进一步得到:  ⟨
a†a

⟩
= ⟨00| a′†a′ |00⟩ , (28)

其中, 

a′† =
[
1 + it

(
1 + ω2

)]
a† + it

(
1− ω2

)
b†

+ it
(
ω2 − 1

)
a− it

(
1 + ω2

)
b,

a′ =
[
1− it

(
1 + ω2

)]
a− it

(
1− ω2

)
b

+ it
(
1− ω2

)
a† + it

(
1 + ω2

)
b†. (29)

在双模真空态下, 除常数项平均值不为零, 其

余算符平均值均为零. 因此, 将算符排成正规乘积

形式后, 得到 
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图 1    双模真空态保真度随时间的变化曲线

Fig. 1. Curves for the change of fidelity with two-mode va-

cuum state over time.
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⟨
a†a

⟩
= 2t2

(
1 + ω4

)
. (30)

同理, 可得  ⟨
b†b

⟩
=

⟨
a†a

⟩
= 2t2

(
1 + ω4

)
,⟨

a†b
⟩
=

⟨
ab†

⟩
= 2t2

(
1− ω4

)
,⟨

a†b†
⟩
= ⟨ab⟩∗ = 2t2

(
1 + ω4

)
− it

(
1 + ω2

)
,⟨

a†
2⟩

=
⟨
b†

2⟩
=

⟨
a2
⟩∗

=
⟨
b2
⟩∗

= − 2t2
(
1− ω4

)
− it

(
ω2 − 1

)
,⟨

a†
⟩
=

⟨
b†
⟩
= ⟨a⟩ = ⟨b⟩ = 0. (31)

将 (31)式各项算符平均值代入 (26)式 ,  化简后

得到 

S2X = 16t2 > 0, S2Y = 0. (32)

从 (32)式可知, 双模谐振子在 Y 方向不具备

压缩效应, 而在 X 方向发生了明显的量子耗散.

|τ⟩
下面用二维相空间 Q 分布函数来进一步分析

输出量子态  的耗散现象. 在量子光学中, Q 函

数是一个恒非负的函数, 具有准概率分布的性质.

它在研究量子光场的非经典性质和随时间演化方

面有着十分重要的作用. 对于双模量子态, Q 函数

定义为 

Q =
1

π 2
|⟨β1, β2| τ⟩|2, (33)

|β1, β2⟩ ≡ exp[−1/2|β1|2 − 1/2|β2|2 + β1a
†+

β2b
†] |00⟩

其 中   

 是双模相干态.

将 (22)式代入 (33)式, 得 

Qβ1,β2

=
1

π 2
e−|β1|2−|β2|2

∣∣∣∣∣ 1√
k
exp

[
it
(
1− ω2

)
2k

(
β1

∗2 + β2
∗2)

+
it
(
ω2 + 4itω2 + 1

)
k

β1
∗β2

∗

]∣∣∣∣∣
2

. (34)

ω

对比图 2(a)—(c), 可以发现在谐振子频率不

变的情况下, 输出量子态的 Q 函数在相空间的分

布范围随着时间的延长而逐步变宽, 其峰值对应

概率却迅速减小. 比较图 2(c), (d)可知, 谐振子频

率对 Q 函数的分布范围虽然影响较小, 但峰值对

应数值却随  的增大而很快减小. 因此, 整体来看

双模谐振子对输入量子态起到了耗散作用. 目前,

人们对一维量子耗散系统已经进行了大量理论和

实验方面的研究, 而二维量子耗散系统研究相对较

少 [22,23]. 量子耗散在量子态调控、量子退相干和量
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|τ⟩ ω = 0.5, t = 0 ω = 0.5, t = 0.5 ω = 0.5, t = 1.5 ω = 1.5, t = 1.5图 2    量子态   的相空间分布 Q 函数　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)  

|τ⟩ ω = 0.5, t = 0 ω = 0.5, t = 0.5 ω = 0.5, t = 1.5

ω = 1.5, t = 1.5

Fig. 2. Q-distribution function of quantum state    in phase space: (a)   ; (b)   ; (c)   ;

(d)   .
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子传输等诸多量子信息领域具有广泛应用 [24,25]. 一

般耗散系统与量子纠缠有密不可分的关系, 它可以

在宏观尺度实现较为稳定的量子纠缠 [26]. 因此, 本

文双模耦合谐振子模型可以为量子理论计算和实

验研究提供有益的参考. 

3.2    量子统计性质

为了描述量子光场的粒子数分布, Mandel[27]

引入了 Q 参数, 其定义为 

Q =

⟨
a†

2
a2
⟩
−
⟨
a†a

⟩2
⟨a†a⟩

. (35)

另外, 量子态中的两个光子之间反聚束效应可以通

过如下参数来确定 [28]: 

Rab =

⟨
a†

2
a2
⟩
+
⟨
b†

2
b2
⟩

2 ⟨a†ab†b⟩
− 1. (36)

Q > 0

Rab < 0

一般来讲, 如果  , 则光场中光子呈现超泊松

分布, 而  说明光场两个光子存在强关联.

|τ⟩对于量子态  , 用前面类似的方法可以得到

如下算符的平均值:  ⟨
a†

2
a2
⟩
=

⟨
b†

2
b2
⟩

= t2
[(
ω2 − 1

)2
+ 4t2

(
3ω8 + 2ω4 + 3

)]
,⟨

a†ab†b
⟩

= t2
[(
1 + ω2

)2
+ 4t2

(
3ω8 + 2ω4 + 3

)]
. (37)

将 (31)式和 (37)式分别代入 (35)式和 (36)式 ,

得到: 

Q =

(
ω2 − 1

)2
+ 8t2

(
1 + ω8

)
2 (1 + ω4)

> 0, (38)
 

Rab = − 4ω2

(1 + ω2)
2
+ 4t2 (3ω8 + 2ω4 + 3)

< 0. (39)

|τ⟩

Rab

从上面计算结果可以看出, 量子态  中光子

具有超泊松分布, 光子之间具有很强的反聚束效

应. 为了更直观地看到 Q 和   函数在不同谐振

频率下随时间的演变, 分别绘制了图 3和图 4. 对

比两图, 不难发现在谐振子低频情况下, 输出量子

光场中光子分布接近泊松分布, 而且量子反聚束效

应也较强. 随着谐振子频率的增大, 输出量子光场

中光子超泊松分布愈加明显, 而光子之间的关联也

逐步减弱.
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|τ⟩图 3　量子态   的 Q 参数随时间的变化曲线

|τ⟩
Fig. 3. Curves for the change of Q-parameter with quantum

state   over time.
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|τ⟩ Rab图 4　量子态   的   函数随时间的变化曲线

Rab

|τ⟩
Fig. 4. Curves  for  the  change  of      function  with

quantum state   over time.
 

|τ⟩

一个有趣的结论是输出光场的超泊松分布与

双模压缩真空光场的光子分布类似. 为了更清晰地

观测到量子态  中光子的超泊松分布现象, 下面

讨论光子分布函数. 对于双模量子光场, 光子分布

概率可定义为 [29]
 

Pm,n = |⟨m,n| ψ⟩|2, (40)

|m,n⟩ m,n其中  为粒子数态,    分别是对应模的光

子数.

粒子数态可由未归一化的相干态表示, 即 

⟨m,n| = 1√
m!n!

∂m+n

∂sm∂tn
⟨s, t∥

∣∣∣∣
s,t=0

, (41)

⟨s, t∥ ⟨00| exp (sa+ tb) |τ⟩其中  =  . 因此, 对于量子态 

光子数分布为
 

 

Pm,n=
1

m!n!

∣∣∣∣ 1√
k

∂m+n

∂s∗m∂t∗n
⟨s, t∥ exp

[
it(1− ω2)

2k

(
a†2+b†2

)
+
it
(
ω2+4itω2+1

)
k

a†b†
]
|00⟩

∣∣∣∣2= 1

m!n!

∣∣∣∣ 1√
k
Fs,t

∣∣∣∣2,
(42)
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Fs,t其中  是一类特殊函数, 其定义是: 

Fs,t ≡
∂m+n

∂s∗m∂t∗n
exp

[
it
(
1− ω2

)
2k

(
s∗2 + t∗2

)
+

it
(
ω2 + 4itω2 + 1

)
k

s∗t∗

]∣∣∣∣∣
s∗,t∗=0

. (43)

m = n Fs,t特别当  时,   退化为勒让德多项式: 

Fs,t|m=n = m!

[
4t2ω2

(2t− i) (2tω2 − i)

]m/2

Pm

[
it+ (i− 4t) tω2

2tω
√
(2t− i) (2tω2 − i)

]
. (44)

|τ⟩

t = 0.5

0.10 t = 2.5

n = m

n ̸= m

从图 5可以看到, 量子态   中粒子数分布始

终呈现超泊松分布, 这与前面由 Q 参数得到结论

是一致的. 此外, 对比图 5(a), (b)发现, 随着时间

的延长, 量子场呈现耗散趋势, 而且逐步可以检测

到多光子数. 但是, 光子数探测概率从   时

刻的  下降到了  时刻的 0.020. 进一步由

图 5(a), (c), (d)可以得出结论, 随着谐振子频率的

增大, 虽然多光子不断出现, 但是光子探测概率下

降剧烈. 整体来看, 当   时, 粒子数分布概率

较大.   的粒子数对称分布在中心位置两侧.
 

3.3    量子纠缠性质

Rab前面通过  的分析, 可以看到输出量子态的

光子具有很强的反聚束效应. 最早量子纠缠的概念

|τ⟩
是与 EPR佯谬有密切的关系 [30], 那么在双光子纠

缠的基础上构造双模耦合谐振子输出的量子态 

的纠缠度如何呢? Shchukin 和 Vogel[31] 提出了一

个双模纠缠态的充分判据: 

SV ≡

∣∣∣∣∣∣∣
1 ⟨a⟩

⟨
b†
⟩⟨

a†
⟩ ⟨

a†a
⟩ ⟨

a†b†
⟩

⟨b⟩ ⟨ab⟩
⟨
b†b

⟩
∣∣∣∣∣∣∣

=
(⟨
a†a

⟩
− ⟨a⟩

⟨
a†
⟩)

(
⟨
b†b

⟩
− ⟨b⟩

⟨
b†
⟩
)

− |⟨ab⟩ − ⟨a⟩ ⟨b⟩|2 < 0. (45)

|τ⟩

如果量子光场使 SV的取值为负, 那么偏离零

点程度越高, 对应量子纠缠度就越强. 对于量子态

 , 利用 (31)式和 (37)式中的算符平均值, 可得 

SV = −t2
(
ω2 + 1

)2
< 0. (46)
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|τ⟩ ω = 0.5, t = 0.5 ω = 0.5, t = 2.5 t = 0.5, ω = 0.1 t = 0.5, ω = 2.5图 5    量子态   中光子分布概率　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)  

|τ⟩ ω = 0.5, t = 0.5 ω = 0.5, t = 2.5

t = 0.5, ω = 0.1 t = 0.5, ω = 2.5

Fig. 5. Photon  number  distribution  probability  for  the  quantum  state    :  (a)    ;  (b)    ;

(c)   ; (d)   .
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(46)式分析结果表明, 输出量子态纠缠度随着谐振

子频率和时间的增加而不断增大, 而且频率变化对

纠缠度的影响更大. 

4   结　论

本文在单模谐振子的基础上, 结合双模纠缠态

表象, 构造了一类新的双模耦合谐振子. 从哈密顿

量的形式分析, 该谐振子的哈密顿量包含双粒子坐

标与坐标、动量与动量的两个耦合项. 同以往文献

采用的量子变换消除耦合项的方法不同, 本文直接

利用双光子纠缠态表象得出了谐振子的能量, 并证

明了此谐振子的能量是连续的. 在纠缠态表象中,

能量本征值和 Fock空间的波函数都可以得到自然

表示.

|τ⟩

通过算符矩阵理论, 推导得出此双模谐振子时

间演化算符对应的量子变换和逆变换. 将时间演化

算符作用于双模真空态, 得到一个新的双模连续纠

缠态  . 从量子压缩、粒子数分布和量子纠缠的

理论分析和数值模拟来看, 我们提出的双模谐振子

模型对输入量子态具有纯耗散作用. 因此, 此类双

模耦合谐振子为实验实现双通道的量子耗散, 制备

高纠缠度的量子态提供了良好的理论模型.

感谢中国科学技术大学材料科学与科学工程系范洪义

教授的指导.
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Abstract

The quantum oscillator model plays a significant role in quantum optics and quantum information and has
been one of the hot topics in related research fields. Inspired by the single-mode linear harmonic oscillator and
the two-mode entangled state representation, we construct a two-mode coupled harmonic oscillator in this work.
Different  from  the  quantum  transformation  method  used  in  previous  literature,  the  entangled  state
representation is directly used in this work to solve its energy eigenvalues and eigenfunctions easily. The energy
eigenvalues  and  eigenfunctions  of  this  two-mode  coupled  harmonic  oscillator  are  continuous  compared  with
those of the one-mode harmonic oscillator.
　　Using the matrix theory of quantum operators, we derive the transformation and inverse transformation of
the time evolution operator corresponding to the two-mode coupled harmonic oscillator. In addition, using the
entangled state representation, the specific form of the time evolution of the two-mode vacuum state under the
action of the oscillator is obtained. Through the analysis of quantum fidelity, it is found that the fidelity of the
output  quantum state  decreases  with  the  oscillator  frequency  increasing,  and  the  fidelity  eventually  tends  to
zero with the increase of time.
　　When analyzing the orthogonal squeezing properties of the output quantum state, this type of two-mode
oscillator does not have the orthogonal squeezing effect, but it has a strong quantum dissipation effect instead.
This conclusion is further verified by the quasi-probability distribution Q function of the quantum state phase
space.  Therefore,  the  two-mode  coupled  harmonic  oscillator  has  a  major  reference  value  in  quantum  control
such as quantum decoherence and quantum information transmission.
　　Like  the  two-mode  squeezed  vacuum  state,  the  photon  distribution  of  the  output  quantum  light  field
corresponding  to  the  two-mode  harmonic  oscillator  presents  a  super-Poisson  distribution,  and  the  photons
exhibit  a  strong  anti-bunching  effect.  Using  the  three-dimensional  discrete  plot  of  the  photon  number
distribution,  the  super-Poisson  distribution  and  quantum  dissipation  effect  of  the  output  quantum  state  are
intuitively demonstrated.
　　Finally, the SV, which is an entanglement criterion, is used to determine that the output quantum state
has a high degree of entanglement. Further numerical analysis shows that the degree of entanglement increases
with the action time and the oscillator frequency.
　　In summary,  the two-mode coupled harmonic  oscillator  constructed in this  work can be used to prepare
highly  entangled  quantum  states  through  a  complete  quantum  dissipation  process.  This  provides  theoretical
support for experimental preparing quantum entangled states based on dissipative mechanisms.
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