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提出了一种高效分析单轴/双轴双各向异性媒质电磁特性的快速传输矩阵法 (rapid-transfer matrix

method, R-TMM). 该方法基于旋度麦克斯韦方程, 构造了关于电场的齐次微分方程, 并通过复杂的矩阵运算,

导出用于特征值求解的布克四次方程. 随后, 从特征方程中提取单轴/双轴双各向异性媒质的特征值. 在此基

础之上, 通过对层状结构中电磁场在分界面处切向连续性的深入研究, 构建了适用于多层媒质中平面波传播

的传输矩阵. 结合上下行波在不同区域的传播关系, 推导出单轴/双轴双各向异性传播系数的计算公式. 最后,

设计了单轴/双轴双各向异性材料模型, 并对 R-TMM和传统传输矩阵法 (conventional-transfer matrix method,

C-TMM)的计算结果进行了分析. 数值实验表明, R-TMM不仅能够精确计算单轴/双轴双各向异性媒质的传

输系数, 而且可以实现计算效率的大幅度提升. 该方法为科研人员开展单轴/双各向异性媒质电磁特性的研

究提供了可靠且高效的计算策略.
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1   引　言

在光学器件制造和材料科学发展的历史进程

中, 新型复合材料的作用日益凸显 [1]. 随着材料科

学技术的快速发展, 电磁波与材料之间的相互作用

变得日益复杂, 需要采用新型技术去探究波在媒质

中的传播特性. 单轴/双轴双各向异性材料是一种

特殊类型的双各向异性材料, 具有复杂的光学性

质, 广泛应用于光学器件和通信等领域 [2–4].

关于单轴/双轴双各向异性媒质的研究可以追

溯到 1972年, 孔金瓯教授 [5] 在麦克斯韦方程组的

基础上, 引入量子假设对双各向异性媒质中的电磁

场进行量子化. 随后, 王一平教授 [6] 给出了双各向

异性媒质本构关系的表示形式. 进入 21世纪后,

计算机性能的显著提升为科研人员对双各向异性

材料电磁特性的深入探索提供了条件. 2014年 ,

Zarifi等 [7] 扩展了基于状态空间方法的电磁表征方

法, 实现了双轴双向异性媒质的电磁表征. 之后,

科研人员开始将注意力转向双各向异性超表面 [8,9]、

超材料 [10,11] 等前沿领域, 并采用多种数值算法对

材料的电磁特性给予测定. 利用电磁计算理论和方

法模拟平面波在媒质中的传播, 探究其在媒质中的

电磁特性, 是计算电磁学领域的热点议题 [12,13]. 数值
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计算方法是计算电磁学研究各种电磁特性的重要工

具, 主要包括时域有限差分法 [14–16]、有限元法 [17,18]、

矩量法 [19,20] 和传输矩阵法 [21] 等. 传输矩阵法有效

简化了平面波在介质中的传播过程, 从而在分析复

杂电磁特性时显著提高了计算效率, 确立了其在快

速计算领域内的优势地位. 在采用传输矩阵法对各

类均匀分层媒质的电磁特性进行研究时, 特征方程

和特征值的获取是该方法的核心问题. 早在 1969

年, Johnston[22] 建立了用于分析特殊电/磁各向异

性媒质的布克四次方程. 1981年, Chen[23] 应用无

坐标形式的色散方程和布克四次方程求解了各向

异性媒质的波反射问题. 1999年, Tan等 [24] 从色散

关系出发, 导出了互易和无损条件下多层双各向异

性结构的布克四次方程. 2000年, 郑宏兴和葛德

彪 [25] 成功实现了分层各向异性媒质传输矩阵法的

构建, 并据此推导出了媒质中反射系数和透射系数

的计算公式. 然而, 他们的研究局限于单轴各向异

性媒质, 且并未进行不同条件下数值结果的比较.

2007年, Jiang等 [26] 分析了双轴各向异性媒质中

平面波的传播特性, 理论推导了平面波的存在条

件. 2012年, Sarrafi和 Qian[27] 使用广义时域传输

矩阵法对具有谐振非线性的层状结构中的脉冲传

播进行建模, 相比于时域有限差分法, 该方法大幅

度提高了计算效率. 2019年, 王飞和魏兵 [28] 建立

了有耗分层媒质的传播矩阵模型, 计算了“无限薄”

石墨烯层的反射系数和透射系数, 并讨论了含石墨

烯涂层 Si/SiO2 周期结构的吸收率, 但其所使用的

分层模型仍基于简单的各向同性, 尚未涉及复杂模

型的计算与分析. 直到 2021年, Zhang等 [29] 利用

传输矩阵法计算了多层全各向异性媒质的传播系

数, 并预测了平面波在媒质中能量的传输过程.

在相关领域的探索中, 科研人员对双各向异性

材料与传输矩阵法的应用进行了多元化的探讨. 然

而, 迄今为止, 尚无成熟的方法能够对单轴/双轴

双各向异性媒质的电磁特性做以高效的数值计算.

为此, 本文提出了一种新型快速传输矩阵法 (rapid-

transfer matrix method, R-TMM), 旨在有效攻克

此技术瓶颈. 本文的主要创新点如下:

1) 本文拓展了传输矩阵法在分层媒质中的应

用范围, 并成功构建了平面波在单轴/双轴双各向

异性媒质中传播的传输矩阵.

2) 本文采用 R-TMM实现了单轴/双轴双各

向异性媒质反射系数和透射系数的精确计算. 相

比于 C-TMM, R-TMM节省了超过 98%的内存和

CPU时间.

本文的结构安排如下: 第 2节首先主要探讨如

何获取空气以及单轴/双轴双各向异性媒质中的特

征值, 然后聚焦于传输矩阵的构建及传播系数计算

公式的推导. 在第 3节, 设计了单轴/双轴双各向

异性数值算例, 并将所得结果与传统传输矩阵法

(conventional-transfer  matrix  method,  C-TMM)

进行对照, 从而验证了 R-TMM的可靠性和高效

性. 最后, 第 4节中, 对全文的内容作以总结. 

2   R-TMM的推导
 

2.1    特征值的计算

单轴/双轴双各向异性的旋度麦克斯韦方程可

以写成如下形式: 

∇×H =
∂D

∂t
+ σeE, (1)

 

∇×E = −∂B
∂t

− σmH, (2)

∂

∂t
= jω σe

σm

式中, 关于时间 t 的偏导数   , 3×3张量  

和  分别是电损耗和磁损耗. 电通量 D 和磁通量

B 本构关系表示为 

D = ε0εrE + ξ
√
ε0µ0H, (3)

 

B = µ0µrH + ζ
√
ε0µ0E, (4)

ξ ζ

式中, ε0 和µ0 是空气中的介电常数和磁导系数;

εr 和µr 分别是相对介电常数和相对磁导系数; 张

量  和  可写为 

ξ = (ς + jκ), ζ = (ς − jκ),

ς κ其中, 特勒根参数  和手性度承载参数  都是无量

纲参数. 通过将 (3)式代入 (1)式, (4)式代入 (2)式,

可以得到 

E = χ · γ ·H, (5)
 

H = τ · υ ·E, (6)

χ式中, 张量  , g, τ和 υ分别可以表示为 

χ = (jωε0εr + σe)
−1, γ = (−jω ξ

√
ε0µ0 +∇×),

 

τ = −(jωµ0µr + σm)
−1, υ = (jω ζ

√
ε0µ0 +∇×).

将 (6)式代入 (5)式中, 可以获得关于电场 E 的齐

次微分方程: 

ψE = (χ · γ · τ · υ − I)E = 0, (7)
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其中, ψ是一个复杂的微分矩阵, 表示电磁波在单

层单轴/双轴双各向异性媒质中传播时的亥姆霍兹

方程, I 为 3×3单位矩阵.

平面波在空气中传播时, 波的时谐场形式可以

表示为 

U(r, t) = U0e−j(k·r−ωt), (8)

其中 U 可以代表电场 E 和磁通量 B. 经过推导, 纵

向矢量 kz 满足如下关系: 

kz =
√
ε0µ0(2πf)2 − k2x − k2y. (9)

如图 1所示, 平面波从空气进入单层单轴/双

轴双各向异性媒质时, 会发生双折射现象, 从而在

媒质中产生两束透射光波, 分别为寻常光和非寻常

光. 在 xOy 平面中, 入射波的横向波矢量 (kx, ky)

可以等效为 kh. 在此基础上, 横向波矢量 kx 与 kh
之间的夹角被定义为横向角 θ. 根据这一几何关系,

可以推导出横向波矢量 (kx, ky)和 kh 之间的数值

关系为 

kx = kh cos θ, ky = kh sin θ. (10)

由于平面波始终沿 z 方向传播, 且每层媒质的物理

性质均匀, 不随空间位置而改变. 因此, 横向波矢

量 (kx, ky)在各层媒质中保持不变. 纵向矢量 kz 随

频率的变化而变化, 决定了平面波在单轴/双轴双

各向异性媒质中的传播特性.

由此而见, 纵向矢量 kz 的计算是平面波在双

轴各向异性媒质中传播的核心问题. 当平面波斜入

射双轴各向异性媒质时, 通过对 (7)式进行展开和

简化, 推导出布克四次方程, 其具体形式如下: 

(α4k
4
z + α3k

2
z + α2kz + α1)Λ = 0. (11)

χ

经过推导, 由于单轴/双轴双各向异性媒质电磁参

数的特殊性, (11)式中关于纵向矢量 kz 的三次幂

项为零. 其中, 由矩阵   , g, τ和 υ中的元素构成

的系数 α4, α3, α2 和 α1 为 

α4 = χxxχyyτxxτyy(χzzτzzγzzυzz − 1),
 

 

α3 = k2x {χyyτyy [χxxτxxχzzτzz(γzzυxx + γxxυzz)− χzzτxx − χxxτzz]}

+ k2y {χxxτxx [χyyτyyχzzτzz(γzzυyy + γyyυzz)− χzzτyy − χyyτzz]}

+ χxxτyy(χyyτxxτxxυyy − χzzτzzγzzυzz + 1) + χyyτxx(χxxτyyγxxγyy − χzzτzzγzzυzz + 1)

+ χxxχyyχzzτxxτyyτzzγzzυzz(υxxυyy − γxxγyy),
 

α2 = jkxky[χxxτxxυxx(χyyτzz − χzzτyy) + χyyτyyυyy(χzzτxx − χxxτzz) + χyyτyyυyy(χzzτxx − χxxτzz)

+ χzzτzzυzz(χxxτyy − χyyτxx) + χxxτxxγxx(χzzτyy − χyyτzz) + χyyτyyγyy(χxxτzz − χzzτxx)

+ χzzτzzγzz(χyyτxx − χxxτyy)],
 

α1 = k4xχyyτzzχzzτyy(χxxτxxγxxυxx − 1) + k2xk
2
y {χzzτzz[χxxχyyτxxτyy(γyyυxx + γxxυyy)]− χyyτxx − χxxτyy}

+ k2x[χyyτzz(χzzτyyυyyυzz − χxxτxxγxxυxx + 1) + χzzτyy(χyyτzzγyyγzz − χxxτxxγxxυxx + 1)]

+ k4yχxxτxxχzzτzz(χyyτyyγyyυyy − 1) + k2y[χxxτzz(χzzτxxυxxυzz − χyyτyyγyyυyy + 1)

+ χzzτxx(χxxτzzγxxγzz − χyyτyyγyyυyy + 1)] + χxxυxxγxxυxx

+ (χxxτxxγxxυxx − 1)[χyyχzzτyyτzzγxxγzzυyyυzz − (χyyτyyγyyυyy + χzzτzzγzzυzz)]− 1.

 

(11)式中, 参数 Λ可以表示电场强度 E = (Ex, Ey,

Ez)T. 若把 (5)式代入 (6)式, 也能导出关于磁场强

度 H 的齐次微分方程. 观察 (11)式可知, 由于表

征电场强度 E 和磁场强度 H 的参数 Λ不能为零,

为保证该方程有解, 所以参数 Λ的系数项必须为

零. 随后, 求解关于纵向矢量 kz 的布克四次方程,

 

入射波
 







寻常光
非寻常光

 



h



图 1    平面波在单轴/双轴双各向异性媒质中的双折射现象

Fig. 1. Birefringence phenomenon of plane waves in uniaxi-

al/biaxial bianisotropic media.
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其中间变量 i, d, e, u, g 和 h 分别为 

i=
√

−768α3
1α

3
4 − 432α1α2

2α3α2
4 − 48α1α4

3α4+81α4
2α

2
4,

(12a)
 

d =
3√
108α4α2

2 − 288α1α3α4 + 8α3
3 + 12i, (12b)

 

e = (α4/d)(288α1α4 + 24α2
3), (12c)

 

u =
√
6α4d− 24α3α4 + e, (12d)

 

g = −48α3α4 − 6α4d− e, (12e)
 

h = 432α2
4α1/u, (12f)

|d|

|u|

在 (12c)式中, 由于变量 d 不能为零, 因此要依据

(12b)式选择  达到最大值时所对应的 i 值. 因为

(12f)式中的 u 也不能为零, 所以要根据 (12d)式

选出  取得最大值时所对应的 d 值. 由此, 可以确

定在单频点下, 单层单轴/双轴双各向异性媒质中

的 4个特征值 ρi = –jkz,i (i = 1, 2, 3, 4). 特征值的

显式表达式如下: 

ρ1,3 =
u±

√
g − h

12α4 · j
, ρ2,4 =

−u±
√
g − h

12α4 · j
. (13)

 

2.2    单轴/双轴双各向异性媒质中的传输
矩阵

在一般情形下, 平面波的入射方式以斜入射为

主. 众所周知, 当斜平面波在媒质中传播时, 可分

为 TE模式和 TM模式. 以 TE模式为例, 平面波

在单轴/双轴双各向异性媒质中的传播过程如图 2

所示.

在区域 l 中, 上行波和下行波同时存在, 电场

强度 E = (Ex, Ey, Ez)T 和磁场强度 H = (Hx, Hy,

Hz) T 可以表示为 

Ex,l = A1,l exp(ρ1,lz) +A2,l exp(ρ3,lz)

+B1,l exp(ρ2,lz)+B2,l exp(ρ4,lz), (14a)
 

Ey,l = ηi,Ey,l[A1,l exp(ρ1,lz) +A2,l exp(ρ3,lz)

+B1,l exp(ρ2,lz) +B2,l exp(ρ4,lz)], (14b)
 

Ez,l = ηi,Ez,l[A1,l exp(ρ1,lz) +A2,l exp(ρ3,lz)

+B1,l exp(ρ2,lz) +B2,l exp(ρ4,lz)], (14c)
 

Hx,l = τxxυxxEx,l + jkzτxxEy,l − jkyτxxEz,l, (14d)
 

Hy,l = −jkzτyyEx,l+ τyyυyyEy,l+ jkxτyyEz,l, (14e)
 

Hz,l = jkyτzzEx,l − jkzτzzEy,l + τzzυzzEz,l, (14f)

ηi,Ey,l ηi,Ez,l

其中, A1,l , A2,l 和 B1,l , B2,l 分别代表区域 l 中的下

行波和上行波的幅值; 变量  和  分别为 

ηi,Ey,l =
ψyz,lψzx,l − ψzz,lψyx,l

ψzz,lψyy,l − ψzy,lψyz,l
,

ηi,Ez,l =
ψzy,lψyx,l − ψzx,lψyy,l

ψzz,lψyy,l − ψzy,lψyz,l
.

在区域 l 和区域 l + 1的分界面处, 电场和磁

场切向分量连续的边界条件为 

A1,l exp(ρ1,ldl) +A2,l exp(ρ3,ldl)

+B1,l exp(ρ2,ldl) +B2,l exp(ρ4,ldl)

= A1,l+1 exp(ρ1,l+1dl) +A2,l+1 exp(ρ3,l+1dl)

+B1,l+1 exp(ρ2,l+1dl)

+B2,l+1 exp(ρ4,l+1dl), (15a)
 

ηi,Ey,l[A1,l exp(ρ1,ldl) +A2,l exp(ρ3,ldl)

+B1,l exp(ρ2,ldl) +B2,l exp(ρ4,ldl)]

= ηi,Ey,l+1[A1,l+1 exp(ρ1,l+1dl)

+A2,l+1 exp(ρ3,l+1dl) +B1,l+1 exp(ρ2,l+1dl)

+B2,l+1 exp(ρ4,l+1dl)], (15b)
 

τxx,lυxx,lEx,l + jkz,lτxx,lEy,l − jkyτxx,lEz,l

= τxx,l+1υxx,l+1Ex,l+1 + jkz,l+1τxx„ l+1Ey,l+1

− jkyτxx,l+1Ez,l+1, (15c)

 

上层空气

区域0

区域1

区域

区域

区域

区域









下层空气

下行波上行波





co

cr



⋯
⋯

⋯
⋯

=0

=1

=-1

=-1

=

=

图 2    平面波在层状单轴/双轴双各向异性媒质中传播

Fig. 2. Propagation  of  plane  waves  in  layered  uniaxial/bi-

axial bianisotropic media.
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τyy,lυyy,lEy,l − jkz,lτyy,lEx,l+jkxτyy,lEz,l=τyy,l+1υyy,l+1Ey,l+1 − jkz,l+1τyy,l+1Ex,l+1+jkxτyy,l+1Ez,l+1. (15d)

把 (15a)式—(15d)式转换成矩阵形式, M 点到 N 点的传输关系为  
A1,l exp(ρ1,ldl)
A2,l exp(ρ3,ldl)
B1,l exp(ρ2,ldl)
B2,l exp(ρ4,ldl)

=VMN,l ·


A1,l+1 exp(ρ1,l+1dl)

A2,l+1 exp(ρ3,l+1dl)

B1,l+1 exp(ρ2,l+1dl)

B2,l+1 exp(ρ4,l+1dl)

 = V −1
l Vl+1 ·


A1,l+1 exp(ρ1,l+1dl)

A2,l+1 exp(ρ3,l+1dl)

B1,l+1 exp(ρ2,l+1dl)

B2,l+1 exp(ρ4,l+1dl)

 , (16)

式中, 矩阵 Vl 和 Vl+1 分别表示为 

Vl =


1 1 1 1

η1,Ey,l η3,Ey,l η2,Ey,l η4,Ey,l

p1,l p3,l p2,l p4,l

q1,l q3,l q2,l q4,l

 ,
 

Vl+1=


1 1 1 1

η1,Ey,l+1 η3,Ey,l+1 η2,Ey,l+1 η4,Ey,l+1

p1,l+1 p3,l+1 p2,l+1 p4,l+1

q1,l+1 q3,l+1 q2,l+1 q4,l+1

 ,
pl ql pl+1 ql+1其中,   ,   和  ,   的表达形式类似. 在此, 给出 pl 和 ql 的表达式: 

pl = τxx,lυxx,l + jkz,lτxx,l
ψyz,lψzx,l − ψzz,lψyx,l

ψzz,lψyy,l − ψzy,lψyz,l
− jkyτxx,l

ψzy,lψyx,l − ψzx,lψyy,l

ψzz,lψyy,l − ψzy,l+1ψyz,l
,

 

ql = jkyτzz,l − jkz,lτzz,l
ψyz,lψzx,l − ψzz,lψyx,l

ψzz,lψyy,l − ψzy,lψyz,l
+ τzz,lυzz,l

ψzy,lψyx,l − ψzx,lψyy,l

ψzz,lψyy,l − ψzy,lψyz,l
.

在区域 l+1中, 平面波从 N 点到 P 点的传播过程可用矩阵的形式表示为  
A1,l exp(ρ1dl)

A2,l exp(ρ3dl)

B1,l exp(ρ2dl)

B2,l exp(ρ4dl)

 = VNP,l ·


A1,l exp(ρ1dl+1)

A2,l exp(ρ3dl+1)

B1,l exp(ρ2dl+1)

B2,l exp(ρ4dl+1)

 =


exp[ρ1(dl − dl+1)] 0 0 0

0 exp[ρ3(dl − dl+1)] 0 0

0 0 exp[ρ2(dl − dl+1)] 0

0 0 0 exp[ρ4(dl − dl+1)]



A1,l exp(ρ1dl+1)

A2,l exp(ρ3dl+1)

B1,l exp(ρ2dl+1)

B2,l exp(ρ4dl+1)

, (17)

(17)式为恒等式, 目的是引入传输矩阵 VNP,l. 结

合 (17)式, 平面波从 M 点到 P 点的传播过程可用

矩阵的形式表示为 

VMP,l = VMN,l · VNP,l. (18)

分层媒质传输矩阵的构建本质上是对单层媒

质传输矩阵的迭代, 但需要注意的是, 其传输矩阵

的末项表示的是平面波从区域 n 到区域 n + 1的

传播过程. 据此, 平面波从区域 0到区域 n + 1的

传输矩阵为 

V0(n + 1) = VMP , 1 × VMP , 2 × ...× VMP,l

× ...× VMP,n × VMN,n + 1, (19)

其中, 前向传输矩阵 V0(n+1) 描述的是平面波自上

层空气进入媒质层后, 到达下层空气的传播过程.

若平面波的传播方向和上述情况相反, 则前向传输

矩阵的逆矩阵定义为后向传输矩阵.

A1,0 exp(ρ1,0d0) = A2,0×

exp(ρ3,0d0) = 0 n+ 1

鉴于区域 0为反射区域 ,  其中不存在透射

波 (下行波), 因此可以得到 

 ; 而区域  为透射区域, 则其中

不存在反射波 (上行波), 则由此可得
 

B1,n+1 exp(ρ2,n+1dn+1)=B2,n+1 exp(ρ4,n+1dn+1)=0.

X = [1, 0]T在本文中, 假设初始入射场  , 经过推导,
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平面波在反射区域和透射区域分别有以下传输

关系: 

M =

[
v0(n+1),22 v0(n+1),24

v0(n+1),42 v0(n+1),44

]−1

·

[
v0(n+1),21 v0(n+1),23

v0(n+1),41 v0(n+1),43

]
X, (20)

 

Y =

[
v0(n+1),11 v0(n+1),13

v0(n+1),31 v0(n+1),33

]
X

−

[
v0(n+1),12 v0(n+1),14

v0(n+1),32 v0(n+1),34

]
M . (21)

这里, v0(n+1) 是指矩阵 V0(n+1) 的元素, 矩阵 M 和

Y 均是 2×1的矩阵. 根据 (20)式和 (21)式, 单轴/

双轴双各向异性媒质的反射系数和透射系数的幅

值可以表示为 

R=
√
|mxx|2 + |myx|2,

T =
√
|yxx|2+|yyx|2. (22)

这里, mxx 和 myx 分别是矩阵 M 的第 1行第 1列和

第 2行第 1列元素; yxx 和 yyx 分别是矩阵 Y 的第 1

行第 1列和第 2行第 1列元素. 上述的理论推导为

在 TE模式下, R-TMM计算单轴/双轴双各向异

性媒质反射系数和透射系数的过程. 通过电磁对偶

原理, 即可获得 TM模式下反射系数和透射系数

的计算公式. 

3   数值计算

为了验证 R-TMM在分析单轴/双轴双各向异

性媒质电磁特性方面的有效性, 本文对平面波在有

耗单层/多层媒质中的传播过程进行了数值模拟.

此外, 将 R-TMM与 C-TMM的计算结果进行了

对比, 用于体现 R-TMM的准确性和高效性. 

3.1    单层媒质传播系数

图 3为平面波斜入射单层双轴双各向异性媒

质的模型, 媒质厚度设定为 2 mm, 具体的电磁参

数如表 1所列. 在 TE模式下, 横向矢量 kh 的大小

设定为 40, 频率 f = [2,12] GHz. 当横向角 θ = 0°,

15°, 30°, 45°, 60°和 75°时, 分别计算不同角度下的

传播系数, R-TMM和 C-TMM反射系数和透射系

数的比较结果如图 4所示. 对于 TM模式, 横向矢

量 kh 的取值为 30, 设定频率 f = [1.5, 12] GHz, 横

向角 θ的取值和 TE模式下的情况相同, R-TMM

和 C-TMM的反射系数和透射系数曲线如图 5所

示. 图 4和图 5表明, R-TMM和 C-TMM计算出

的传播系数相吻合, 从而验证了 R-TMM计算单

层双轴双各向异性媒质传播系数时的准确性. 通过

观察 TE模式下的传播系数曲线, 发现当横向角

θ为 60°, 70°时, 随着频率的增大, 反射系数先下降

后逐渐上升, 而其他角度下的反射系数持续下降;

透射系数在横向角 θ = 70°时表现为先增大后减

小, 随后略有增大, 而其他角度下的透射系数则表

现为先增大后持续减小. 对于 TM模式, 在横向角

θ为 60°, 70°时, 反射系数随频率的增大表现出先

上升后下降, 再逐渐上升的趋势, 而其他角度下的

反射系数先上升后下降; 透射系数在不同横向角下

均随频率增大而不断减小. 由此可见, 不同情况下
 

入射波








2 mm

图 3    单层媒质的模型图

Fig. 3. Model diagram of single-layered medium.

 

表 1    单层双轴双各向异性的电磁参数
Table 1.    Electromagnetic parameters of single-layered biaxial bianisotropic medium.

εr µr σe σm 5.6 0 0
0 4.8 0
0 0 6.1

  2.9 0 0
0 4.2 0
0 0 2.6

  2.9 0 0
0 4.2 0
0 0 2.6

  271 0 0
0 422 0
0 0 354


ξ ζ 3.9 + 0.01j 0 0

0 5.3 + 0.03j 0
0 0 4.3 + 0.06j

  3.9− 0.01j 0 0
0 5.3− 0.03j 0
0 0 4.3− 0.06j
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的反射系数和透射系数呈现出规律性的变化. 这种

现象可为探究单层双轴双各向异性媒质的结构特

性提供依据.

双轴双各向异性媒质的传播系数计算效率受

到多种因素的影响. 这些因素不仅包括所采用的计

算方法, 还涵盖媒质的类型、模型的厚度、入射方

式以及频点的数量. 在本实验中, 横向角 θ的调整

只会导致平面波入射条件的变化, 不会造成传播系

数计算复杂性的增加. 因此, 横向角 θ的变化对 R-

TMM和 C-TMM的效率没有明显影响. 据此, 以

横向角 θ = 30°为具体案例, 本文比较了 R-TMM

与 C-TMM在效率上的差异. 表 2的数据显示, R-

TMM显著提升了计算效率, 与 C-TMM相比, 计

算机内存的消耗减小了约 99.27%. 此外, TM模式

的 CPU计算时间略高于 TE模式, 这是由于 TM

模式下的频点数为 211个, 而 TE模式仅为 201个.

在 TE模式和 TM模式下, CPU的计算时间分别

节省了大约 98.59%和 98.57%. 计算效率的大幅度

提高主要归功于以下两个原因: 1) 特征值求解以

及传输矩阵构建过程的简化, 显著减少了矩阵的运

算量. 2) 通过采用 Fortran编程语言对 R-TMM

进行编译, 有效提升了计算效率. 
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图 4    TE模式下, 单层双轴双各向异性媒质传播系数的对比　(a)反射系数; (b)透射系数

Fig. 4. Comparison of propagation coefficients for single-layered biaxial bianisotropic media in TE mode: (a) Reflection coefficient;

(b) transmission coefficient.
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图 5    TM模式下, 单层双轴双各向异性媒质传播系数的对比　(a)反射系数; (b)透射系数

Fig. 5. Comparison of propagation coefficients for single-layered biaxial bianisotropic media in TM mode: (a) Reflection coefficient;

(b) transmission coefficient.
 

表 2    C-TMM和 R-TMM计算单层媒质传播系数的效率比较
Table 2.    Comparison  of  efficiency  between  C-TMM  and  R-TMM  in  calculating  the  propagation  coefficients  of  single-

layered medium.

方法 CPU核数 内存/MB
CPU时间/s

TE TM

C-TMM 1 729.4 9.2541 10.6075

R-TMM 1 5.3 0.1303 0.1521

比率 (R-TMM / C-TMM) 0.0073 0.01408 0.01434
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3.2    多层光学材料的传播系数

单层双轴双各向异性媒质传播系数的准确性

得到验证之后, 为进一步评估 R-TMM在分析多

层光学材料电磁特性时的性能, 本节设计了如图 6

所示的两层光学材料模型. 该模型由两种非磁性光

学材料组成, 分别为具有单轴双各向异性的铌酸锂

(LiNbO3)和呈现双轴双各向异性的硫化镉 (CdS),

两种材料的厚度均为 3 mm. 具体的电磁参数列于

表 3中.

铌酸锂的特勒根参数与电光效应引起的折射

率变化相关, 其变化范围一般在 0.01—0.03之间.

由于铌酸锂材料本身不具有手性特性, 因此其手性

度承载参数设定为零. 对于硫化镉, 其特勒根参数

受晶体结构的影响, 作为一种广泛使用的半导体材

料, 硫化镉的手性度承载参数通常变化幅度较小,

这是因为其主要展现的是光学各向异性, 而非显著

的手性效应.

当平面波从空气斜入射双层光学材料时, TE

模式下的横向矢量 kh 设定为 65, 频率 f = [3.3, 15]

GHz. 在该条件下, 实验验证了横向角 θ分别为 0°,

15°,  30°,  45°,  60°和 75°时的传播系数 .  R-TMM

和 C-TMM的反射系数和透射系数曲线如图 7所

示. 在 TM模式下, 设定横向矢量 kh 为 60, 频率 f =

[3.0, 15] GHz, 横向角 θ的取值和 TE模式相同, R-

TMM和 C-TMM的反射系数和透射系数曲线如
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图 6    多层光学材料模型图

Fig. 6. Model diagram of multi-layered optical material.
 

表 3    两种光学材料的电磁参数
Table 3.    Electromagnetic parameters of two optical materials.

Media εr µr σr σr

LiNbO3

 32.3 0 0
0 32.3 0
0 0 37.4

  1.0 0 0
0 1.0 0
0 0 1.1

  4.9 0 0
0 4.9 0
0 0 5.8

  356 0 0
0 356 0
0 0 564


CdS

 6.25 0 0
0 6.01 0
0 0 6.32

  1.0 0 0
0 1.0 0
0 0 1.0

  0.02 0 0
0 0.03 0
0 0 0.01

  0 0 0
0 0 0
0 0 0


Media ξ ζ

LiNbO3

 0.02 0 0
0 0.02 0
0 0 0.01

  0.02 0 0
0 0.02 0
0 0 0.01


CdS

 4.5 + 0.01j 0 0
0 6.6 + 0.02j 0
0 0 3.9 + 0.01j

  4.5− 0.01j 0 0
0 6.6− 0.02j 0
0 0 3.9− 0.01j
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图 7    TE模式下, 多层光学材料传播系数的对比　(a)反射系数; (b)透射系数

Fig. 7. Comparison of propagation coefficients for multi-layered optical materials in TE mode: (a) Reflection coefficients; (b) trans-

mission coefficients.
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图 8所示. 图 7和图 8表明, 在 TE模式和 TM模

式下, R-TMM计算所得的反射系数和透射系数

与 C-TMM的结果展现出高度的一致, 这证实了 R-

TMM在计算多层光学材料传播系数时的可靠性.

随着频率的不断增大, TE模式下的反射系数

经历了先下降后上升, 随后略有下降的动态变化过

程, 而透射系数则先上升后下降, 并最终呈现略有

上升的趋势; 在 TM模式下, 反射系数表现为先增

大后减小, 随后增大并最终略微减小, 透射系数的

变化趋势则与反射系数相反. 随着横向角 θ的增

大, TE模式下的反射系数在频率 f = [4.0, 15] GHz

内持续减小, 而透射系数在整个频域范围内不断下

降; TM模式下的反射系数在频率 f = [4.1, 15] GHz

内持续上升, 透射系数在整个频域范围内不断增

大. 在分析传播系数随不同横向角、频率和入射模

式变化时, 发现双层光学材料模型在特定角度或频

率下表现出显著的反射增强或透射增强, 这表明该

材料模型具备一定的电磁屏蔽特性. 探究传播系数

在不同条件下的变化, 有助于获取单轴/双轴双各

向异性媒质的折射率和吸收特性等信息, 从而实现

材料的精确表征和光学器件的性能优化.

在本实验中, 横向角 θ的变化仅作为调控平面

波入射条件的手段, 而未增加额外的计算复杂度至

传播系数的计算过程中. 因此, 横向角 θ的变化对

R-TMM和 C-TMM的计算效率无显著影响. 以横

向角 θ = 45°为例, 表 4中的数据表明, R-TMM在

计算多层光学材料的传播系数时表现出极高的效率,

其计算所需内存相较于 C-TMM降低了约 98.98%.

鉴于 TE模式下的频点总数为 235个, 而 TM模式

下的频点总数则为 241个, 因此, TM模式的 CPU

时间消耗相较于 TE模式有所增加. 此外, R-TMM

在 TE模式和 TM模式下分别实现了约 98.48%

和 98.44%的 CPU计算时间节省. 该方法所展现

的高精度与高效性, 使其在光学器件设计领域具有

独特的优势, 并为快速评估复杂材料的电磁特性提

供了可靠的数值计算手段. 

4   结　论

本文提出了一种适用于计算单轴/双轴双各向

异性媒质传播系数的 R-TMM. 该方法基于单轴/

双轴双各向异性媒质的旋度麦克斯韦方程组, 通过

求解布克四次方程获得了媒质中的特征值, 进而构

建用于计算反射系数和透射系数的传输矩阵. 为了

评估 R-TMM的准确性和高效性, 本文设计了单

层双轴双各向异性媒质和多层光学材料的数值算

例. 通过这两组数值实验, 成功验证了 TE模式和

TM模式在不同横向角下的反射系数和透射系数.

与 C-TMM相比, R-TMM节省了 98%以上的内

存和 CPU时间. 该项研究工作不仅扩展了传输矩

阵法的应用范围, 还为单轴/双轴双各向异性媒质

传播系数的快速验证以及光学器件的设计提供了

坚实的理论基础.
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图 8    TM模式下, 多层光学材料传播系数的对比　(a)反射系数; (b)透射系数

Fig. 8. Comparison of propagation coefficients for multi-layered optical materials in TM mode: (a) Reflection coefficients; (b) trans-

mission coefficients.

 

表 4    C-TMM和 R-TMM在计算多层光学材料

传播系数时的效率对比
Table 4.    Comparison  of  efficiency  between  C-

TMM  and  R-TMM  in  calculating  the  propagation

coefficient of multilayer optical materials.

方法 CPU核数 内存/MB
CPU时间/s

TE TM

C-TMM 1 744.2 11.8062 11.8935

R-TMM 1 7.6 0.1796 0.1851

比率 (R-TMM/C-TMM) 0.0102 0.0152 0.0156
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Abstract

Uniaxial/biaxial bianisotropic materials are widespreadly used in manufacturing optical devices , owing to
their  distinctive electromagnetic response characteristics.  To effectively analyze the electromagnetic properties
of  uniaxial/biaxial  bianisotropic  materials,  rapid-transfer  matrix  method  (R-TMM)  to  investigate  the
propagation process of plane waves in the media is proposed. Starting from the Maxwell’s equations in the time
domain,  a  homogeneous  differential  equation  about  the  electric  field  is  constructed  by  processing  the  matrix
containing  dielectric  and  magnetic  conductivity,  electric  and  magnetic  loss,  tellegen  and  chirality  carrier
parameters,  and  the  complex  matrix  operation  is  applied  to  that  equation  to  obtain  the  Booker  quartic
equation,  and  then  the  formulae  method  is  utilized  to  obtain  the  eigenvalues  in  the  uniaxial/biaxial
bianisotropic  media.  Subsequently,  the  tangential  continuity  of  layered media  at  the  interface  is  employed to
establish a transfer matrix for single-layered media. In the case of multi-layered media, the transfer matrix of
plane waves propagating in multi-layered uniaxial/biaxial  bianisotropic media can be obtained by means of  a
continuous iteration process based on the transfer matrix of single-layered media. The formula for calculating
the  propagation  coefficients  of  uniaxial/biaxial  bianisotropic  materials  can  be  derived  based  on  the  different
upward  and  downward  waves  in  the  reflection/transmission  region.  Finally,  the  reliability  and  efficiency  of
R-TMM  are  verified  from  two  numerical  experiments  with  the  plane  waves  incident  at  different  angles  on
uniaxial/biaxial  bianisotropic  media.  The first  experiment  is  designed as  a  single-layered biaxial  bianisotropic
model with more general electromagnetic parameters, and the second experiment is designed as a double-layered
uniaxial  and  biaxial  bianisotropic  model  consisting  of  common  optical  materials,  which  are  composed  of  two
non-magnetic  materials,  lithium  niobate  (LiNbO3)  and  cadmium  sulfide  (CdS).  The  experimental  results
demonstrate that compared with the conventional conventional-transfer matrix method (C-TMM), the R-TMM
reduces  the  computational  memory  and  CPU  time  required  for  calculating  the  reflection  and  transmission
coefficients  of  the  uniaxial/biaxial  bianisotropic  model  by  over  98%,  while  maintaining  the  accuracy  of  the
reflection  and  transmission  coefficient  calculations.  Therefore,  R-TMM  provides  an  efficient  and  dependable
approach  for  the  designing  complex  optical  devices  and  analyzing  uniaxial/biaxial  bianisotropic  propagation
characteristics.
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