
 

封面文章

揭示热反射实验中热物性参数的本征关系*

陈韬    江普庆†

(华中科技大学能源与动力工程学院, 武汉　430074)

(2024 年 9 月 29日收到; 2024 年 10 月 27日收到修改稿)

热反射技术是测量块体和薄膜材料热物性的重要工具, 但参数间复杂的相互关系为数据解析带来挑战.

本文以频域热反射法 (FDTR)为例, 利用奇异值分解 (SVD)对热反射信号进行了深入分析, 系统地揭示了不

同变量之间的关联, 并提出了热反射实验中的关键组合参数. 这种方法不仅厘清了变量间的关系, 还明确了

实验中可提取的最大参数数量. 作为应用实例, 本文对铝/蓝宝石样品进行了测量和信号分析, 发现相较于常

规仅拟合衬底热导率和界面热导两个参数的做法, 最佳拟合 FDTR信号能够同时确定金属膜热导率、衬底热

导率、衬底比热容和界面热导四个参数. 拟合结果与文献参考值和其他方法测量结果进行了对比, 验证了该

方法的有效性. 本研究深化了对热反射现象的理解, 为热表征技术和材料研究的进一步发展提供了有力支持.
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1   引　言

在现代电子、光子和能源系统中, 特别是在微纳

尺度上, 材料的热特性表征对于理解和改善性能至

关重要 [1–3]. 在众多技术中, 时域热反射 (TDTR)[4–6]

和频域热反射 (FDTR)[7–9] 等方法已成为测量薄膜

和块体材料热物性的重要工具. 基于温度依赖的反

射率变化, 这些技术能够高精度地测量材料的热导

率、比热容及界面热阻.

然而, 热反射实验中的数据解释面临诸多挑

战, 主要因为实验变量之间的复杂耦合关系. 单一

变量分析难以全面捕捉层内和层间特性的相互作

用, 进而影响热物性参数的准确提取. 因此, 迫切

需要先进的数据分析方法, 以解开变量间的复杂关

系, 并提升热反射测量的可靠性.

奇异值分解 (SVD)提供了一种有效的方法来

计算矩阵的伪逆, 这使其在处理复杂数据时能有效

地分离和识别数据中的主要成分 [10,11]. 此外, 其稳

定性和高效性也使其成为分析大规模数据矩阵的

理想选择 [12,13]. 本研究应用 SVD技术, 对实验变

量的相互关系进行系统分析, 既揭示了变量间的潜

在关系, 也确定了最大可提取的关键组合参数. 该

方法为热反射数据的解析提供了可靠的框架, 从而

提高了热物性测量的精度和全面性. 作为实际应

用, 本文对铝/蓝宝石样品的 FDTR信号进行了分

析, 通过敏感性分析确定了可提取的最大变量数

量. 该研究深化了对热反射现象的理解, 并为未来

热表征技术和材料研究的发展提供了重要支持. 

2   热反射实验基础

热反射技术, 如 TDTR和 FDTR, 广泛用于

测量块体和薄膜材料的热特性, 每种方法根据实验

设置和测量目标具有独特优势. TDTR使用飞秒

激光脉冲通过时域信号获取皮秒级的时间分辨率;
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FDTR则通过调节激光调制频率进行频域分析,

不需要机械延迟台, 实验更简便且成本较低. FDTR

可在广泛的频率范围内操作, 适用于不同热导率的

材料, 但相位测量需要精确的相位校正, 低频时信

噪比也较差. 方脉冲热源法 (SPS)[14] 是一种相对较

新的技术, 它结合了 TDTR和 FDTR的优势, 使

用方波调制的泵浦加热源, 既实现了时间分辨的信

号观察, 又允许大范围频率调制.

fi Anorm

ϕ ξj

所有热反射方法均依赖于通过多层热扩散模

型对测量信号进行拟合, 以提取材料的热物性参

数. 这一过程实质上属于反问题求解, 其中敏感性

分析发挥着关键的作用. 敏感性分析能够迅速确定

目标参数的拟合方向, 并对测量误差进行估计. 在

FDTR实验中, 频率  处归一化幅值信号  和

相位信号  对某参数  的敏感性系数定义分别为  (
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其中当参数  变化 1%时, 归一化幅值信号  

变化  , 相位信号  变化为  .
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本研究以 FDTR测量为例, 探索热反射实验

中各个热物性参数间的相互关系. 图 1为本文搭建

的 FDTR实验系统示意图. 该系统利用 458 nm波

长的泵浦光 (pump)来加热样品, 并使用 785 nm

波长的探测光 (probe)来监测样品温度响应随加

热频率的变化. 实验首先通过反射镜引导泵浦光进

入光电探测器, 测量不同加热频率下的泵浦光相位

 . 随后, 移除反射镜, 使探测光进入探测器以

测量不同加热频率下的相位  和幅值, 并对幅

值进行归一化处理, 得到 FDTR的归一化幅值信

号  . 实验系统的设置可能导致泵浦光和探测

光之间产生相位偏移  . 为保证精确测量, 实

验要求泵浦光到探测器的光程应等于探测光经样

品到探测器的光程和. 若光程不匹配,    会随

调制频率而变化. FDTR的相位信号表示为  

 . 通过使用铝/二氧化硅的标

准样品进行光程矫正, 直至   为恒定值, 从而

完成实验系统的调试. 最后对测得的探测光相位应

用矫正公式计算, 得到 FDTR的相位信号  .

图 2(a1)和图 2(a2)分别展示了采用 FDTR

对 100 nm铝/蓝宝石样品测量的相位信号和归一

化幅值信号, 测量频率范围为 1 kHz—70 MHz, 光

3.6 μm

kr1 kz1 C1 h1 kr2 kz2 C2 G r0

kr kz C

h G r0

斑半径为  .  该热系统涉及 9个主要参数 :

 ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,    和   , 其中

 和  分别代表面内及面外热导率,   为体积热

容,   为厚度,   是界面热导,   为光斑半径. 下标

“1”和“2”分别表示金属传感层和衬底的属性.

f0 < 100 kHz
kr2/(C2r

2
0)

Skr2 = −SC2 =

−0.5Sr0 kz2

h1 G

kr2 kz2 C2

Skz2 = SC2

kr2

kz2 C2 Skz2 − SC2 = Skr2

图 2(b1)和图 2(b2)分别展示了相位信号和归

一化幅值信号对热系统中所有参数的敏感性系

数随调制频率的变化. 敏感性分析结果表明, 在低

频 (  )时, 相位和归一化幅值信号均

对组合参数  的敏感性较强, 这是由于三

者的敏感性系数存在以下关系:   

 . 然而 , 在高频范围内 , 随着信号对   ,

 和   等参数敏感性的增加, 低频下的敏感性关

系不再适用. 当频率超过 10 MHz时, 相位信号对

 的敏感性逐渐降低至零, 而  与  之间呈现

显著的耦合关系, 敏感性关系为  . 在高

频下, 归一化幅值信号仍对   保持较高敏感性,

 与  的耦合关系为  .

在 FDTR实验中, 不同参数的敏感性系数之

间的明确关系较难辨识. 本文通过深入探索, 发现

热扩散模型中参数间存在特定的关系, 而且信号本

质上是由图 2(c1)和图 2(c2)所示的几个组合参数

来决定的. 理解这些复杂的参数关联对于优化热反

射实验中的参数拟合至关重要. 以下将详细讨论如

何通过深入数据分析来揭示热反射实验中复杂的

参数关联. 

 

探测光
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图 1    频域热反射法实验系统示意图

Fig. 1. Schematic  diagram  of  the  frequency  domain  ther-

moreflectance experimental setup.
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3   热反射实验中敏感性系数的关系
 

3.1    通过 SVD 分析揭示敏感性系数的关系

(kz, kr, C, h)

G1 G2

r0

采用 SVD技术来揭示热反射实验中不同参

数的敏感性系数之间的关系. 以一个假设的三层

系统为例, 每层包含四个参数   , 其他

参数包括两个界面的界面热导率 (  和  ), 以及

光斑尺寸  . 表 1列出了光斑尺寸及样品的物

性参数.

kz1,

kr1, C1 h1

S1 = (Skz1
, Skr1

,

SC1
, Sh1

)

以 FDTR方法为例, 我们在对数尺度上选择

1 Hz到 200 MHz范围内等间隔的 1000个调制频

率, 生成 FDTR信号并计算信号对各参数的敏感

性系数.  首先分析第 1层材料的四个参数 ( 

 ,   )的敏感性系数. 相位信号对这四个参

数的敏感性系数随频率的变化如图 3(a)所示. 将这

四个参数的敏感性系数组成矩阵 

 . 这里, 矩阵 S 表示为
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图 2    铝/蓝宝石样品的频域热反射分析　(a1), (a2) 1 kHz—70 MHz频率范围内的相位信号和归一化幅值信号; (b1), (b2) 单个

参数敏感性随频率的变化; (c1), (c2)组合参数敏感性随频率的变化

Fig. 2. FDTR analysis  of  aluminum/sapphire  samples:  (a1),  (a2)  Phase and normalized amplitude signals  across  frequencies  from

1 kHz to 70 MHz; (b1), (b2) how the sensitivity of individual parameters varies with frequency; (c1), (c2) changes in the sensitivity

of combined parameters across the frequency spectrum.
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S =


Sξ1 (f1) · · · Sξj (f1)

...
. . .

...

Sξ1 (fk) · · · Sξj (fk)

 , (3)

Sξj (fk) fk

ξj

其中  表示在调制频率  下, 相位或幅值信

号对参数  的敏感性系数.

S1

S1 = UΣV T

通过 SVD对敏感性系数矩阵  进行分解, 得

到  , 或者也可以写成 [15]: 

S1vj = ujσj , (4)

vj V j uj j

σj S1 j

其中  是矩阵  的第  列;   是矩阵 U 的第  列;

 是矩阵  的第  个奇异值.

S1 S1vj = 0

vj ||uj ||2 ≡ 1

σj S1vj

max (abs (S1vj)) < 0.01◦ S1vj

SVD分解   的目的是找到满足   的

解  . 由于 U 是正交矩阵, 2-范数   , 这

意味着较小的  表明     更接近零向量 .  当

 时, 可认为   足够接近

零向量.

S1

Σ = diag (351, 26, 7, 0.04) σ4

S1v4 S1vj

v3 S1v3 ≈ 0 v4

v4 = (−0.5, 0.5, 0.5,−0.5)
T

对  进行 SVD分解得到的奇异值矩阵为

 . 由于   足够小, 可认为

 接近零. 图 3(b)更直观地展示了   的大

小. 显然,    不能满足   , 而   满足该条

件, 其对应的  .

v4基于  , 我们得出以下关系: 

−0.5Skz
+ 0.5Skr

+ 0.5SC − 0.5Sh = 0,

或 

SC = Sh + Skz
− Skr

. (5)

我们对第 2层和第 3层的参数进行了相同的

分析, 发现方程 (5)对所有层均成立.

R

R = f (A,B,C)

SA = bSB + cSC R = f
(
AbB,AcC

)
kzC

kr/C hC

进一步地, 根据附录 A, 若信号   是参数 A,

B 和 C 的函数, 即   , 则敏感性关系

 是   的充分必要

条件. 基于该分析, 方程 (5)说明 FDTR的相位和

归一化幅值信号主要对每一层的组合参数  ,

 和  敏感.

R α β

α = AaBb β = AcBd

SA = aSα+

cSβ SB = bSα + dSβ

kzC kr/C hC

根据附录 B, 若信号  由两个组合参数  和 

决定, 且   ,    , 则独立参数与组

合参数的敏感性系数遵循以下关系:   

 ,   . 应用此链式法则, 并考虑信

号主要对组合参数  ,   和  敏感, 得出这

三个组合参数的敏感性系数与单个参数敏感性系

数之间的关系为 

SkzC = Skz
, Skr/C = Skr

, ShC = Sh. (6)

S2

接下来, 分析包含热扩散系统中所有参数的敏

感性系数矩阵  : 

S2 = (Skz1C1
, Skr1/C1

, Sh1C1
, SG1

, Skz2C2
,

Skr2/C2
, Sh2C2

, SG2
, Skz3C3

, Skr3/C3
, Sr0).

 

表 1    三明治结构模拟样品的系统参数
Table 1.    System parameters of a sandwich structure simulated sample.

kz (W·m−1 · K−1)/ kr (W·m−1 · K−1)/ C (MJ·m−3·K−1)/ h nm/ r0 μm/ (MW·m−2·K−1)G1/ (MW·m−2·K−1)G2/ 

1(Al) 150 150 2.44 100

8 10 102 10 100 2 2000

3(Sub) 100 10 1.5 ∞
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0

0.5

S1v
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kz1 kr1 C1 h1 vj S1图 3    (a)   ,   ,   ,   的敏感性曲线, 横坐标为频率; (b) 各个   与敏感性矩阵   相乘得到的结果

kz1 kr1 C1 h1

vj S1

Fig. 3. (a) Sensitivity curves for   ,   ,   , and   , with frequency as the horizontal axis; (b) the results of multiplying each

  by the sensitivity matrix   .
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S2 Σ

= diag (285, 173, 57, 34, 25, 15, 7.5, 2, 0.3, 0.04, 0.02)

σ10 σ11 S2v10 S2v11

v10 v11

对  进行奇异值分解, 得到的奇异值矩阵为 

 .

其中,    和   足够小, 可认为   和   接

近零.   和  分别是 

v10 = (−0.5,−0.05,−0.25,−0.24,−0.48, 0.02,

− 0.25,−0.27,−0.51, 0.01, 0)T,
 

v11 = (0.01,−0.55, 0, 0.01, 0.01,−0.55,

0,−0.01, 0,−0.56,−0.28)T.

[v10, v11] S2将  转换为列阶梯型, 得到   零空间的两

个基向量: 

(1, 0, 0.5, 0.5, 1,−0.1, 0.5, 0.5, 1,−0.1, 0)
T
,

(0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0.5)
T
.

根据这两个基向量, 得出以下组合参数之间的敏感

性系数关系为: 

Skz1C1
+ 0.5Sh1C1

+ 0.5SG1
+ Skz2C2

+ 0.5Sh2C2
+ 0.5SG2

+ Skz3C3
= 0,

 

Skr1/C1
+ Skr1/C1

+ Skr1/C1
+ 0.5Sr0 = 0.

可以进一步写为 

2Skz1C1
+Sh1C1

+SG1
+2Skz2C2

+Sh2C2
+SG2

+2Skz3C3 =

3∑
n=1

(2Skzn+Shn)+

2∑
n=1

SGn =0, (7)
 

Sr0 =−2Skr1/C1
− 2Skr2/C2

− 2Skr3/C3
=−2

3∑
n=1

Skrn
.

(8)

krn kzn

Cn hn Gn

r0

方程 (5)、方程 (7)和方程 (8)描述了三层系统

的敏感性系数间的关系. 这些关系经过传热模型的

验证, 可以推广到具有 N 层的多层传热系统. 设第

n 层具有面内热导率  , 面外热导率  , 比热容

 和厚度   .    表示第 n 层和第 (n+1)层之间

的界面热导,    是泵浦和探测激光光斑尺寸的均

方根 (RMS)平均值. 以下通用关系成立: 

Shn
+ Skzn

= SCn
+ Skrn

, n = 1, 2, · · · , N, (9)
 

N∑
n=1

(2Skzn
+ Shn

) +

N−1∑
n=1

SGn
= 0, (10)

 

Sr0 = −2

N∑
n=1

Skrn
. (11)

经验证, 以上敏感性关系适用于包括 TDTR,

FDTR, SPS在内的所有热反射方法. 

3.2    关键组合参数的推导

将方程 (6)和方程 (10)结合起来, 可以得到: 

N∑
n=1

(2SkznCn
+ ShnCn

) +

N−1∑
n=1

SGn
= 0. (12)

根据附录 A, 方程 (12)中的灵敏度系数关系

表明信号是以下组合参数的函数: 

R = f

(
kz1C1

(h1C1)
2 ,

G1

h1C1
, · · · , kznCn

(h1C1)
2 ,

hnCn

h1C1
,
Gn

h1C1
, · · · , kzNCN

(h1C1)
2

)
. (13)

为了以更合理的格式呈现参数, 方程 (13)可

以改写为 

R = f

(√
kz1C1

h1C1
,

G1

h1C1
, · · · ,

√
kznCn

hnCn
,

√
kznCn

hn−1Cn−1
,

Gn

hnCn
, · · · ,

√
kzNCN

hN−1CN−1

)
, (14)

√
kznCn

hnCn

dp,zn
hn

=
1√
πf0

√
kznCn

hnCn

h2
nCn

kzn √
kznCn

hn−1Cn−1
h2
n−1C

2
n−1

kznCn

Gn

hnCn

其中参数  来自面外热穿透深度与厚度之

比,    ,  它的平方的倒数 ,  即

 , 表示第 n 层材料所吸收的热量纵向传递穿

透该层薄膜所需的时间; 参数  的平方的

倒数, 即   , 表示第 (n–1)层材料所吸收

的热量扩散穿透第 n 层材料所需的时间 ;  参数

 的倒数则表示第 n 层材料所吸收的热量穿

过第 n 个界面所需的时间 [16,17].

类似地, 将方程 (6)和方程 (11)结合起来, 得到 

Sr0 = −2

N∑
n=1

Skrn/Cn
. (15)

根据附录 A, 方程 (15)中的敏感性系数关系

表明信号是以下组合参数的函数: 

R = f

(
kr1
C1r20

,
kr2
C2r20

, · · · , krn
Cnr20

)
, (16)

krn
Cnr20

dp,rn
r0

=
1√
πf0

√
krn
Cnr20

πr20

其中参数  来自面内热穿透深度与光斑半径之

比  , 它的倒数表示第 n 层材

料所吸收的热量在面内方向上扩散到  的面积处
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所需的时间.

√
kznCn

hnCn

√
kznCn

hn−1Cn−1

hn−1Cn−1

hnCn

结合方程 (14)和方程 (16), N 层结构的所有

组合参数列在表 2中 ,  它们是由传热模型决定

的, 在无噪音情况下最多可提取的参数. 该表适

用于任意多层结构的样品以及任意热反射法. 然

而, 有两种特殊情况需要注意: 第一, 如果信号对

某一层的比热容不敏感, 则应将该层视为界面 ;

第二, 如果信号对某一层的面外热导率不敏感, 那

么应将组合参数  和  进一步合并

为  .
 
 

表 2    面内各向同性多层结构中的组合参数

Table 2.    Combined  parameters  in  isotropic  multilayer

structures in-plane.

层序号 组合参数

1

√
kz1C1

h1C1
,

kr1

C1r20

1/2
G1

h1C1

...
...

n

√
kznCn

hnCn
,

√
kznCn

hn−1Cn−1
,

krn

Cnr20

n/(n + 1)
Gn

hnCn

...
...

N

√
kzNCN

hN−1CN−1
,

krN

CNr20
  

3.3    组合参数的敏感性系数

√
kznCn

hnCn
,

√
kznCn

hn−1Cn−1
,

krn
Cnr20

Gn

hnCn

表 2总结了对于 N 层多层结构的热扩散系

统中每层结构的主要组合参数,  包括  

 和   . 这里进一步推导如何

根据独立参数的敏感性系数计算这些组合参数的

敏感性系数.

根据附录 A, 得到以下关系: 

Skz1
=

1

2
S√

kz1C1

h1C1

, (17)
 

SkzN
=

1

2
S √

kzNCN

hN−1CN−1

, (18)
 

Shn
=−S√

kznCn

hnCn

− S√
kz(n+1)C(n+1)

hnCn

− S Gn

hnCn

,

1 ⩽ n ⩽ N − 1, (19)
 

Skzn
=

1

2
S√

kznCn

hnCn

+
1

2
S √

kznCn

hn−1Cn−1

, 2 ⩽ n ⩽ N − 1,

(20)
 

SGn
= S Gn

hnCn

, 1 ⩽ n ⩽ N − 1, (21)
 

Skrn
= S krn

Cnr20

, 1 ⩽ n ⩽ N. (22)

将方程 (19)和方程 (21)中的 n 改为 n–1, 联立得到: 

Shn−1
= −S√

kzn−1Cn−1

hn−1Cn−1

− S√
kz(n)C(n)

hn−1Cn−1

− SGn−1
,

2 ⩽ n ⩽ N. (23)

S√
kznCn

hnCn

结合方程 (20)和方程 (23), 可以得到   的

递推公式: 

S√
kznCn

hnCn

= S√
kzn−1Cn−1

hn−1Cn−1

+2Skzn
+Shn−1

+SGn−1
,

2 ⩽ n ⩽ N − 1. (24)

联立方程 (17)和方程 (24), 有 

S√
kznCn

hnCn

=



2Skz1
, n = 1,

2Skz1 +

n∑
l=2

(
2Skzl

+ Shl−1
+ SGl−1

)
,

2 ⩽ n ⩽ N − 1 .
(25)

联立方程 (20)和方程 (25)并结合 (18)式, 有 

S √
kznCn

hn−1Cn−1

= 2Skzn − 2Skz1 −
n∑

l=2

(
2Skzl

+ Shl−1
+ SGl−1

)
, 2 ⩽ n ⩽ N. (26)

√
kznCn

hnCn

√
kznCn

hn−1Cn−1

Gn

hnCn

krn
Cnr20

(25)式 和 (26)式 分 别 为   和  

的敏感性计算公式,  (21)式和 (22)式分别为

 和  的敏感性计算公式.
 

4   案例应用

√
kz1C1

h1C1

kr1
C1r20

G

h1C1

√
kz2C2

h1C1
kr2
C2r20

将上述结论应用于图 2中的 100 nm 铝/蓝宝

石测量. 根据表 2, 该热系统包含 5个组合参数:

①  ,  ②  ,  ③    ,  ④  ,  ⑤

 . 图 2(c1)和图 2(c2)显示了这些组合参数的

敏感性曲线, 每个参数在不同频率下出现峰值或零

点, 表明它们彼此解耦, 理论上最多可同时确定

5个参数. 但实验信号通常伴有噪声, 因此最大可
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√
kz1C1

h1C1

G

h1C1√
kz2C2

h1C1

kr2
C2r20

kr1
C1r20

h1 C1 r0

kz1 G kz2C2 kr2/C2

k2 = kz2 = kr2

k2 C2

提取的参数数量还取决于实验系统的噪声水平, 我

们只能拟合出对信号敏感性较强的参数. “高”和

“低”敏感性的阈值是相对于噪声波动来定义的. 如

果某个参数变化 5%会引起超出环境噪声的信号

变化, 则认为它具有高敏感性; 如果一个参数变化

20%才会产生可检测的信号变化, 则认为它具有低

敏感性 [8]. 通过分析图 2(c1)和图 2(c2), 发现信号

对以下组合参数较为敏感: ①   , ③   ,

④  , ⑤    . 而对参数②    的敏感

性较低. 因此, 在已知  ,   和  的情况下, 可以

准确确定  ,   ,   和  这 4个参数. 当

衬底材料是各向同性时,   , 可据此确

定  和  .

h1 C1

r0 kr1

k1 =

kr1 = kz1

在输入参数中,    由台阶仪测量,    可查文

献数据库 [18],   由刀口法测定. 由于信号对  敏

感性较低, 且金属膜为各向同性, 可简化为  

 .

k1 G k2 C2 k1 = (105±
9)W/ (m·K) G=(145± 9)MW/(m2·K) k2 = (37±
2)W/ (m·K) C2 = (3.08± 0.16)MJ/

(
m3·K

)

k1

G1

G = (160± 10)MW/
(
m2·K

)
k2 C2

使用自动拟合 (MATLAB函数“lsqnonlin”)

对  ,    ,    和   进行拟合, 结果为  

 ,   ,  

 ,    . 这里

的不确定度估计是基于最小二乘法的最优拟合来

计算的, 既包括了已知参数传递的误差, 也包括了

实验噪声引入的误差, 具体的计算细节可以参考相

关文献 [19,20]. 测量结果中, 铝膜热导率  与范德堡

法和魏德曼-弗朗兹定律计算结果符合; 铝/氧化铝

的界面热导  受到镀膜过程影响, 不宜直接与文

献值比较, 因此我们另外采用了 TDTR方法测量

该样品, 测得  , 与FDTR

测量结果吻合; 蓝宝石的热导率  与比热容  也

与 Chen等 [14] 报道的数据高度吻合. 结果验证了

该方法的有效性. 

5   结　论

本研究通过奇异值分解方法系统地分析了热

反射实验中复杂的参数相互作用, 为多层结构热特

性表征提供了新的见解. 对 FDTR信号的深入分

析, 揭示了面内热导率、纵向热导率、比热容、界面

热导及光斑尺寸等关键参数间的相互关系. 厘清了

各基本参数的依赖性, 确定了关键组合参数, 为多

层系统的热特性表征提供了有效工具. 实测结果验

证了组合参数的应用, 确定了可同时提取的最大参

数数量, 并明确了实验中需要预先已知的输入参

数. 这些成果为未来的热物性测量提供了有力指导,

并有助于进一步提升多层系统的热特性表征技术. 

附录A   敏感性系数与组合参数的关系

R = F (A,B,C) SA = bSB + cSC R = F (AbB,

AcC)

设  ,  则   是  

 的充分必要条件.

R = F
(
AbB,AcC

)
首先证明必要性. 假设   , 则参数 A,

B 和 C 的敏感性系数分别为 

SA =
A

R

∂R

∂A
=

A

R
(bAb−1BF ′

1

(
AbB,AcC

)
+ cAc−1CF ′

2(A
bB,AcC)), (A1)

 

SB =
B

R

∂R

∂B
=

B

R
AbF ′

1

(
AbB,AcC

)
, (A2)

 

SC =
C

R

∂R

∂C
=

C

R
AcF ′

2

(
AbB,AcC

)
. (A3)

SA = bSB + cSC将方程 (A2)和方程 (A3)代入  , 得到 

bSB + cSC = b
B

R
AbF ′

1

(
AbB,AcC

)
+ c

C

R
AcF ′

2

(
AbB,AcC

)
= SA. (A4)

SA = bSB + cSC R

D D = A

R = F
(
AbB,AcC,D

)
然后证明充分性. 假设  , 并假设  不能

仅由两个参数表示, 考虑第三个参数  , 不妨设  . 则

 , 此时 A, B 和 C 的敏感性系数为
 

SA =
A

R

∂R

∂A
=

A

R
(bAb−1BF ′

1(A
bB,AcC,D)

+ cAc−1CF ′
2(A

bB,AcC,D)

+ F ′
3(A

bB,AcC,D)), (A5)
 

SB =
B

R

∂R

∂B
=

B

R
AbF ′

1

(
AbB,AcC,D

)
, (A6)

 

SC =
C

R

∂R

∂C
=

C

R
AcF ′

2

(
AbB,AcC,D

)
. (A7)

SA = bSB + cSC将方程 (A5)—方程 (A7) 代入  , 得到 

F ′
3

(
AbB,AcC,D

)
= 0. (A8)

A B C R

D AbB AcC

R = F
(
AbB,AcC

)
由于  ,    和   是任意的, 这表明   不依赖于第三个

参数  , 与假设矛盾. 因此, R 仅是  和  的函数, 即

 .
 

附录B   敏感性系数的链式法则

R R = F (α, β) α β R

α = AaBb β = AcBd A B

假设信号  由  给出, 其中  和  是决定  

的两个组合参数. 设  和  , 其中  和  是

单个参数. 根据链式法则有: 
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∂R

∂A
=

∂α

∂A

∂R

∂α
+

∂β

∂A

∂R

∂β
= aAa−1Bb ∂R

∂α
+ cAc−1Bd ∂R

∂β
. (B1)

根据敏感性定义, 有 

SA =
A

R

∂R

∂A
= aAa−1BbA

R

∂R

∂α
+ cAc−1BdA

R

∂R

∂β

= a
α

R

∂R

∂α
+ c

β

R

∂R

∂β
= aSα + cSβ . (B2)

方程 (B2)表示了敏感性系数的链式法则. 要计算单个

参数的敏感性, 只需将该参数在每个组合参数中的幂指数

作为组合参数的敏感性系数的系数相加.
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Abstract

Thermoreflectance techniques, particularly frequency-domain thermoreflectance (FDTR), play a crucial role

in measuring the thermal properties of bulk and thin-film materials. These methods precisely measure thermal

conductivity, specific heat capacity, and interfacial thermal conductance by analyzing the surface temperature

response  signals  through  thermoreflectance.  However,  the  complex  interplay  among  parameters  presents

challenges in data analysis, where single-variable analysis often fails to accurately capture intra-layer and inter-

layer  interactions.  In  this  work,  FDTR  is  used  as  a  case  study  and  the  relationships  between  sensitivity

coefficients  of  various  parameters  are  systematically  explored  through  singular  value  decomposition  (SVD).

Specifically, the SVD of sensitivity matrix S of the system's parameters is performed to identify smaller singular
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values and their corresponding right singular vectors, which are the basis vectors of the null space of matrix S.

These vectors reveal the relationships among parameter sensitivities, thereby uncovering the most fundamental

combination  parameters  that  determine  the  thermoreflectance  signal.  This  method  not  only  clarifies  the

dependency relationships between variables but also determines the maximum number of parameters that can

be experimentally extracted, and the parameters that must be known beforehand. To demonstrate the practical

value  of  these  combination  parameters,  this  work  conducts  a  detailed  analysis  of  FDTR  signals  from  an

aluminum/sapphire  sample.  Unlike  traditional  FDTR  experiments,  which  typically  fit  only  the  thermal

conductivity  and  interfacial  thermal  conductance  of  the  substrate,  our  sensitivity  analysis  reveals  that  it  is

possible  to  simultaneously  determine  the  thermal  conductivity  of  the  metal  film,  substrate’s  thermal

conductivity,  substrate’s  specific  heat  capacity,  and  interfacial  thermal  conductance.  The  fitting  results  are

consistent with reference values from the literature and measurements from other thermoreflectance techniques,

thus validating the effectiveness and reliability of our method. This comprehensive analysis not only deepens the

understanding of thermoreflectance phenomena but also provides strong support for the future development of

thermal characterization technology and material research, showing the significant potential application of SVD

in complex multi-parameter systems.

Keywords: thermoreflectance,  singular  value  decomposition  (SVD),  thermal  property  measurement,  inverse
problems
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