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蜘蛛、螳螂等节肢动物能够在晃动的蛛网或树叶上保持身体的稳定性, 其类M形肢体结构的作用不可

忽视. 受此启发, 本文提出一种基于节肢动物肢体结构的仿生M形低频隔振结构. 首先, 提出仿生M形低频

隔振结构的设计方法, 并建立其动力学模型. 通过对其等效刚度、准零刚度范围等静态特性的对比分析, 发现

仿生M形结构的非线性刚度能够有效拓宽准零刚度范围. 运用谐波平衡法进行近似求解, 得到其频率响应特

性, 并分析其频率和幅值分岔动力学特性. 通过与经典三弹簧准零刚度结构对比, 发现M形仿生结构能够有

效降低隔振频率, 并能降低隔振频带内的传递率. 最后, 研究了M形仿生结构的几何形状对其隔振性能的影

响规律. 结果表明, 类似蜘蛛肢体的扁平状M形结构具有更低的隔振频率, 更好的低频隔振效果.
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1   引　言

随着空间激光通信、空间对地遥感和空间天文

观测等类太空活动的日益频繁, 航天器对指向精度

和稳定度的要求越来越高 [1]. 微振动是航天器指向

精度和稳定度的重要制约因素之一, 其具有频带

宽、幅值小、难控制的特点 [2]. 尤其是对于遥感卫

星、空间望远镜、激光通信等需要高指向精度和稳

定度的航天器, 微振动会对其指向性能产生较大的

影响. 例如, 遥感卫星的微振动是由运动部件 (制

冷机、飞轮、控制力矩陀螺等)引起的, 它能激发卫

星复合材料板、蜂窝板等结构的振动, 并传递至遥

感器安装部位, 进而影响遥感器的成像质量. 遥感

卫星的摄像机在无微振动干扰时的聚焦精度为 5 μm,

而在受到微振动干扰后, 其聚焦精度超过 14.97 μm,

从而导致拍摄的图像变得模糊 [3–5].

为了降低微振动对航天器的影响, 目前常用的

方法 [6] 包括主动振动控制、被动隔振、主被动混合

控制等. 其中, 主动控制和主被动混合控制因结构

复杂、需要外部能量输入以及对结构可靠性和控制

算法要求高等原因, 导致其工程应用时的成本较高 [7].

被动隔振因具有结构简单、无能耗、稳定性高的特

点, 是航天器低频隔振的重要方法之一, 尤其是近

年来发展迅速的准零刚度隔振技术. Molyneux[8]

提出的三弹簧结构是一种经典的准零刚度隔振结

构, 它由一个垂直弹簧和两个斜弹簧组成. 其中,

垂直方向的弹簧主要用于承载, 提供较高的静态
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刚度; 两个斜弹簧的作用主要是在一定范围内提供

负刚度, 抵消垂向弹簧的正刚度, 使得系统的动刚

度为零, 从而大幅降低系统的隔振频率 [9]. 张月英 [10]

通过传递率实验对比研究了三弹簧准零刚度结构

与经典线性结构的隔振性能. 结果表明, 线性结构

的隔振起始频率为 4.2 Hz, 三弹簧准零刚度结构的

隔振起始频率仅为 0.5 Hz. 由于三弹簧结构的准零

刚度范围十分有限, 因此其在较强的激励条件下,

隔振起始频率会迅速提升 [11]. Zhou等 [12] 提出一种

具有凸轮-滚子-弹簧机制的准零刚度隔振器, 实验

结果表明该准零刚度隔振系统的起始隔振频率为

3 Hz, 而其对应的线性隔振系统的起始隔振频率则

为 5.53 Hz, 这表明准零刚度系统能够有效降低隔

振频率, 具有良好的低频隔振性能.

为了进一步拓宽准零刚度范围, 降低起始隔振

频率, 研究者们提出了一系列拓宽准零刚度范围的

方法. Kovacic等 [11] 将结构非线性和预压缩引入

三弹簧准零刚度系统的斜弹簧中, 理论研究结果表

明这种方法能够大幅拓宽准零刚度范围. Zhao等 [13]

将三弹簧准零刚度系统的斜弹簧数量由两个增至

四个, 理论研究表明当系统等效刚度小于竖直弹簧

刚度的 1/2时, 其准零刚度范围约为经典双斜弹簧

系统的两倍. Deng等 [14] 提出了多层三弹簧准零刚

度结构, 理论分析表明, 当系统总的等效刚度低于

10 N/m时, 12层三弹簧结构的准零刚度范围约为

单层三弹簧结构的 2.5倍. Liu等 [15] 发现通过在负

刚度弹簧与质量块之间增加可调非线性惯性元件,

可以有效抑制准零刚度的硬化现象, 从而提高强激

励条件下的隔振性能. 郝志峰 [16] 在准零刚度结构

中引入分段阻尼, 该方法不仅能够降低起始隔振频

率, 同时也提高了高频隔振性能. 阮子悦 [17] 提出了基

于移动凸轮机构的连续变阻尼准零刚度隔振系统,

能够同时提高高频与低频的隔振性能. Yan等 [18]

在准零刚度隔振器中引入了杠杆结构和涡流阻尼

器, 实验结果表明调整杠杆结构和涡流阻尼器参数

能降低起始隔振频率.

在斜弹簧准零刚度系统的基础上, 学者们也提

出了不同构型的准零刚度结构. 例如, Liu等 [19] 使

用屈曲梁代替原有的斜弹簧, 避免了弹簧受压发生

轴向屈曲的问题. Wang等 [20] 采用两个三弹簧结

构代替原有的负刚度元件进一步降低了隔振的起

始频率, 结果显示在激励较小时, 传统准零刚度隔

振系统的起始隔振频率为线性系统的 20.56%, 而

双准零刚度隔振结构起始隔振频率仅为线性系统

的 9.88%. Wu等 [21] 采用磁铁替换了经典三弹簧准

零刚度系统中的斜弹簧, 通过调节相斥磁铁之间的

距离, 也可以实现准零刚度. 安隽翰 [22] 则使用 4组

气缸构造了准零刚度隔振系统, 可以通过调节气缸

的等效刚度, 实现不同负载条件下的准零刚度隔

振, 是一种可调的准零刚度隔振系统.

近年来, 许多研究者提出了多种仿生准零刚

度结构, 也具有很好的低频隔振性能 [23]. 例如, Wu

等 [24] 模仿鸟类脚部骨架的形状结构, 提出了一种

仿鸟类肢体的 X形低频隔振结构. 实验结果表明,

该结构的共振频率仅为 1.32 Hz, 相较于传统线性

隔振器降低了 4.39 Hz. Yan等 [25] 受到猫身骨架的

启发, 提出了一种具有多边形骨架的准零刚度结

构, 实验表明该仿生结构的隔振起始频率为 3 Hz.

Shi等 [26] 从山羊的后肢得到灵感设计了一种仿生

的准零刚度结构, 实验表明该结构能够有效抑制

3.2 Hz以上的振动. Zeng等 [27] 受青蛙肢体构型启

发提出带扭簧的多连杆机构, 相较于线性隔振器和

传统的三弹簧结构, 该结构具有更低的起始隔振频

率和更快的振动衰减速度. Yan等 [28] 提出了一种

仿动物脚趾的准零刚度结构, 其在 6 mm的大位移

激励下依然能够对 3 Hz以上的振动进行有效隔

离. Jin等 [29] 提出了一种仿人类脊柱的准零隔振

器, 结果表明, 通过增加准零刚度单元的层数可以

显著降低整个系统的隔振起始频率. 除了鸟类、

猫、青蛙等动物具有良好的稳定性之外, 许多节肢

动物在大幅低频载荷下也具有良好的稳定性. 例

如, Ling等 [30] 提出了一种仿甲虫准零刚度结构,

实验发现该仿生结构的共振频率仅为 1.7 Hz, 具有

优异的低频隔振性能. 除此之外, 当蛛网在风载作

用下出现大幅低频晃动时, 蜘蛛身体却不会出现大

幅的晃动; 螳螂在摇晃的树叶上能够保持身体相对

静止, 从而提升捕食成功率. Long等 [31] 研究发现

蜘蛛在一段时间内被振动刺激后仍然可以准确跟

踪和食用猎物. 观察发现, 螳螂、蜘蛛等节肢动物

的腿部形状较为类似, 都呈现出一种M形结构.

受此启发, 本文提出了一种仿节肢动物腿部

的M形仿生结构, 并对其动力学机理开展了研究.

具体研究内容包括:  第 2节给出 M形结构的设

计方法及其动力学模型;  第 3节对其等效刚度、

准零刚度范围等静态特性开展对比分析; 第 4节运

用谐波平衡法进行近似求解, 并通过数值仿真进行
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有效性验证, 并且研究该非线性系统的动力学响

应特性. 将其与经典三弹簧准零刚度结构进行对

比, 研究其传递率特性以及激励幅值的影响规律;

第 5节分析几何形状对M形仿生结构隔振性能的

影响规律. 

2   仿生M形结构设计及其动力学建模
 

2.1    仿生 M 形结构设计

节肢动物通常是由多组节肢共同支撑着身体,

并使其保持稳定. 图 1(a)所示为蜘蛛和螳螂等自

然界中常见的节肢动物. 观察发现, 它们肢体的形

状都类似于字母“M”. 由于这种特殊的构造, 才能

使得它们在复杂多变的环境载荷下仍然能够保持

身体的稳定. 受蜘蛛和螳螂等节肢动物腿部构造的

启发, 本文提出了一种仿生 M形结构, 如图 1(b)

所示. 该结构由 3种元件共同组成, 分别是细长的

刚性杆、等效集中质量和弹簧. 其中, 细长的刚性

杆模拟的是蜘蛛的腿部结构, 其两端与基础铰接,

中间与集中质量 m 相连, 形成了 M形结构. 为了

便于分析, 这里将蜘蛛的身体近似为等效集中质

量 m, 不考虑其尺寸影响. 3个弹簧中, 位于上面的

水平弹簧模拟的是蜘蛛的背部肌肉, 位于下面的弹

簧 (与基础相连)模拟的是腿部肌肉. 值得注意的

是, 真实的蜘蛛肌肉远比图 1(b)中的等效弹簧要

复杂得多. 整个系统受到来自基础的垂向激励, 模

拟的是蜘蛛在蛛网上受到的基础载荷. 在实际应用

中, 被隔振的物体位于集中质量 m 处, 低频振动来

源于基础. 

2.2    动力学建模

为了研究所提出的仿生M形结构的动力学特

性, 首先需要建立其动力学模型. 图 2(a)为 M形

结构的几何模型, 它关于对称轴 RR'左右对称, 并

由 4根刚杆, 两个倾斜弹簧 AC, EC, 一个水平弹

簧 BD 共同组成. 其中, 4根杆为刚体, 3个弹簧为

线性弹簧. A 和 E 为结构与基础的铰接点, O 为

AE 的中点, OA 与 OE 的长度为 s. 4根杆的材料

相同, 横截面积相同, 长度均为 l, 杆之间连接方式

为铰接, 铰接点分别为 B, C, D. 杆与基础的连接

方式也为铰接, 铰接点为 A, E. 两倾斜弹簧原长均

为 l1,  倾斜弹簧一端连接基础另一端连接 BC,

DC 两杆的铰接点 C. 水平弹簧两端连接 B, D 两

点, 长度为 l2. 集中质量为 m. a 为倾斜弹簧 AC 与

对称轴 RR' 之间的夹角, b 为杆 BC 与倾斜弹簧

AC 之间的夹角, q 为杆 BC 与对称轴 RR' 之间的

夹角. 图 2(a)是没有集中质量时, M形结构的初始

状态, 对应的弹簧长度也是弹簧的原长; 图 2(b)是

增大集中质量 m 之后, 整个M形结构静止时的平

衡状态, 此时两个斜弹簧恰好处于水平状态; 图 2(c)

是在基础激励作用下, 整个系统某一时刻的运动状

态. 从图中不难发现, 位于下方的两个斜弹簧与经

典的三弹簧准零刚度系统中的两个斜弹簧是一样

的, 在一定位移范围内均具有负刚度特性. 因此,

该仿生 M形结构是否具有低频隔振能力, 主要取

决于M形结构的几何特征和水平斜弹簧刚度.

定义坐标 y 为质量块在竖直方向的位移, 坐

标 z 为基础在竖直方向的位移, 正方向均为向上,

集中质量相对于基础的位移可以表示为 x = y – z.

 

螳螂

蜘蛛

蜘蛛肢体几何形状

螳螂肢体几何形状

(a)



受节肢动物肢体启发的M型结构

(b)

刚性杆

水平弹簧

倾斜弹簧

集中质量

图 1    蜘蛛和螳螂等节肢动物腿部的几何形状与仿生M形结构

Fig. 1. Geometries of arthropods’ limbs and the bio-inspired M-shaped structure.
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l′1 l′2

当质量块出现相对位移 x 时, 倾斜弹簧和水平

弹簧的长度分别变为  和  , 如图 2(c)所示. 根据

几何关系, 可得
  l′1 =

√
s2 + x2,

l′2 = 2l sin θ,
(1)

l′2其中, 水平弹簧变形后的长度  可以表示为
 

l′2 = 2l sin θ = 2l sin (α− β) . (2)

根据积化和差公式可知:
 

sin (α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ. (3)

根据M形结构的几何关系, 满足:
  

sinα =
s√

s2 + x2
,

cosα =
−x√
s2 + x2

,

sinβ =

√
4l2 − s2 − x2

2l
,

cosβ =

√
s2 + x2

2l
.

(4)

将 (4)式代入 (3)式, 可得
 

sin (α− β) =
s

2l
+

x

2l

√
4l2 − s2 − x2

√
s2 + x2

. (5)

将 (5)式代入 (2)式, 可得
 

l′2 = 2l sin θ1 = s+ x

√
4l2 − s2 − x2

s2 + x2
. (6)

由此, 得到斜弹簧的变形量 D1 和水平弹簧的

变形量 D2:  
∆1 = l′1 − l1 =

√
s2 + x2 − l1,

∆2 = l′2 − l2 = s+ x

√
4l2 − s2 − x2

s2 + x2
− l2,

(7)

此外, 弹簧的原长满足几何关系:  
l1 =

√
s2 + h2,

l2 = s+ h

√
4l2 − s2 − h2

s2 + h2
.

(8)

式中, 可以采用拉格朗日方程建立系统的动力学方

程. 系统的拉格朗日方程为 

d
dt

(
∂T

∂ẋ

)
− ∂T

∂x
+

∂U

∂x
= −∂D

∂ẋ
, (9)

其中, T, U 和 D 分别是系统的动能、势能和阻尼

耗散力做功.

不考虑细杆的质量与转动惯量, 系统的动能只

包含集中质量的动能, 即 

T =
1

2
m(ẋ+ ż)

2
, (10)

其中, z 是基础位移, 上标“·”是关于时间 t 的导数.

系统的势能包括两个斜弹簧和一个水平弹簧

的弹性势能, 以及集中质量块的重力势能, 即 

U = k1∆
2
1 +

1

2
k2∆

2
2 +mgx. (11)

将 (7)式代入 (11)式, 可得 

U = k1

(√
s2 + x2 − l1

)2
+

1

2
k2

(
s+ x

√
4l2 − s2 − x2

s2 + x2
− l2

)2

+mgx. (12)

系统阻尼耗散能 D 可表示为 

D =
1

2
cẋ2, (13)

其中, c 为黏滞阻尼系数.

将 (10)式、(12)式、(13)式代入 (9)式, 可得 

mẍ+k1h1 (x)x+k2h2 (x)x+cẋ+mg = −mz̈, (14)

其中, 
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图 2    仿生M形结构模型图　(a)无负载时的静平衡状态; (b)有负载时的静平衡状态; (c)运动状态

Fig. 2. Bio-inspired M-shaped structure: (a) Static equilibrium without mass; (b) static equilibrium with mass; (c) oscillating state.
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

h1 (x) = 2

(
1−

√
s2 + h2

√
s2 + x2

)
,

h2(x) =

(√
4l2 − s2 − x2

s2 + x2
− h

x

√
4l2 − s2 − h2

s2 + h2

)

×

[√
4l2−s2 − x2

s2+x2
−

√
s2+x2

√
4l2−s2−x2

(
2lx

s2+x2

)2
]
,

(15)

z̈ =

A sin (ωt)

式中, m 是隔振对象的质量, x 是隔振对象对基础

的相对位移, z 是基础位移 .  考虑简谐激励  

 , 其中 A 是激励的加速度幅值, w 是激励

频率, t 为时间. 

3   静态特性分析
 

3.1    恢复力与等效刚度

将系统势能对 x 求偏导, 可得系统的恢复力: 

fM = fMo + fMh + fg,
fMo = k1h1 (x)x,

fMh = k2h2 (x)x,

fg = mg.

(16)

其中, fMo 是斜弹簧产生的恢复力, fMh 是水平弹簧

产生的恢复力, fg 是重力.

由于系统静止时的平衡位置在零点, 因此当 x = 0

时, fM = 0. 由此可得 

mload =
k2h

√
4l2 − s2

sg

√
4l2 − s2 − h2

s2 + h2
. (17)

这里, mload 是 M形结构承载的集中质量, 与水平

弹簧的刚度 k2 和杆长 l 成正比.

根据 (16)式, 恢复力对位移求导可得系统的

等效刚度为
 

 

KM = KMo +KMh,

KMo = 2k1

[
1−

√
s2 + h2

√
s2 + x2

+ x2
√
s2 + h2

(
s2 + x2

)−3/2

]
,

KMh=k2

{[√
4l2 − s2 − x2

s2 + x2
−
√

s2 + x2

4l2 − s2 − x2

4l2x2

(s2+x2)
2

]2
+

(
x

√
4l2 − s2 − x2

s2 + x2
− h

√
4l2 − s2 − h2

s2 + h2

)

×

[
4l2x

(s2 + x2)
3

√
s2 + x2

√
4l2 − s2 − x2

(
−3s2 + x2 − 4l2x2

4l2 − s2 − x2

)]}
.

(18)

根据准零刚度条件, 当 x = 0时, 系统的等效

刚度 KM = 0. 由此, (18)式可以简化为
 

α =
k1
k2

=
4l2 − s2

2s
(√

s2 + h2 − s
) , (19)

其中, a 是准零刚度条件下斜弹簧与水平弹簧的刚

度比. 由 (19)式可知, a 与杆长 l 成正比, 与 h 成

反比. 因此, M形结构的杆长 l 越长, 或者 M形结

构中心的初始高度 h 越小, 均会导致 a 增大, 这意

味着为了达到准零刚度, 斜弹簧与水平弹簧的刚度

差也越来越大. 至于参数 s, 其与弹簧刚度比 a 之

间的关系则更为复杂, 并且也直接影响 M形结构

的形状.

假设 M形结构的参数如表 1所示, 图 3(a)—

(c)分别给出了两种结构的势能、恢复力和等效刚

度. 首先, M形结构的势能由斜弹簧的弹性势能

(UMo)、水平弹簧的弹性势能 (UMh)和重力势能 (Ug)

共同组成. 其中斜弹簧的势能是一个典型的双稳态

势能, 其在 x = 0 附近存在一个势能垒; 而剩余的

势能则在 x = 0附近形成了一个势能阱. 当势能垒

的高度与势能阱的深度满足一定条件时, 系统的总

势能就会在 x = 0附近形成一个斜率接近于零的

势能阱, 从而形成准零刚度系统. 从恢复力与等效

刚度特性 (图 3(b), (c))上看, 在 x = 0附近, 斜弹

簧提供的是等效负刚度, 而 M形结构的水平弹簧

则提供的是等效正刚度. 将两者结合后, 系统在 x = 0

附近的总刚度就接近于零, 从而构成 M形准零刚

度结构 (M-shape quasi-zero-stiffness, MQZS). 这

种通过正负刚度模块达到准零刚度的方法是准零

刚度结构设计的常用方法之一.

对于 MQZS结构, 其主要参数包括: 负载质

量 m、倾斜弹簧的刚度 k1 和长度 l1、水平弹簧的

刚度 k2 和长度 l2、水平距离 s、垂直高度 h. 其结构
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参数确定的基本步骤如下: 首先, 根据安装环境的

尺寸选择杆长 l、水平距离 s 和垂直高度 h, 其中

s 与 l 之间须满足 l < 2s < 2l; 其次, 根据负载质

量 m 和 (17)式确定水平弹簧的刚度 k2; 最后, 根

据 (19)式确定倾斜弹簧的刚度 k1. 

3.2    准零刚度范围

为了便于分析 M形准零刚度结构的特点, 现

将其与经典的三弹簧准零刚度 (quasi-zero-stiffn-

ess, QZS)结构进行对比. 从结构上看, MQZS结

构与经典三弹簧 QZS结构均采用一对斜弹簧作为

负刚度单元, 其主要区别在于三弹簧结构的正刚度

是由一个垂直线性弹簧提供的线性正刚度,  而

MQZS结构的正刚度则是由MQZS结构中的水平

线性弹簧提供的非线性正刚度. 因此, 需要重点分

析MQZS结构非线性正刚度对系统准零刚度特性

的影响. 在对比分析中, 两种结构的斜弹簧是相同

的, 而提供正刚度的结构则是根据相应的准零刚度

条件确定参数.

图 4对比了两种准零刚度结构的恢复力与等

效刚度特性. 首先, 斜弹簧结构产生的负刚度, 其

幅值在 x = 0 mm处最大; 并且随着 x 距离零点越

远, 负刚度幅值会迅速减小, 直至变为正刚度. 由

于传统的三弹簧结构采用的正刚度弹簧是线性的,

因此整个系统虽然能够在 x = 0 mm处达到零刚

度, 但是随着位移幅值的增大, 系统总刚度会迅速

上升, 导致其准零刚度范围是十分有限的. 从图 4(b)

可知, 与三弹簧系统的线性正刚度相比, MQZS结

构的正刚度是非线性的, 并且随着位移的增加, 正

刚度也会迅速减小. 因此, 当斜弹簧的负刚度幅值

随着位移迅速增加时, MQZS结构水平弹簧产生

的等效正刚度则会快速降低, 从而降低整个系统总

刚度的增加速度, 达到拓宽准零刚度范围的目的.

为便于对比, 令系统等效刚度低于某一刚度阈值

kc 时, 其位移范围就是系统的准零刚度范围 [11], 对

应的位移宽度就是准零刚度宽度 Dc. 这里, 选取刚

度阈值 kc 为斜弹簧刚度的 1/50, 即 8 N/m. 那么,

三弹簧系统的准零刚度范围是 [–9.69, 9.68] mm,

准零刚度宽度为 19.37 mm; 而MQZS结构的准零

刚度范围是 [–14.23, 9.684] mm, 准零刚度宽度为

23.914 mm, 增大了 23.45%. 因此, MQZS准零刚

度结构具有更宽的准零刚度范围, 对降低隔振起始

频率具有重要意义. 

4   近似求解与仿真验证
 

4.1    近似求解

为了分析MQZS准零刚度结构的动力学特性,

本节采用谐波平衡法对其进行了近似求解. 在进行

谐波平衡分析之前, 首先运用多项式拟合方法将系

 

表 1    M形结构的参数
Table 1.    Parameters of M-shaped structure.

MQZS结构参数 取值 三弹簧QZS结构参数 取值

水平间距 s/mm 120 水平间距 s1/mm 120

杆长 l/mm 80 初始高度 h1/mm 30

初始高度 h/mm 30 斜弹簧刚度 k11/(N·m–1) 400

斜弹簧刚度 k1/(N·m–1) 400 垂直弹簧刚度 k12/(N·m–1) 24.62
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图 3    M形准零刚度结构的静态特性　(a)势能; (b)等效恢复力; (c)等效刚度

Fig. 3. Static characteristics of MQZS structure: (a) Potential energy; (b) equivalent restoring force; (c) equivalent stiffness.
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统运动方程中的非线性恢复力与非线性阻尼进行

等效表示. 系统的恢复力可以表示为 

Fr = h1 (x) k1 + h2 (x) k2 +mg

≈ A3x
3 +A2x

2 +A1x, (20)

其中, A1, A2, A3 均为多项式拟合系数.

将 (20)式代入运动方程 (14)后, 可得 

mẍ+ cẋ+A3x
3 +A2x

2 +A1x = −mz̈. (21)

图 5对比了拟合结果与精确解 (结构参数见

表 1). 从图 5可知, 选取三阶多项式进行拟合就可

以取得较好的结果. 此时, 非线性刚度拟合系数分

别是: A1 = 0.4066, A2 = 153.9943, A3 = 19633,

其中, 二次项系数与三次项系数均为正. 这意味着,

一方面系统在大激励条件下将呈现出硬弹簧特性;

另一方面, 在采用谐波平衡法进行近似求解时, 需

要同时考虑一次谐波和二次谐波的影响.

假设系统的响应满足: 

x = a1 (t) sin (ωt) + b1 (t) cos (ωt)

+ a2 (t) sin (2ωt) + b2 (t) cos (2ωt) , (22)

其中, a1(t), b1(t), a2(t), b2(t)为响应系数, 为了便

于开展解的稳定性分析, 这里假设其是关于时间

t 的一次函数.

基础位移满足:
 

z = Z0 sin (ωt) , (23)

其中, Z0 是基础位移激励的幅值.

将 (22)式对时间分别求一次和两次导数, 就

可以得到系统的速度与加速度, 将其与 (23)式一

并代入 (21)式后, 进行谐波平衡, 并忽略三次及以

上谐波的影响, 可得
  

(Q1 − 4A2b2) a1 + (4A2a2 − 4ωc) b1

+ 4mZ0 = −4cȧ1 + 8mωḃ1,

(Q1 + 4A2b2) b1 + (4A2a2 + 4ωc) a1

= −4cḃ1 − 8mωȧ1,(
Q2 − 12mω2

)
a2 − 8ωcb2 + 4A2a1b1

= 16mωḃ2 − 4cȧ2,(
Q2 − 12mω2

)
b2 + 8ωca2 − 2A2

(
a21 − b21

)
= −16mωȧ2 − 4cḃ2.

(24)

其中,
  

Q1 = 3A3

(
a21 + b21

)
+ 4A1 − 4mω2

+ 6A3

(
a22 + b22

)
,

Q2 = 3A3

(
a22 + b22

)
+ 4A1 − 4mω2

+ 6A3

(
a21 + b21

)
.

(25)
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图 4    M形准零刚度结构 (MQZS)与三弹簧准零刚度结构 (QZS)静态特性对比　(a)等效恢复力; (b)等效刚度

Fig. 4. Static characteristics comparison between MQZS and QZS: (a) Equivalent restoring force; (b) equivalent stiffness.
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在稳定状态, 系统响应系数 q = [a1, b1, a2, b2]T

为常数, 其关于时间的导数为零. 因此, (24)式可

以简化为  

(Q1 −Q2) a1 + (4A2a2 − 4ωc) b1 + 4mZ0 = 0,

(Q1 +Q2) b1 + (4A2a2 + 4ωc) a1 = 0,

a2
(
Q1 − 12mω2

)
− 8ωcb2 + 4A2a1b1 = 0,

b2
(
Q1 − 12mω2

)
+ 8ωca2 − 2A2

(
a21 − b21

)
= 0.
(26)

(26)式是一个非线性方程组, 含有 4个未知数

和 4个方程. 通过求解, 可以得到响应系数 q =

[a1, b1, a2, b2]T 的解. 将其代入 (22)式可得系统的

相对位移响应 x.

系统的绝对位移响应为 

x+ z = a1 sin (ωt) + b1 cos (ωt) + a2 sin (2ωt)

+ b2 cos (2ωt) + Z0 sin (ωt) . (27)

绝对幅值为 

xabs =
[
(a1 + Z0)

2
+ b21 + a22 + b22

+ 2

√
(a1 + Z0)

2
+ b21

√
a22 + b22

]
. (28)

系统传递率为系统绝对位移响应与基础位移

响应之比, 即 

T = 20 lg
(
xabs

Z0

)
. (29)

为了对解的稳定性进行分析, 将 (24)式写成

矩阵的形式: 

Gq̇ = F (q) , (30)

其中矩阵 G 与 F(q)的具体结果在附录 A中.

(30)式可以转换成状态方程的形式: 

q̇ = P (q) , (31)

P = G−1F (q)其中,    . 解的稳定性取决于 P(q)的

雅可比矩阵. 将 (26)式计算得到的解代入 P(q)的

雅可比矩阵, 如其行列式小于零, 则是稳定解; 如

行列式大于零, 则是不稳定解. 

4.2    数值仿真验证
 

4.2.1    近似解精确性验证

为了验证近似解的精确性, 现通过数值仿真对

其进行验证. 选择四阶龙格库塔法对系统运动方程

进行数值求解, 开展正向扫频和反向扫频仿真. 其

中, 基础激励 A = 1.0 m/s2, 扫频方式为线性, 扫

频频带为 1—4 Hz, 扫频速度均为 0.005 Hz/s, 系

统结构参数如表 1所示. 图 6对比了近似解析解与

数值仿真结果. 从频率幅值曲线上看, 近似解与仿

真结果也是符合的, 具有较好的预测精度, 因此可

以用于开展后续的分析.
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图 6　系统频率响应的解析解与数值解对比

Fig. 6. Comparison between analytical solution and numer-

ical simulation.
  

4.2.2    分岔特性分析

为了研究 M形仿生结构的动态响应特性, 现

对其参数分叉特性进行研究. 从图 6可知, 当激励

频率为 2.2 Hz时, 系统存在多个稳定解, 系统的响

应特性十分丰富. 为此, 选择激励频率 2.2 Hz, 将

激励幅值从 A = 0.5 m/s2 逐渐增至 A = 2.0 m/s2,

得到系统的激励幅值分岔图 (图 7).

 
 

0.5 1.0 1.5

/(mSs-2)

2.0
-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03


/
m

图 7　M形仿生结构的激励幅值分岔图 (f = 2.2 Hz)

Fig. 7. Bifurcation diagram of MQZS induced by excitation

amplitude (f = 2.2 Hz).
 

为了研究不同运动的响应特性, 选择了 3个

不同的激励幅值 (A =  0.8 m/s2,  1.1 m/s2 以及

1.8 m/s2)进行数值仿真. 图 8为 3种激励条件下

的时域图、频域图、相图及庞加莱截面等. 当激励

幅值 A = 0.8 m/s2 时, 系统处于小振幅周期一运
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动, 其响应主要频率分量为 2.2 Hz, 此时系统结构

非线性的影响很小; 当激励幅值增至 A = 1.1 m/s2

时, 系统从周期一运动演变成了周期三运动, 其响

应幅值明显增大, 并且主要频率分量为 2.2 Hz和

0.733 Hz (1/3倍频), 此时结构非线性的影响十分

明显; 最后, 当激励幅值增至 A = 1.8 m/s2 时, 系

统的响应又重新回到周期一运动, 但是此时系统的

响应幅值较高,  并且主要频率分量为 2.2 Hz和

6.6 Hz. 由此可知, 在激励幅值由 A = 0.8 m/s2 增

至 A = 1.1 m/s2 时, 系统从周期一运动变为周期

三运动, 发生了周期倍化分岔; 随着激励幅值的继

续增大又恢复了周期一运动.

激励频率也会改变系统的动力学响应特性.

图 9为频率分岔图, 其中激励幅值为 A = 2 m/s2,

激励频率取 1.0—4.0 Hz. 从图 9可知, 随着频率的

增大, 系统也会出现周期一和周期三运动. 分别选

择了 3个频率 (f = 1.5 Hz, f = 3.3 Hz, f = 3.8 Hz)

进行动态响应仿真分析, 其时域、频域以及相图如

图 10所示. 当激励频率 f = 1.5 Hz时, 系统处于大

振幅周期一运动, 其响应的主要频率分量为 1.5 Hz
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图 8    不同激励幅值下系统的响应 (f = 2.2 Hz)　(a), (d), (g)时域图; (b), (e), (h)频域图; (c), (f), (i)相图

Fig. 8. Dynamic responses at different excitations (f = 2.2 Hz): (a), (d), (g) Time-history response; (b), (e), (h) spectrum responses;

(c), (f), (i) phase diagrams.
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Fig. 9. Bifurcation  diagram  as  the  excitation  frequency

changes (A = 2.0 m/s2).
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和 4.5 Hz(三倍频); 而当激励频率变为 f = 3.3 Hz

后, 系统处于周期三运动, 此时振动幅值减小, 响

应的主要频率分量为 3.3 Hz和 1.1 Hz (1/3倍频);

最后当激励频率为 f = 3.8 Hz时, 系统处于小振幅

周期一运动, 振动幅值很小, 并且响应频率主要分

量为 3.8 Hz. 综上可见, 随着激励频率从 1.0 Hz开

始增大后, 系统由单周期响应向三周期响应转变,

发生了周期倍化分岔; 而当激励频率远离系统共振

区间后, 系统将以小振幅周期一运动. 

5   低频隔振性能与机理分析
 

5.1    低频隔振动性能对比

为了分析仿生M形准零刚度结构的隔振性能,

现将其与经典的三弹簧准零刚度系统进行对比.

图 11为基础激励 A = 1.0 m/s2 时, 两种结构的传

递率曲线. 首先, 从零传递率点观察, 三弹簧 QZS

结构零传递率点对应的频率为 1.82 Hz, 仿生MQZS

结构零传递率对应的频率为 1.72 Hz, 比前者降低

了 5.49%; 从峰值频率观察, 三弹簧 QZS结构的响

应峰值位于 3.14 Hz, 仿生MQZS结构的响应峰值

位于 2.86 Hz, 比前者降低了 8.92%; 从传递率峰值

观察, 三弹簧 QZS结构的最大传递率为 54.07 dB,

MQZS的最大传递率达到了 51.66 dB, 比前者低

了 2.41 dB. 最后, 对比隔振频带内的振动隔离效

果,  MQZS结构的传递率与三弹簧 QZS结构十

分接近. 以 f = 3 Hz为例, 三弹簧 QZS结构的传

递率为–49.90 dB,  MQZS准零刚度的传递率为

–49.94 dB. 主要原因是在低能轨道上, 系统的响应

幅值很小, 受到结构非线性的影响也很小. 由此可

知, MQZS相较于经典的三弹簧 QZS, 其优势在于

降低峰值频率和幅值、以及降低隔振起始频率; 对

于在高频区域, 两者的隔振性能是接近的.
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图 10    不同激励频率下系统的响应 (A = 2 m/s2)　(a), (d), (g)时域图; (b), (e), (h)频域图; (c), (f), (i)相图

Fig. 10. Dynamic responses at different excitation frequencies (A = 2 m/s2): (a), (d), (g) Time-history response; (b), (e), (h) spec-

trum responses; (c), (f), (i) phase diagrams.
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5.2    激励幅值和结构阻尼的影响

非线性低频隔振结构的隔振性能往往与激励

幅值和结构阻尼密切相关. 因此, 图 12对比了 4

种加速度激励条件 (A = 0.1 m/s2, A = 0.25 m/s2,

A = 0.5 m/s2, A = 1 m/s2)下, MQZS结构和三

弹簧 QZS结构的传递率特性. 从整体上看, 在这

4种激励条件下, 仿生 MQZS结构的隔振起始频

率、峰值频率和峰值响应幅值均低于三弹簧 QZS

结构.  具体地 ,  在基础加速度激励为 0.1 m/s2,

0.25 m/s2,  0.5 m/s2 和 1 m/s2 时 ,  MQZS结构的

零传递率频率分别为 0.86, 1.12, 1.39, 1.73 Hz; 三

弹簧 QZS结构的零传递率频率分别为: 0.95, 1.21,

1.48, 1.82 Hz.

在传递率峰值方面, MQZS结构的峰值频率

和传递率分别是:  0.96 Hz和 30.32 dB、1.43 Hz

和 38.45 dB、 2.03 Hz和 45.02 dB、 2.86 Hz和

51.66 dB; 三弹簧 QZS结构的峰值频率和传递率

分别是 1.05 Hz和 32.78 dB、1.60 Hz和 40.81 dB、

2.23 Hz和 47.32 dB、3.14 Hz和 54.07 dB. 由上可

知, MQZS结构在不同加速度激励幅值下均能够

降低隔振起始频率和峰值频率与传递率, 并且随着

加速度激励幅值的增大, 其峰值频率降低效果也越

显著.

图 13进一步对比了不同阻尼条件下两种 QZS

结构传递率 (A = 1.0 m/s2). 整体上看, 随着阻尼的

增大, 两种结构的传递率峰值频率和幅值均会大幅

减小, 并且MQZS结构的传递率频率、峰值以及起

始隔振频率均低于三弹簧 QZS结构. 当阻尼 c =

0.1 N·s/m时 , MQZS结构比三弹簧 QZS的峰值

频率、峰值传递率以及起始隔振频率分别降低了

0.28 Hz, 2.4 dB和 0.09 Hz; 当阻尼 c = 0.15 N·s/m

时, MQZS结构比三弹簧 QZS的峰值频率、峰值

传递率以及起始隔振频率分别降低了 0.248 Hz,

2.32 dB和 0.098 Hz; 当阻尼增至 c = 0.2 N·s/m

时, MQZS结构比三弹簧 QZS的峰值频率、峰值

传递率以及起始隔振频率分别降低了 0.22 Hz,

2.2 dB和 0.099 Hz. 由此可知, MQZS结构的主要
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Fig. 11. Transmittance  comparison  between  MQZS  and

QZS (A = 1.0 m/s2, c = 0.1 N·s/m).
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优势集中在响应峰值处, 并且随着阻尼的增大, 这

种优势反而会降低. 主要原因是随着阻尼的增大,

系统的响应幅值会大幅降低, 这会降低结构非线性

的影响, 导致MQZS结构相对三弹簧 QZS结构的

优势降低.

综上所述, 与三弹簧 QZS结构相比 , MQZS

结构在不同加速度和阻尼条件下均展现出了更好

的低频隔振性能, 并且这种性能增强效果在响应增

大时更为显著.
 

5.3    几何形状对仿生 M 形结构隔振性能
的影响

自然界中, 不同的节肢动物, 其M形腿部结构

的形状也会有所不同. 为此, 有必要研究不同形状

对MQZS结构准零刚度隔振特性的影响规律 .

M形结构的形状主要与杆长、支座在水平方向上

的距离有关. 对于同一个节肢动物, 其腿的长度通

常是确定的. 因此当身体负载发生变化时, 通常只

能通过改变两脚之间的跨度调节其形状, 即调节参

数 s 的大小改变M形结构的形状. 为此, 需要重点

研究参数 s 的影响规律. 图 13(a)首先给出了不同

s 时, 整个系统的等效刚度. 从图中可知, 当 s 增大

时, 等效刚度曲线呈现出向两侧扩散的趋势, 导致

准零刚度范围的增加. 图 13(b)进一步给出了 s 对

准零刚度位移范围的影响规律, 即随着 s 的增大,

系统的准零刚度范围会逐渐增大.  例如当 s =

90 mm时 ,  系统准零刚度宽度为 20.15 mm;  当

s 增至 150 mm时, 准零刚度宽度为 42 mm, 增大

了 108.4%. 最后, 从图 14(c)可知, 随着参数 s 的

增大, MQZS结构的有效负载质量也会逐渐减小.

这意味着, 增大参数 s 虽然能够大幅拓宽准零刚

度范围, 但是其负载质量却越来越小. 因此在设计

MQZS结构的M形几何形状时需要综合考虑负载

质量的因素.
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Fig. 14. Effect of s on the equivalent stiffness of MQZS: (a) Equivalent stiffness; (b) quasi-zero-stiffness region; (c) mass.
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为了分析几何形状对M形准零刚度结构低频

隔振性能的影响, 选取了 3个不同的几何参数 s

(分别是 90 mm, 105 mm, 120 mm), 并对比分析了

其在 A = 0.1 m/s2 加速度激励下的传递率特性,

如图 15所示, 随着 s 的增大, 传递率峰值频率会快

速向低频移动, 并且峰值传递率也会降低. 其中,

峰值频率从 3.72 Hz逐渐降低至 2.86 Hz, 峰值传

递率从 54.44 dB降低至 51.66 dB. 同时, 起始隔振

频率也随着 s 的增大, 由 1.95 Hz降低至 1.74 Hz.

进一步给出了不同 s 条件下M形结构的几何形状.

从图 15可知, 类似蜘蛛腿部的扁平状 M形结构

(s 更大)具有更低的隔振频率, 更好的低频隔振效

果. 而在实际设计中, 需要综合考虑负载质量与隔

振性能的要求, 可以采用多组扁平状的M形结构,

既能够有效分摊负载质量, 也可以兼顾低频隔振性

能. 这与节肢动物腿部特征是基本一致的, 常见的

节肢动物通常拥有几组甚至几十组类 M形肢体,

用以分摊身体的重量负载; 同时, 得益于M形几何

结构, 节肢动物依然能够保持较好的低频隔振能

力, 从而保持身体的平衡与稳定. 

6   结　论

本文受到节肢动物腿部几何特征的启发, 提出

了一种基于仿生 M形低频隔振结构, 并对其动力

学特性与低频隔振机理进行研究. 根据仿生 M形

结构的设计方案, 建立其动力学模型; 通过开展静

态特性分析, 研究其准零刚度特性; 运用谐波平衡

法推导得到其近似解析解, 并研究其动力学特性.

接着, 将其与经典的三弹簧准零刚度结构进行了隔

振性能对比分析. 最后, 研究基础激励幅值、阻尼以

及M形几何形状对系统低频隔振特性的影响规律.

1) 仿生 MQZS结构的 M形几何特征能够使

得水平线性弹簧产生垂向的非线性正刚度, 并且能

够在更宽的范围内补偿非线性负刚度, 从而有效拓

宽准零刚度范围.

2) 与经典三弹簧 QZS结构相比, MQZS结构

能够有效降低隔振起始频率、峰值频率以及峰值传

递率; 并且随着激励幅值的增大或者阻尼的减小,

系统隔振性能也会明显提升.

3) 当M形几何构型趋向于扁平状态时, MQZS

结构的峰值频率、峰值频率以及隔振起始频率以及

负载质量均会逐渐降低. 因此, 在实际应用中, 需

要综合考虑负载质量和低频隔振性能选择 MQZS

结构的几何构型. 

附录 A

(23)式是采用谐波平衡法得到的方程组, 其可以写成

矩阵的形式: 

Gq̇ = F (q) , (A1)

矩阵 G 满足: 

G =


−4c 8mω 0 0

−8mω −4c 0 0

0 0 −4c 16mω

0 0 −16mω −4c

 . (A2)

F(q)表示为 

F (q) =


f1

f2

f3

f4

 , (A3)

其中,  

f1 = (Q1 − 4A2b2) a1 + (4A2a2 − 4ωc) b1 + 4mZ0,

f2 = (Q1 + 4A2b2) b1 + (4A2a2 + 4ωc) a1,

f3 =
(
Q2 − 12mω2

)
a2 − 8ωcb2 + 4A2a1b1,

f4 =
(
Q2 − 12mω2

)
b2 + 8ωca2 − 2A2

(
a21 − b21

)
.

(A4)
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Abstract

Arthropods, including spiders and mantises, can maintain their body stability on shaking surfaces, such as

spiderwebs or leaves. This impressive stability can be attributed to the specific geometric shape of their limbs,

which exhibit an M-shaped structure. Inspired by this geometry, this work proposes an arthropod-limb-inspired

M-shaped structure for low-frequency vibration isolation. First, the design method of the M-shaped quasi-zero-

stiffness  (QZS)  structure  is  presented.  A  static  analysis  of  potential  energy,  restoring  force,  and  equivalent

stiffness  is  conducted,  showing  that  the  M-shaped  structure  enables  a  horizontal  linear  spring  to  generate

nonlinear stiffness in the vertical direction. More importantly, this nonlinear stiffness effectively compensates for

the negative stiffness in large-displacement responses, thereby achieving a wider quasi-zero-stiffness region than

the conventional three-spring-based QZS structure. Subsequently, the harmonic balance method is employed to

derive  approximate  analytical  solutions  for  the  M-shaped  QZS  structure,  which  are  well  validated  through

numerical simulation. A comparison between the proposed M-shaped QZS structure and the conventional three-

spring-based QZS structure is  performed. Results  show that the M-shaped QZS structure is  advantageous for

reducing both the cut-in isolation frequency and the resonance frequency. In particular, under large excitation

or small damping conditions, the performance improvement of the M-shaped QZS structure in terms of reducing

the resonance frequency and maximum response becomes more pronounced. The underlying mechanism behind

this  feature  is  primarily  attributed  to  the  expanded  QZS region  induced  by  the  M-shaped  structure.  Finally,

since  the  M-shaped  structures  vary  among  different  arthropods,  the  effect  of  the  geometry  of  M-shaped

structures  on low-frequency vibration performance is  investigated.  Interestingly,  a  trade-off  between vibration

isolation performance and loading mass  is  observed.  As the  M-shaped structure  becomes flatter  and the QZS

region expands,  the  cut-in  isolation frequency,  resonance frequency/peak,  and loading mass  all  decrease.  This

occurs  because  a  flatter  M-shaped  structure  leads  to  a  reduction  in  the  equivalent  stiffness  generated  by  the

horizontal  stiffness.  Therefore,  as  the  loading  mass  capacity  decreases,  the  low-frequency  vibration  isolation

performance is enhanced. This novel finding provides a reasonable explanation for why most arthropods possess

many  pairs  of  limbs,  allowing  the  loading  mass  to  be  distributed  while  achieving  excellent  low-frequency

vibration isolation.
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