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声辐射力的研究是提高粒子操控技术的精确性和有效性的重要基础. 基于声波动理论, 建立了有界黏性

流体中自由球形粒子的声辐射力计算模型, 结合球函数的加性定理, 推导了平面波垂直入射情况下相应的声

辐射力解析表达式. 理论计算中考虑了小球为自由状态, 将粒子的动力学方程作为计算声辐射力的修正项.

在考虑流体黏度、粒子材料、粒子位置以及边界等因素对声辐射力影响的基础上进行数值计算 . 结果表明 ,

随着流体黏度的增大, 声辐射力曲线的共振峰被拓宽; 相比于液体材料的小球, 弹性材料小球的声辐射力的

振荡现象更明显; 随着阻抗边界反射系数的增大, 声辐射力振幅增大; 小球位置的不同主要影响其声辐射力

的振荡现象. 该研究为有界黏性流体中自由粒子的声操控提供了理论基础, 并有助于生物医学等领域更好地

利用声辐射力操控粒子.
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1   引　言

声辐射力 (ARF)是声场的非线性效应, 是声

场与物体之间动量传递的结果. 声辐射力操控具有

无创、适用性广、可操控粒子尺度跨度大等优点,

使其在生物医学、材料科学等领域拥有广泛的应用

前景 [1,2], 这也要求粒子操控技术需要更高的精确

性和有效性, 对声辐射力的研究尤为重要. 1934年,

King[3] 提出了声辐射力的概念, 并对理想流体中

刚性小球所受的声辐射力进行了研究, 基于此 ,

Hasegawa和 Yosioka [4] 考虑粒子的弹性, 对理想

流体中弹性球所受的声辐射力进行了计算. 除了平

面波, 贝塞尔波、高斯波、马蒂厄波、驻波等新型声

场对粒子的声辐射力也陆续被研究 [5–12]. 近来, Gong

等 [13] 通过共振黏附结构生成的声场实现了负的声

辐射力的产生, 详细探讨和解释了声辐射力随入射

声波频率和共振黏附结构各种参数的变化规律, 随

后提出了一种基于多层球面结构实现负 ARF的方

案, 通过抑制后向散射来实现负 ARF[14]. Gaunaurd

和 Huang[15] 引入边界的影响, 结合镜像原理分析

了边界附近球形粒子对平面波的声散射. Miri和

Mitri[16] 为了与医学超声中血管壁附近的造影剂应

用相结合, 建立了非刚性边界附近理想流体中弹

性球壳的声辐射力理论模型, 对弹性聚乙烯材料

的球形粒子的声辐射力进行了具体的分析和讨论.
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Westervelt[17] 首次考虑了实际应用中流体黏度这

一因素对声辐射力的影响, 计算了固定球形粒子所

受的声辐射力. Doinikov[18] 给出了黏性流体中的

自由球体的声辐射力理论解析, 研究了黏性可压缩

液体球在强耗散和弱耗散两种极限情况下的声辐

射力. Qiao等 [19] 计算了黏性流体中自由球形粒子

的声辐射力, 得到的声辐射力表达式适用于任意黏

度的流体, 并以聚苯乙烯球形粒子为例, 通过实验

对其声辐射力进行了定量的测量. 在生物医学等领

域的实际应用场景中, 为了提高声辐射力操控的精

确性和有效性, 需要同时考虑到存在的多种因素,

如流体黏度、粒子自由状态、边界以及粒子的位置

等. 基于此, 本文以球形粒子为主体, 推导了平面

波垂直边界入射的情况下, 自由球形粒子在有界黏

性流体中受到的声辐射力表达式, 分析了各因素对

声辐射力的影响规律. 

2   理论推导
 

2.1    模型建立

R

Rs

d O

(x, y, z) (r, θ, φ)

Ox Ox

考虑一个半径为  的自由球形粒子位于黏性

流体中的阻抗边界附近, 该边界视为局部反应边

界 (表面一给定点上的运动只与入射到这部分上的

声压有关, 而与表面上任何其他部分的运动无关),

用边界反射系数  来表示界面的物理特性 [16]. 粒子

中心到边界的距离为  . 以球形粒子中心  为原点

分别建立直角坐标系  和球坐标系  ,

如图 1所示,   轴垂直于边界, 平面波沿  轴方

向在液体中传播. 由镜像原理可知, 边界对声波的

作用可视为在边界另一侧的镜像空间引入镜像粒

子 (与原粒子大小、材料、距离边界距离相同)和镜

像声源 (与原入射平面波振幅相同但方向相反的镜

O1 (x1, y1, z1)

(r1, θ1, φ1)

像平面波), 如图 1所示. 为了理论分析, 以镜像球形

粒子中心  为原点分别建立直角坐标系 

和球坐标系  .

(r, θ, φ)在球坐标系  中, 入射平面波的速度势

表示为 

ϕi =

∞∑
n=0

A(2n+ 1)injn(αr)Pn(cos θ)e−iωt, (1)

A =
√
2I0/ρ0c0k2 I0

ρ0 c0

k = Re(α) α = (ω/c0)
[
1− iω(λ′ + 2µ′)/ρ0c

2
0

]−1/2

ω

jn(·) Pn(·)
λ′ = η′ − 2µ′/3 µ′ η′

η′ ≈ 0 λ′ = −2µ′/3

其中,   为入射波振幅,   为入射波

声能量,    为黏性流体密度,    为流体中的声速,

 ,   

为黏性流体中的纵波波数,    为声波入射角频率,

 为 n 阶球贝塞尔函数,   为 n 阶勒让德函数,

 ,    为动力黏性系数,    为第二黏

性系数或体膨胀黏性系数. 对于大多数的流体, 体

积膨胀不是很大, 一般取   , 则   ,

这在许多应用中都适用 [20].

ϕs ψs (r, θ, φ)

声波从球形粒子散射到黏性流体中有散射纵

波  与散射横波   两种波, 在球坐标系  

中粒子的散射波方程为 

(∆+ α2)ϕs = 0, (2) 

(∆+ β2)ψs = 0, (3)

β = (1 + i)/δ δ =
√
2µ′/ρ0ω其中,   为散射横波波数,  

为黏性边界层, 表示黏性波的穿透深度.

(r, θ, φ)球坐标系  中, 解方程 (2)和方程 (3)可

得粒子的散射波速度势: 

ϕs =

∞∑
n=0

An(2n+ 1)inh(1)n (αr)Pn(cos θ)e−iωt, (4)
 

ψs =

∞∑
n=0

Bn(2n+ 1)inh(1)n (βr)
d
dθ

Pn(cos θ)e−iωt,

(5)

An Bn h(1)n (·)其中,   和  为边界条件决定的散射系数,  

为第一类球汉克尔函数.
 

 1

 1
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图 1    平面波入射有界黏性流体中自由球形粒子的几何关系示意图

Fig. 1. Schematic diagram of a free spherical particle in a bounded viscous fluid with a plane wave incidence.
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由镜像原理可知, 边界对声波的反射转化为镜

像声源和镜像粒子的散射波, 其速度势在相应的坐

标系表示为 

ϕref = A

∞∑
n=0

Rs exp(i2αd)(−1)n(2n+ 1)

× injn(αr)Pn(cos θ), (6)
 

ϕs,ref =

∞∑
n=0

Rs(−1)
n
(2n+ 1)inAn

× h(1)n (αr1)Pn(cos θ1), (7)
 

ψs,ref =

∞∑
n=0

Rs(−1)
n
(2n+ 1)inBnh(1)n (βr1)

× d
dθ

Pn(cos θ1), (8)

Rs

Rs = +1 Rs = −1

其中,   为边界的声压反射系数, 反射系数的极限

值  和   分别对应刚性边界和顺性

边界.

在处理镜像粒子时,  利用球函数的加性定

理 [21,22] 将镜像粒子的散射波 (7)式和 (8)式改写为 

ϕ′s,ref =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

Rs(−1)
m
(2m+ 1)

× imAmQmnjn(αr)Pn(cos θ), (9)
 

ψ′
s,ref =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

Rs(−1)
m
(2m+ 1)

× imBmQmnjn(βr)
d
dθ

Pn(cos θ), (10)

其中, Qmn 具体公式见附录.

根据 (4)式—(6)式和 (9)式—(10)式 ,  得球

外总声场速度势为 

ϕ = A

∞∑
n=0

(2n+ 1)injn(αr)Pn(cos θ)

+ARs

∞∑
n=0

exp(i2αd)(−1)
n

× (2n+ 1)injn(αr)Pn(cos θ)

+

∞∑
n=0

An(2n+ 1)inh(1)n (αr)Pn(cos θ)

+Rs

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(−1)
m
(2m+ 1)im

×AmQmnjn(αr)Pn(cos θ), (11)
 

ψ =

∞∑
n=0

Bn(2n+ 1)inh(1)n (βr)
d
dθ

Pn(cos θ)

+Rs

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(−1)
m
(2m+ 1)im

×BmQmnjn(βr)
d
dθ

Pn(cos θ). (12)

为便于计算, 引入定义: 

an = A+ARs exp(i2αd)(−1)n

+
Rs

(2n+1)in
∞∑

m=0

(−1)
m
(2m+1)imAmQmn, (13)

 

bn =
Rs

(2n+ 1)in
∞∑

m=0

(−1)
m
(2m+ 1)imBmQmn.

(14)

将 (13)式和 (14)式代入 (11)式和 (12)式 ,

整理得到球外散射总声场的速度势为 

ϕ =

∞∑
n=0

an(2n+ 1)injn(αr)Pn(cos θ)

+

∞∑
n=0

An(2n+ 1)inh(1)n (αr)Pn(cos θ), (15)
 

ψ =

∞∑
n=0

bn(2n+ 1)injn(βr)
d
dθ

Pn(cos θ)

+

∞∑
n=0

Bn(2n+ 1)inh(1)n (βr)
d
dθ

Pn(cos θ). (16)
 

2.2    散射系数

An Bn散射系数  和   为由球形粒子表面的边界

条件确定, 在实际应用中, 如超声给药中, 许多药

物粒子为液体和弹性材料, 因此, 本文中针对液体

和弹性材料的球形粒子进行分析.

(r, θ, φ)

对于液体球形粒子, 其内部透射波只有纵波,

在球坐标系  中透射纵波表示为 

ϕ =

∞∑
n=0

Cn(2n+ 1)injn(kLr)Pn(cos θ)e−iωt. (17)

r = R在黏性流体与液体球界面  处, 满足边界

条件: 

νr|r=R = vr|r=R,

σrr|r=R = p|r=R,

σrθ|r=R = 0, (18)

p = iωρ0ϕ vr vr σrr其中,   ,   和  为相应的速度分量,   ,
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σrr σrθ σrθ ,    ,    为相应的应力张量分量, 具体表达

式为 

vr =
∂ϕ

∂r
+

1

r sin θ

[
∂(ψ sin θ)

∂θ

]
,

vr =
∂ϕ

∂r
+

1

r sin θ

[
∂(ψ sin θ)

∂θ

]
, (19)

 

σrr = −p1 + 2µ′ ∂vr
∂r

+ λ′
(
∂vr
∂r

+
1

r

∂vθ
∂θ

+
2vr
r

+
vθ cot θ
r

)
,

σrθ =
µ′

r

(
r
∂vθ
∂r

− vθ +
∂vr
∂θ

)
, (20)

 

p1 = ρ0

(
λ′ + 2µ′

ρ0
∆− ∂

∂t

)
ϕ+

ρ0
2c20

(
∂ϕ

∂t

)2

− 1

2
ρ0(∇ϕ)2 −

λ′ + 2µ′

2c20

∂ϕ

∂t
∆ϕ. (21)

∂ϕ/∂t考虑小球为自由状态, (21)式中的  应当

在确定速度势的固定坐标系中进行计算, 因此有: 

∂ϕ

∂t
=

dϕ
dt

− u · ∇ϕ, (22)

u mu̇ =

∫∫
s0

σdS

σ = (−p1 + λ′∇ · v)E + 2µ′e E

e=[(∇v) + (∇v)
T
]/2 m = 4πR3ρs/3

ρs v=∇ϕ+∇×ψ

其中,   小球速度, 由公式  计算, 应

力张量  ,   为单位矢

量, 变形张量   ,   

为球形粒子的质量,   为粒子密度,  

为流体速度势. 注意, 在计算小球的速度时, 只需

要将 (22)式代入 (21)式得到的表达式中保留一阶

项 [23].

将 (15)式—(17)式结合 (19)式—(22)式代

入 (18)式, 得到黏性流体中阻抗边界附近的自由

液体球散射系数方程组:
 

[X](3N)×(3N){I}(3N) = {Y }(3N), (23)
 

{I} =
{
A0, A1, · · · , An; B0, B1, · · · ,

Bn; A0, A1, · · · , An

}T
. (24)

方程组的具体表达式为
 

  [ n
R

h(1)n (αR)− αh(1)n+1(αR)
]
An +

[ n
R

jn(αR)− αjn+1(αR)
]
an − n(n+ 1)

R
h(1)n (βR)Bn

− 1

R
jn(βR)bn −

[ n
R

jn(kLR)− kLjn+1(kLR)
]
An = 0,

  {[
(2µ′ + λ′)

n(n− 1)− α2R2

α2R2
+ λ′

2n+ 1

R2
+ iωρ0

]
h(1)n (αR) +

4µ′α

R
h(1)n+1(αR)

}
An

+

{[
(2µ′ + λ′)

n(n− 1)− α2R2

α2R2
+ λ′

2n+ 1

R2
+ iωρ0

]
jn(αR) +

4µ′α

R
jn+1(αR)

}
an

+

[
2(n+ 1)λ′ + 2(n− 1)µ′

R2
h(1)n (βR)− (µ′ + λ′)

2β

R
h(1)n+1(βR)

]
· n(n+ 1)Bn

+

[
2(n+ 1)λ′ + 2(n− 1)µ′

R2
jn(βR)− (µ′ + λ′)

2β

R
jn+1(βR)

]
· n(n+ 1)bn − iωρsjn(kLR)An = 0,

2µ′

λ′

[
n− 1

R
h(1)n (αR)− αh(1)n+1(αR)

]
An +

2µ′

λ′

[
n− 1

R
jn(αR)− αjn+1(αR)

]
an

+

{[
2(1− n)

R
+ β2R

]
h(1)n (βR)− 2βh(1)n+1(βR)

}
Bn +

{[
2(1− n)

R
+ β2R

]
jn(βR)− 2βjn+1(βR)

}
bn = 0.

(r, θ, φ)

若小球为弹性球, 球体对声波产生散射的同

时, 声波透过弹性球, 在球体内折射为透射纵波与

透射横波. 弹性球内部速度势在球坐标系 

中可以表示为
 

ϕ =

∞∑
n=0

An(2n+ 1)injn(kLr)Pn(cos θ)e−iωt, (25)

 

ψ =

∞∑
n=0

Bn(2n+ 1)injn(ktr)
d
dθ

Pn(cos θ)e−iωt, (26)

kL = ω/cL和kt = ω/ct

cL =
√

(λ+ 2µ)/ρs ct =
√
µ/ρs

λ µ ρs

其中  分别为球内透射纵波和

横波波数,    和   为透

射纵波和横波波速,   和  为拉梅常数,   为弹性

小球的密度.

r = R在黏性流体中, 弹性球界面  处满足边界
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条件:
 

νr|r=R = vr|r=R, vθ|r=R = vθ|r=R,

σrr|r=R = σrr|r=R, σrθ|r=R = σrθ|r=R, (27)

vr vr σrr σrθ

vθ vθ σrr σrθ

其中  ,    ,    ,    如 (19)式和 (20)式所示 ,

 ,   ,   ,   的具体表达式为
 

vθ =
1

r

∂ϕ

∂θ
− 1

r

∂(rψ)

∂r
,

vθ =
1

r

∂ϕ

∂θ
− 1

r

∂(rψ)

∂r
, (28)

 

σrr=−λk2Lϕ+ 2µ

{
∂2

∂r2

[
ϕ+

∂

∂r
(rψ)

]
+k2t (rψ)

}
,

 

σrθ=µ

{
2
∂

∂r

{
1

r

∂

∂θ

[
ϕ+

∂

∂r
(rψ)

]}
+k2t

∂ψ

∂θ

}
. (29)

将 (15)式和 (16)式、 (25)式和 (26)式结合

(19)式和 (20)式、(28)式和 (29)式代入边界条件

(27)式, 计算整理, 可得黏性流体中阻抗边界附近

的自由弹性球的散射系数方程组: 

[X](4N)×(4N){I}4N = {Y }4N , (30)
 

 

{I} = {A0, A1, · · · , An; B0, B1, · · · , Bn; A0, A1, · · · , An; B0, B1, · · · , Bn}T. (31)

此方程式组具体公式为  [
nh(1)n (αR)− αRh(1)n+1(αR)

]
An +

[
njn(αR)− αRjn+1(αR)

]
an − n(n+ 1)h(1)n (βR)Bn − jn(βR)bn

−
[
njn(kLR)− kLRjn+1(kLR)

]
An + n(n+ 1)jn(ktR)Bn = 0,

h(1)n (αR)An + jn(αR)an −
[
(n+ 1)h(1)n (βR) + βRh(1)n+1(βR)

]
Bn −

[
(n+ 1)jn(βR) + βRjn+1(βR)

]
bn

− jn(kLR)An +
[
(n+ 1)jn(ktR) + ktRjn+1(ktR)

]
Bn = 0,

2µ′
[
(n− 1)h(1)n (αR)− αRh(1)n+1(αR)

]
An + 2µ′ [(n− 1)jn(αR) + αRjn+1(αR)

]
an

+ µ′
[
(2− 2n2 − β2R2)h(1)n (βR)− 2βRh(1)n+1(βR)

]
Bn + µ′ [(2− 2n2 − β2R2)jn(βR)− 2βRjn+1(βR)

]
bn

− 2µ
[
(n− 1)jn(kLR)− kLRjn+1(kLR)

]
An − µ

[
(2− 2n2 − k2t R

2)jn(ktR)− 2ktRjn+1(ktR)
]
Bn = 0,

µ′
{[
n(n− 1)− 1

2
α2R2

]
h(1)n (αR)+2αRh(1)n+1(αR)

}
An + µ′

{[
n(n− 1)− 1

2
α2R2

]
jn(αR)+2αRjn+1(αR)

}
an

− µ′
[
n(n+ 1)(n− 1)h(1)n (βR)− n(n+ 1)(βR)h(1)n+1(βR)

]
Bn − µ′[n(n+ 1)(n− 1)jn(βR)

− n(n+ 1)(βR)jn+1(βR)
]
bn − µ

{[
n(n− 1)− k2LR

2 − λ

2µ
k2LR

2

]
jn(kLR) + kLRjn+1(kLR)

}
An

+ µ
[
n(n+ 1)(n− 1)jn(ktR)− n(n+ 1)(ktR)jn+1(ktR)

]
Bn = 0.

 

2.3    声辐射力

声场中粒子所受声辐射力可以表示为 

F =

⟨∫∫
S(t)

σdS

⟩
, (32)

σ = (−p1 + λ′∇ · v)E + 2µ′e其中,   . 结合 (21)式, (32)式写为 

F =

⟨∫∫
S(t)

{[
−
(
ρ0

(
λ′ + 2µ′

ρ0
∆− ∂

∂t

)
ϕ+

ρ0
2c20

(
∂ϕ

∂t

)2

− 1

2
ρ0(∇ϕ)2

− λ′ + 2µ′

c20

∂ϕ

∂t
∆ϕ

)
+ λ′∇ · v

]
E + 2µ′e

}
dS

⟩
, (33)
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⟨·⟩ E e

dS S(t)

S(t) V (t)

S(t) S0

ρ0u · ∇ϕ
∂ϕ/∂t = dϕ/dt− u · ∇ϕ

其中,   表示时间平均,   为单位矢量,   为变形

张量,    为面元,    为球形粒子的表面, 该表

面是时间的函数. 声场在黏性流体中传播, 作用

在粒子上, 与粒子之间产生动量传递, 根据莱布

尼兹-雷诺传输定理 [20], 表面  界定的体积 

内动量的变化率等于声场作用下该体积上的动

量变化率加上通过粒子表面的动量净输运量. 因

此, 为了解决积分面是时间函数的难题, Yosioka

等 [24] 将积分面   转化为粒子的初始表面积   ,

通过添加动量通量项  来对声辐射力进

行修正. 令  , (33)式可以改

写为

  

F =

⟨∫∫
S0

{[
−
(
ρ0

(
λ′ + 2µ′

ρ0
∆

)
ϕ+

ρ0
2c20

(
∂ϕ

∂t

)2

− 1

2
ρ0(∇ϕ)2 −

λ′ + 2µ′

c20

∂ϕ

∂t
∆ϕ

)
+ λ′∇ · v

]
E

+ 2µ′e

}
dS

⟩
+

⟨∫∫
V (t)

ρ0
∂ϕ

∂t
EdV

⟩
, (34)

V (t) S(t)其中  为表面  界定的体积. 结合下式 [20]:  ∫∫
V (t)

∂ϕ

∂t
dV =

∫∫
V (t)

dϕ
dt

dV −
∫∫

S0

u · ∇ϕdS,

(35)
  ⟨∫∫

V (t)

dϕ
dt

dV
⟩

= 0, (36)

可以得到:
 

 

F =

⟨∫∫
S0

{[
−
(
ρ0

(λ′ + 2µ′

ρ0
∆
)
ϕ+

ρ0
2c02

(∂ϕ
∂t

)2

− 1

2
ρ0(∇ϕ)2 −

λ′ + 2µ′

c20

∂ϕ

∂t
∆ϕ

)
+ λ′∇ · v

]
E

+ 2µ′e

}
dS

⟩
−
⟨∫∫

S0

ρ0u · ∇ϕEdS
⟩

=

⟨∫∫
S0

{[
−

(
ρ0

(λ′ + 2µ′

ρ0
∆+ u · ∇

)
ϕ+

ρ0
2c20

(∂ϕ
∂t

)2

− 1

2
ρ0(∇ϕ)2 −

λ′ + 2µ′

c20

∂ϕ

∂t
∆ϕ

)

+ λ′∇ · v
]
E + 2µ′e

}
dS

⟩
=

⟨∫∫
S0

[
(−p1 + λ′∇ · v)E + 2µ′e

]
dS

⟩
=

⟨∫∫
S0

σdS
⟩
. (37)

p1 ∂ϕ/∂t = dϕ/dt− u · ∇ϕ此时  的表达式已经通过  关系转化为 

p1 = ρ0

(
λ′ + 2µ′

ρ0
∆+ u · ∇

)
ϕ+

ρ0
2c20

(
∂ϕ

∂t

)2

− 1

2
ρ0(∇ϕ)2 −

λ′ + 2µ′

c20

∂ϕ

∂t
∆ϕ.

p1在计算声辐射力时, 需将  中的二阶项考虑在内.

(37)式写成分量的形式可以表示为 

Fi =

⟨∫∫
S0

σiknkdS
⟩
, (38)

nk dS

k σik

其中,   为球形粒子面元  向外的方向单位矢量

在  方向的分量,   为应力张量.

Ox x

在有界黏性流体中, 平面波沿垂直边界方向入

射情况下, 流体中自由球形粒子受到的声辐射力只

有沿  轴的声辐射力, (38)式在  轴方向的投影为 

Fx =

⟨∫∫
S0

(σrr cos θ − σrθ sin θ)dS
⟩

=

⟨∫ π

0

∫ 2π

0

(σrr cos θ − σrθ sin θ)R2 sin θdθdφ
⟩

=

⟨
2πR2

∫ π

0

(σrr cos θ − σrθ sin θ) sin θdθ
⟩
. (39)

为计算方便, 将球形粒子外部总声场速度势

(15)式和 (16)式改写为
 

ϕ =

∞∑
n=0

(Gn + iLn)Pn(cos θ)e−iωt,

ψ =

∞∑
n=0

(Mn + iNn)
d
dθ

Pn(cos θ)e−iωt, (40)

其中,
 

Gn = Re{[anjn(αr) +Anh(1)n (αr)](2n+ 1)},

Ln = Im{[anjn(αr) +Anh(1)n (αr)](2n+ 1)},

Mn = Re{[bnjn(βr) +Bnh(1)n (βr)](2n+ 1)},

Nn = Im{[bnjn(βr) +Bnh(1)n (βr)](2n+ 1)}.

将 (40)式代入 (39)式, 结合球贝塞尔函数的

递推公式和勒让德函数的性质, 推导得有界黏性流

体中自由球形粒子的轴向声辐射力为
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⟨Fx⟩ = − 6
ρ20
ρ1

π
{
1

3
[(2N1 − L1)G0 + (G1 − 2M1)L0] +

2

5
[(2N1 − L1)G2 + (G1 − 2M1)L2]

}

− ρ0π
(
ωR

c0

)2 ∞∑
n=0

n+ 1

(2n+ 1)(2n+ 3)
(GnGn+1 + LnLn+1)

+ ρ0π
∞∑

n=0

n(n+ 2)(n+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 3)

[
(n+ 1)

2
(MnMn+1 +NnNn+1) + (GnGn+1 + LnLn+1)

]

+
2πR2(λ′ + 2µ′)ρ0ω

3

ρ02c20 + ω2(λ′ + 2µ′)
2

∞∑
n=0

n+ 1

(2n+ 1)(2n+ 3)
[ρ0(GnLn+1 − LnGn+1)

+ (λ′ + 2µ′)ω(GnGn+1 + LnLn+1)]. (41)

An Bn

根据流体黏度、粒子材料、粒子位置、边界反

射系数等不同, 散射系数  和  发生改变, 声辐

射力大小不同. 

3   数值仿真

η′ = 0

为拓展有界黏性流体中自由球形粒子在声操

控应用中的基础理论, 分析流体黏度、粒子材料、

粒子位置以及边界等对平面波声场中自由球形粒

子所受声辐射力, 本文选取一种常见的药物载体生

物材料-聚乙烯 (PE)开展数值分析. 为了分析粒子

材料对声辐射力的影响, 另外对油酸和聚甲基丙烯

酸甲酯 (PMMA)两种材料粒子的声辐射力进行了

数值计算, 数值仿真时不考虑流体的体积膨胀, 取

第二黏性系数  . 粒子材料和流体的声学参量

由表 1和表 2给出. 

3.1    流体黏度对声辐射力的影响

R = 0.5 mm

为了研究流体黏度对声辐射力的影响情况, 考

虑半径  的 PE小球, 自由放置于距离

Rs = 1 d = 4R

δ/R

刚性边界 (  )距离   的流体中 ,  不同

 (边界层厚度-粒子半径比)以及理想流体情况

下的声辐射力变化, 如图 2所示.

δ/R

δ/R

δ/R

kR≪ 1

kR

kR

kR

kR

由图 2可以看出, 随着  的增大, 声辐射力

先增大后减小,   较小时, 声辐射力曲线的波峰

和波谷较多. 因为, 随着   增大, 边界层越来越

厚, 对声波的耗散和衰减就越大, 相应的共振峰被

拓宽. 同时, 对比黏性流体和理想流体两种情况,

可以发现, 当  时, 流体黏性影响较小, 黏性

效应几乎可以忽略; 但   较大时, 粒子处于黏性

流体中所受声辐射力的幅值远大于其位于理想流

体的情况, 流体黏性对声辐射力的影响很大, 不可

忽略. 为了更加简单地显示两种情况的对比结果,

表 3中给出了  为 1.0×10–4, 1.0×10–2, 1.0×10–1,

1.0, 5.0时声辐射力的值. 从表 3可以发现,    =

1.0×10–4, 1.0×10–2 时, 流体黏性对声辐射力的影

响可以忽略; 但对于    = 1.0×10–1, 1.0, 5.0时,

流体黏性的影响使得声辐射力提高几个数量级.
 

 

表 1    自由球形粒子构成材料的物理参量 [25,26]

Table 1.    Physical  parameters  of  free  spherical

particles[25,26].

材料
密度

/(kg·m–3)
纵波声速
/(m·s–1)

横波声速
/(m·s–1)

油酸 938 1450 —

聚乙烯(PE) 957 2430 950

聚甲基丙烯
酸甲酯(PMMA)

1190 2690 1340

 

表 2    流体的声学参量 [18]

Table 2.    Acoustic parameters of fluids[18].

流体 密度/(kg·m–3) 声速/(m·s–1) 动力黏度μ′/(Pa·s)

水 1000 1500 0.001

甘油 1260 1900 1.48
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δ/R图 2      自由 PE小球在不同   的流体中声辐射力随

kR 的变化

δ/R

Fig. 2. ARFs  for  a  free  PE  sphere  versus  kR  at  different

 .
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3.2    不同材料粒子的声辐射力

d = 4R Rs = 1

R = 0.5 mm

粒子的材料也是影响声辐射力的一个重要因

素. 为了分析粒子材料的影响, 本次数值仿真中还

选用了弹性材料聚甲基丙烯酸甲酯 (PMMA)和液

体材料油酸. 选取参数  , 刚性边界 (  ),

考虑在低黏流体 (水)中半径  的自由球

形粒子的声辐射力, 如图 3所示. 由图 3结果可知,

声辐射力受小球材料的影响较为显著. 弹性材料

PE和 PMMA的声辐射力总体上大于液体材料油

酸小球, 声辐射力的振荡现象也更明显, 有更多的

波峰和波谷; PMMA小球的声辐射力振幅总体略

大于 PE材料. 这是因为声波在弹性材料之间的动

量传递大于与液体之间的传递.
 

3.3    阻抗边界对声辐射力的影响

d = 4R

R = 0.5 mm

阻抗边界对 PE小球的声辐射力影响情况如

图 4所示. 数值仿真选取参数   , 粒子半径

 , 考虑粒子自由放置在低黏流体 (水)

中. 值得注意的是, 与无界空间相比, 阻抗边界的

加入使得声辐射力曲线发生了变化. 除了声辐射力

的振荡现象的变化外, 在有边界情况下, 随着边界

反射系数的增大, 振幅增大. 而更多振荡的出现则

是因为小球与边界反射的波相互作用的结果. 另

外, 辐射力函数曲线的共振频率并没有因为反射系

数变化而变化.
 

3.4    粒子位置对声辐射力的影响

d = R

d = 2R d = 4R

R = 0.5 mm Rs = 1

边界附近的小球所处的位置也是不可忽视的

影响因素, 放置于不同位置的 PE小球所受声辐

射力变化如图 5所示. 图 5为代表小 (  )、中

(  )、大 (  ) 3种不同位置的受力情况,

粒子半径  ,   .

 

表 3    黏性流体和理想流体中自由 PE小球所受声辐射力对比
Table 3.    Comparisons of the ARFs on a free PE sphere in a viscous and an ideal fluid.

流体类型
kR

1.0×10–4 1.0×10–2 1.0×10–1 1.0 5.0

黏性流体

δ/R=0.002 4.8×10–12 N 5.2×10–12 N 1.1×10–10 N –2.1×10–7 N 5.6×10–8 N

δ/R=0.004 4.8×10–12 N 5.2×10–12 N 1.4×10–9 N –2.2×10–7 N –3.7×10–6 N

δ/R=0.02 4.8×10–12 N 5.2×10–12 N 5.3×10–8 N –2.7×10–7 N –6.7×10–6 N

理想流体 λ′=μ′=0 4.8×10–12 N 5.2×10–12 N 1.2×10–11 N 1.7×10–13 N 6.2×10–14 N
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图 3    低黏流体 (水)中不同材料自由球形粒子的声辐射

力随 kR 的变化

Fig. 3. ARFs  for  a  free  sphere  with  different  materials

versus kR in the low viscosity liquid (water).
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图 4    低黏流体 (水)中自由 PE小球在不同阻抗边界附近

的声辐射力随 kR 的变化

Rs

Fig. 4. ARFs for a free PE sphere versus kR in the low vis-

cosity liquid (water) with different   .
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图 5    低黏流体 (水)中自由 PE小球放置于距边界不同位

置处的声辐射力随 kR 的变化

Fig. 5. ARFs  for  a  free  PE  sphere  in  the  low  viscosity

liquid (water) versus kR at different d.
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d/R

可以看出, 小球位置的不同主要影响声辐射力

的振荡现象, 随着位置  的增大, 声辐射力的峰

值变化更剧烈, 出现较多的波峰波谷. 主要是因为

粒子的散射波与边界反射波之间的相互作用导致

了振荡现象的产生. 值得一提的是, 这与反射系数

的影响不同, 反射系数的改变主要影响声辐射力的

振幅大小, 而小球位置的改变主要影响声辐射力周

期的变化. 

4   结　论

本文给出了平面波垂直入射时, 边界附近黏性

流体中自由球形粒子的声辐射力通用公式, 计算过

程中将粒子的动力学方程作为声辐射力的修正项.

考虑流体黏度、粒子材料、粒子位置以及边界等因

素对声辐射力的影响, 并通过数值仿真直观地展现

了不同情况下的声辐射力变化规律. 结果表明, 随

着流体黏度的增大, 声辐射力曲线的波峰和波谷减

少, 共振峰被拓宽; 声辐射力受小球材料的影响较

为显著, 弹性材料比液体材料球形粒子的声辐射力

的振荡现象更明显; 随着阻抗边界反射系数的增

大, 声辐射力振幅增大, 但没有影响辐射力函数曲

线的共振频率; 小球位置的不同主要影响其声辐射

力的振荡周期, 随着距边界距离的增大, 声辐射力

曲线出现较多的波峰波谷. 本文方法还可以推广到

椭球以及其他形状粒子或多个目标粒子存在等, 以

便于未来更加精确地对细胞、细菌、药物等进行靶

向操控. 

附　录

Qmn  的具体表达式为 

Qmn =
√
(2n+ 1)(2m+ 1)im−n

m+n∑
σ=|m−n|

(−1)
σiσbmn

σ h(1)σ (αd),

其中, 

bmn
σ = (mn00 |σ0)2,

(mn00 |σ0) = (−1)
q+σ

q!

(q − n)!(q −m)!(q − σ)!

×

√
2σ + 1

(2q + 1)!
(2q − 2n)!(2q − 2m)!(2q − 2σ)! .

(mn00 |σ0) = (σ +m+ n)/2

(mn00 |σ0) = 0

对于偶数 q,    ;  对于奇数 q,  则

 .
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Abstract

The manipulation  of  particles  by acoustic  radiation  force  (ARF) has  the  advantages  of  non-invasiveness,
high biocompatibility, and wide applicability. The study of acoustic radiation force is an important foundation
for improving the accuracy and effectiveness of particle manipulation technology. Based on the acoustic wave
theory, a theoretical model for the ARF of a free spherical particle in a bounded viscous fluid is established. The
ARF for the case of a normal incident plane wave is derived by applying the translation addition theorem to
spherical  function.  The dynamic equation of  a free sphere is  required as a correction term for calculating the
ARF. The effects of the fluid viscosity, particle material, particle distance from boundary, and the boundary on
the ARF are analyzed by numerical simulation. The results show that the resonance peak of the ARF curve is
broadened with the increase of the viscosity of the fluid. Compared with the values of the ARFs of a PE sphere
in a viscous and an ideal fluid, the fluid viscosity has a small influence and the viscosity effect can be ignored
when kR is much less than 1. However, for the cases where kR is greater than or equal to 1, the amplitude of
the ARF experienced by a particle in a viscous fluid is much greater than that in an ideal fluid. The influence of
fluid  viscosity  on  the  ARF  is  significant  and  cannot  be  ignored.  Moreover,  compared  with  a  liquid  material
sphere, the oscillation of ARF in an elastic material sphere is more pronounced. This is because the momentum
transfer  between  sound  waves  and  elastic  materials  is  greater  than  that  between  sound  waves  and  liquid
materials. In addition, the amplitude of the ARF increases with the increase of the reflection coefficient of the
impedance  boundary,  but  its  resonance  frequency  is  not  affected.  Finally,  the  position  of  the  sphere  mainly
affects  the oscillation phenomenon of  its  ARF. The peaks and dips  of  the ARF become more densely packed
with  the  growth  of  distance-to-radius.  It  is  worth  noting  that  the  reflection  coefficient  mainly  affects  the
amplitude  of  the  ARF,  while  the  position  of  the  sphere  affects  the  period  of  the  ARF  function.  The  results
indicate that more efficient manipulation of particles can be achieved through appropriate parameter selection.
This study provides a theoretical basis for acoustically manipulating a free particle in a bounded viscous fluid
and contributes to the better utilization of ARF for particle manipulation in biomedical and other fields.
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