
 

链接杂质对一维量子 Ising 模型动力学性质的调控*

袁晓娟†

(齐鲁师范学院物理与电子工程学院, 济南　250200)

(2024 年 10 月 3日收到; 2024 年 11 月 10日收到修改稿)

J B

J̄ B

Jj−1 = Jj B ⩾ J

B < J

Jj−1 ̸= Jj

Jj−1 Jj Jj Jj−1

B > J

J̄

J̄

自旋系统的动力学性质是量子统计和凝聚态理论研究的热点. 本文利用递推方法, 通过计算自旋关联函

数及谱密度, 研究了链接杂质对一维量子 Ising模型动力学性质的调控效应. 研究表明, 链接杂质的出现打破

了主体格点自旋耦合   和外磁场   之间原有的竞争关系, 系统的动力学最终取决于链接杂质和主体格点自

旋耦合的平均效应   、链接杂质的不对称程度及外磁场   的强度等多因素之间的协同作用. 对于对称型链接

杂质 (  ), 随着杂质耦合强度的增大, 在   的情况下, 系统的动力学出现了由集体模行为到中心

峰值行为的交跨; 在   的情况下, 出现了由类集体模行为到双峰行为, 再到中心峰值行为的两次交跨. 对

于非对称型链接杂质 (  ), 其杂质位型较多, 可以提供更多的调控自由度, 尤其当其中某个杂质耦合

强度如   (或   )较小时, 通过调节另一个杂质耦合强度   (或   )可以得到多种动力学行为之间的交

跨; 在   情况下, 非对称型链接杂质的调控机制更为复杂, 出现了与以往研究经验不符的交跨顺序, 且出

现了双频谱这种新的动力学模式. 一般来讲, 当平均自旋耦合   较弱或非对称型链接杂质的不对称程度较低

时, 系统倾向于呈现集体模行为; 当   较强时, 系统倾向于呈现中心峰值行为; 但当非对称型链接杂质的不对

称程度较明显时, 谱密度倾向于呈双峰、多峰或双频谱特征. 研究表明, 链接杂质的调控结果更加丰富, 且具

有独特的调控优势, 因此利用链接杂质来调控量子自旋系统的动力学不失为一种新的尝试.

关键词：Ising模型, 链接杂质, 关联函数, 谱密度

PACS：75.10.Pq, 75.40.Gb, 75.10.Jm, 75.50.Lk 　DOI: 10.7498/aps.74.20241390

CSTR：32037.14.aps.74.20241390

 

1   引　言

调控自旋系统的动力学性质一直是实验及理

论研究的重点. 众多研究表明低维量子自旋系统在

无序效应的调控下表现出丰富的物理性质, 因此考

虑无序因素的随机量子自旋系统逐渐引起人们的

关注, 例如随机 Ising模型 [1–5]、随机 XY模型 [6–9]、

随机 XXZ链 [10]、Blume-Capel模型 [11] 等 .  目前 ,

对随机自旋系统的平衡态性质已有大量研究, 且取

得了丰硕的成果, 但对其动力学性质的研究仍然处

于发展阶段. 这是因为在实际材料中无序因素非常

复杂, 且其调控自旋动力学的物理机制尚不清楚.

在随机自旋系统中, 自旋间的耦合相互作用或

外加的磁场经常被处理为满足某种概率分布的随

机变量, 如满足双模分布 [2,5,12–13]、高斯分布 [3,14]、双

高斯分布 [15,16]、幂律分布 [17] 等. 从数学角度来说,

概率分布可任意选取, 既定的随机分布也方便于理

论计算. 但从物理角度来看, 纯数学的随机分布往往

掩盖了某些物理特征, 如磁性或非磁性杂质 [18–20]、

键缺陷或空位的存在 [21,22] 等, 如何将这些实际因

素引入到理论模拟中依然存在困难和挑战.
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研究者们提出可以将纯数学的随机分布进行

扩展, 间接引入某些影响因素, 例如在改变版的双

模分布中 [23], 随机场的概率占比与磁场的强度有

关. 在各向异性场依赖的双模分布中 [24], 通过引入

竞争参数使得双模分布的两个分支具有竞争性. 最

近, 笔者利用三模分布的  分支 [25], 成功地将非磁

性杂质效应引入理论模拟中. 此外, 研究者们还尝

试将理论模型进行扩展, 使得扩展后的模型包含多

尺度信息, 从物理本质上将实际因素引入进来. 例

如在 Ising模型或 Heisenberg模型中引入四自旋相

互作用 [26,27]、Dzyaloshinskii-Moriya相互作用 [9,28],

次近邻相互作用 [4,29] 等. 这两种常用的处理方式各

有优势, 前者在理论计算时易于操作, 但随机场的

实验实现存在困难; 后者更注重研究对象的物理本

质, 但所模拟对象的范围存在局限.

近几年来, 研究者们发现在石墨烯 [30]、拓扑绝

缘体 [31]、Josephson-junction网络 [32]、冷费米子气

体 [33]、Ising超导体 [34] 及量子自旋链 [35,36] 等多种体

系中, 利用杂质能够诱导系统的物理性质发生显著

的变化, 且杂质的调控效应具有独特的优势. 本研

究重点关注杂质对量子自旋系统动力学性质的调

控. 在量子自旋系统中, 无序较复杂, 杂质类型比

较多 [37], 例如键杂质 (bond impurity)、格点杂质

(site impurity)、链接杂质 (link impurity)、边界杂

质 (edge impurity)及近藤杂质 (Kondo impurity)

等, 在不同杂质类型下系统的动力学性质是否相

同, 其调控机制有没有区别等问题均需要深入探

讨. 前期笔者团队 [38] 在 Ising模型中引入了键杂

质, 发现键杂质对自旋动力学的影响比较明显, 同

时积累了一定的研究经验. 本研究重点关注 Ising

模型中的链接杂质效应, 为了深入研究链接杂质对

系统动力学性质的调控, 考虑了对称和非对称两种

链接杂质位型, 得到了丰富的动力学结果. 

2   模型及方法

将 Ising模型进行扩展 , 引入链接杂质 [37,39],

哈密顿量表示为 
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合相互作用,   为横向磁场, 1/2是为了理论计算

方便而引入的常数.    为格点   处的

自旋泡利算符, 计算满足周期边界条件  .

 (  )为格点   和   (  )之间的自旋耦

合相互作用, 称为链接杂质. 引起链接杂质最常见

的情况是, 将自旋链中格点  处的主体离子用杂质

离子来代替, 从而引起格点  左右两边的键长即 

和  发生变化 [37]. 例如, 将 Ni2+离子插入 Cu2+

链 [39]; 将V用Nb代替[40], 形成Nb4+和V4+, 或Nb5+

和 V3+; 用 Ca代替 SrCuO3 中的 Sr等情况 [41].

求解含时自旋关联函数 [42] 是研究自旋动力学

性质的关键, 其定义式为 

C (t) =
⟨
σx
j (t)σ

x
j (0)

⟩
, (2)

⟨·⟩式中  表示求统计平均后再对无序求平均. 对自旋

关联函数进行 Fourier变换得到谱密度的表达式: 

Φ (ω) =

∫ +∞

−∞
dteiωtC(t). (3)

Φ (ω)由于  可以通过中子散射实验、中子自旋回声实

验等 [33] 进行测量, 因此谱密度的研究也非常关键.

C (t)

研究多体系统动力学性质的常用方法有级数

展开法、严格求解法、格林函数法及递推方法 (rec-

ursion method)等 .  众多研究表明由 Lee等 [43–47]

提出的递推方法是求解  的最有效的方法之一,

目前该方法在研究谐振子链、多粒子系统、电子气、

简单流体等 [48] 系统的动力学性质中被广泛采用.

σx
j (t)在量子自旋系统中, 力学量  的演化满足

 

dσx
j (t)

dt
= iLσx

j (t) , (4)

L LA = [H,A] ≡ HA−
AH σx

j (t)

{fν}

其中  为 Liouville算符, 满足 

 . 递推方法的核心是将力学量   按照一组

完备的正交基矢  展开: 

σx
j (t) =

∞∑
ν=0

aν (t) fν , (5)

{aν (t)} t σx
j (t) {fν}其中  表示  时刻  在基矢  上的投影.

f0 = σx
j (0) {fν}将  作为零阶基矢, 则   满足如

下递推关系: 

fν+1 = iLfν +∆νfν−1, ν ⩾ 0, (6)

其中, 

∆ν = (fν , fν)/(fν−1, fν−1), ν ⩾ 1, (7)

f−1≡0 ∆0≡1称为递推因子或连分式系数, 其中  ,   .
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(fν , fν)  满足 Kubo内积的形式: 

(X,Y ) = β−1

∫ β

0

dλ
⟨
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⟩
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⟩
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−1

T kB

T → ∞

其中  ,    ,

 ,    为温度 ,    为 Boltzmann常数 .

在高温极限下  , 内积可以简化为 

⟨XY ⟩ = ⟨XY +⟩ (9)

{aν (t)}另外, 系数  满足如下递推关系: 

∆ν+1aν+1 (t) = −daν (t)
dt

+ aν−1 (t) , ν ⩾ 0, (10)

a−1 (t) ≡ 0 a0 (t)

C (t)

其中  , 且可以证明   即为自旋关联

函数  . 将 (10)式进行 Laplace变换, 得到如下

连分式: 
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1
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z + · · ·

, (11)

z = ε+ iω (ε > 0)

a0 (z)

其中  . 由于连分式是无穷阶的, 故

必须选用一种恰当的截断方法将其截断, 本研究适

合采用高斯截断 [2,3,42], 截断后得到  的近似解.

为了计算方便, 通常采用自旋关联函数的 Laplace

变换的极限形式求解谱密度, 即:
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ε→0

[
Re

∫ ∞

0

C (t) e−ztdt
]
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1

2π
Re a0 (z) . (12)

从本质上说, Laplace变换与 (3)式 Fourier变换是

等效的.

f1,

f2, · · · , f9 fν ν

本工作利用 (6)式精确求解了前 9个基矢  

 , 发现基矢  随着  的增大越来越复杂.

这里仅给出前 4个基矢及前 3个内积, 如下:
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∆1,∆2, · · · ,

∆9

利用 (7)式计算了前 9个连分式系数  

 , 进而得到自旋关联函数和谱密度. 对于 Ising

系统, 早期研究表明, 利用前 9个连分式系数, 结

合高斯截断方法, 即可给出较好的动力学结果 [2].
 

3   对称型链接杂质的调控效应

由于链接杂质引起杂质两边的键长发生变化,

Jj−1 = Jj

Jj−1 ̸= Jj

J ≡ 1 Jj−1 =

Jj < J Jj−1 = Jj > J

Jj−1 = Jj = J

那么根据杂质两边的键长变化是否相等, 将杂质位

型分为对称型和非对称型两种情况, 即  

和  . 首先研究对称型链接杂质对系统动

力学性质的影响, 为了不失一般性, 取主体格点自

旋耦合相互作用  , 杂质强度可以取  

 和   , 分别称为弱杂质耦合和

强杂质耦合. 特殊地, 当   时, 链接杂

质模型蜕化为无杂质的一维横场 Ising模型 [2,49].
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B = J ≡ 1

Jj−1 = Jj = J = 1.0

∆ν = ν∆

Jj−1 = Jj = 0.4 Jj−1 = Jj =

1.6

首先考虑外加的横向磁场  , 此时主体格

点自旋耦合相互作用与横场相等, 两者之间的竞争

较小, 因而动力学行为之间的交跨将主要由链接杂

质来调控. 图 1给出了多组杂质耦合强度下的连分

式系数, 当  时, 结果显示连分式

系数呈线性变化, 斜率为 1, 与严格解  
[2,49]

完全吻合, 证明本文计算可行. 但当杂质耦合强度

较小如  ,  或较大时如  

 , 其线性关系将被破坏, 这意味着将会引发不同

的动力学行为.
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图 1　对称型链接杂质在不同杂质耦合强度下的连分式系

数   , 其中横向磁场   , 杂质耦合强度取值为

 , 0.6, 0.8, 1.0, 1.2, 1.4和 1.6

∆ν

B = J ≡ 1

Jj−1 = Jj = 0.4

Fig. 1. Recurrants      for  the  symmetric  type  of  link-im-

purity. The transverse magnetic field    ,  and the

impurity coupling strength    , 0.6, 0.8, 1.0,

1.2, 1.4 and 1.6.
 

Jj−1 =

Jj = 0.4 C (t)

Φ (ω) ω ≈ B ≈ 1

图 2所示为不同杂质耦合强度下的自旋关联

函数和谱密度. 在杂质耦合强度较弱时, 如 

 或 0.6, 关联函数   以阻尼振荡形式衰

减, 对应的谱密度   其峰值出现在  

Jj−1 =

Jj = 1.2

ω=0

Jj−1 = Jj = 1.0

ω ≈ B ≈ 1

ω = 0

处, 表现为典型的集体模行为. 此时自旋随时间的

演化是一种集体行为, 某自旋的演化要受到其他自

旋的影响. 但随着杂质耦合强度的增大, 如 

 , 关联函数呈单调递减, 对应的谱密度峰

值出现在  处, 表现为典型的中心峰值行为. 特殊

地, 当  时, 谱密度呈高斯衰减 [2,3,49],

与已有结果吻合. 显然, 随着链接杂质耦合强度的

增大, 系统的动力学出现了由集体模行为到中心峰

值行为的交跨效应. 引起交跨效应的物理机制可以

归结为链接杂质和横场之间的竞争关系: 在弱杂质

耦合下, 横场在两者的竞争中占优势, 自旋对横场

的响应较强, 表现为高频响应, 谱密度峰值出现在

 处; 在强杂质耦合下, 链接杂质在与横

场竞争中占优势, 因此自旋对外场的响应较弱, 表

现为低频响应, 谱密度峰值出现在  处. 显然,

可以利用链接杂质来调控系统的动力学行为.

B = J

B ̸= J B < J B > J

J ≡ 1

B = 0.4 B =

1.5

B ̸= J

图 2是在   的情况下给出的结果 ,  若

 , 如   或   , 则链接杂质效应有何

不同? 为了不失一般性, 依然取   , 图 3(a)—

(d)分别给出了弱磁场  , 0.7和强磁场 

 , 2.0时的动力学结果. 由于关联函数和谱密度

呈现的动力学结果一致, 这里仅给出谱密度结果.

已有研究表明, 当  时, 外加的横向磁场与自

旋耦合相互作用之间的竞争关系较明显 [2,3]. 此时,

引入链接杂质, 由于磁场与链接杂质之间也存在竞

争关系, 因此可预测引入链接杂质后系统的动力学

行为将更加复杂.

B < J B = 0.7当  时, 如   , 根据以往的研究经

验, 对于无杂质的纯 Ising系统, 其动力学行为将
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(b)

==1

-1==0.4
-1==0.6
-1==0.8
-1==1.0
-1==1.2

C (t) Φ (ω) B = J ≡ 1

Jj−1 = Jj = 0.4

图 2    对称型链接杂质在不同杂质耦合强度下的自旋关联函数   (a)及谱密度   (b), 其中横向磁场   , 杂质耦

合强度   , 0.6, 0.8, 1.0和 1.2

C (t) Φ (ω)

B = J ≡ 1 Jj−1 = Jj = 0.4

Fig. 2. Spin autocorrelation function    (a) and spectral density    (b) for the symmetric type of link-impurity under differ-

ent impurity coupling strengths. The transverse magnetic field   , and the impurity coupling strength   ,

0.6, 0.8, 1.0 and 1.2.
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Jj−1 = Jj = 0.9

J ≡ 1

Jj−1 = Jj = 0.3 ω ≈
B ≈ 0.7

B < J

B = J

Jj−1 = Jj = 0.45 ω = 0 ω ̸= 0

表现为中心峰值行为. 图 3(b)显示, 当链接杂质

 或 0.75时, 由于杂质耦合强度接近

于主体格点自旋耦合强度  , 此时系统依然表

现为中心峰值行为, 杂质效应不明显. 但当杂质耦

合强度较小时, 如   , 谱密度在  

 处出现了一个较高的峰, 系统主要表现为

集体模行为. 显然, 在   的情况下, 利用链接

杂质的调控效应依然实现了不同动力学行为之间

的交跨. 但与  的情况不同的是, 除了中心峰

值行为和集体模行为之外, 还出现了新的动力学模

式. 例如在图 3(b)中红色实线所示, 其参数对应

 , 谱密度在   和   处均出

现了峰值, 称为双峰行为.

B < J

Jj−1 = Jj J

J̄

J̄

显然双峰行为的出现符合前期预测, 其物理机

制可以归结为复杂的竞争关系. 对于纯 Ising系统,

当  时, 自旋耦合相互作用在与外场的竞争中

占有优势 [2,3], 但链接杂质的出现会打破两者的竞

争, 最终杂质 Ising系统的动力学行为取决于杂质

耦合  和主体格点自旋耦合  之间的平均

效应, 这里用  表示平均自旋耦合强度. 当杂质耦

合强度较强时, 使得  较强, 在与外场竞争中占有

J̄

B = 0.4

优势, 系统表现为中心峰值行为, 低频响应较明显;

但当杂质耦合强度较弱时, 使得  较弱, 此时外场

占优势, 系统表现为集体模行为, 高频响应较明显; 但

具有中等强度的杂质耦合会使得系统的竞争关系

较复杂, 导致低频响应和高频响应同时出现, 表现

为双峰行为. 可见, 系统的动力学取决于链接杂质、

主体格点自旋耦合及外加磁场三者之间的协同作

用. 将此双峰行为与以往研究中出现的双峰行为 [25,38]

进行比较, 发现其物理机制虽然不同, 但都可以归

结为多种因素协同调控的结果. 因此, 要想得到新

的动力学模式, 多因素之间的协同作用非常关键.

图 3(a)为弱场  时的谱密度, 通过调节链接

杂质耦合强度, 也得到了类似的动力学结果.

B > J

B = 1.5

J ≡ 1

B > J

Jj−1 = Jj = 0.4

下面分析  时的动力学结果, 图 3(c), (d)

分别给出  和 2.0时的谱密度, 为了不失一

般性, 依然取主体格点自旋耦合强度   . 根据

以往的研究经验, 当   时, 纯 Ising系统的动

力学行为将表现为集体模行为. 但引入链接杂质

后, 利用链接杂质的调控效应依然实现了不同动力

学行为之间的交跨. 如图 3(c)所示, 当杂质耦合强

度较弱时, 如  或 0.8, 系统表现为集
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(d) =2.0; =1

-1==0.5
-1==1.0
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Φ (ω) B = 0.4

J ≡ 1

图 3    对称型链接杂质在不同杂质耦合强度下的谱密度   , 图 (a)—(d)中横向磁场的取值分别为   , 0.7, 1.5和 2.0, 主

体格点自旋耦合  

Φ (ω)

J ≡ 1 B = 0.4

Fig. 3. Spectral densities    for symmetric type of link-impurity under different impurity coupling strength. Without loss of gen-

erality, the parameter   , and the transverse magnetic field   , 0.7, 1.5 and 2.0 in panel (a)–(d).
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Jj−1 =

Jj = 1.6

体模行为, 但当杂质耦合强度较强时, 如  

 或 2.0, 系统表现为中心峰值行为. 图 3(d)

也给出了类似的动力学结果.

B < J

B < J

B = 0.4 Jj−1 = Jj = 0.2 B = 0.7

Jj−1 = Jj = 0.3 ω ̸= 0

ω = 0

将图 2和图 3的结果进行比较发现, 新的动力

学模式如双峰行为只出现在  的情况下, 且

 时所呈现的集体模行为也比较特殊, 需要进

一步分析. 如图 3(a), (b)中的黑色虚线所示, 其参

数分别对应  ,    和   ,

 , 此时谱密度在   处有一个峰

值较大的峰, 称为主峰, 但同时在   处存在一

个峰值较小的峰, 称为次峰. 或者说, 系统的动力

学以高频响应为主, 但同时也出现了低频响应. 这

种特殊的动力学行为可以看作是由集体模行为到

双峰行为过渡的一种中间状态, 称为类集体模行

为, 这在以往研究中没有出现, 显然是由链接杂质

的调控所引起. 从图 3(b)可以看出, 随着链接杂质

耦合强度的增大, 高频响应逐渐减弱, 低频响应逐

渐增强, 系统的动力学经历了由类集体模行为到双

峰行为, 再到中心峰值行为的两次交跨. 图 3(a)也

得到了类似的动力学结果.

B < J

Jj−1 =

Jj = 0.2

J ≡ 1

B > J

J̄

由此看出, 在外场较弱的情况下 (  ), 对

称型链接杂质的调控机制更加复杂. 这是因为在弱

场下, 链接杂质和主体格点自旋耦合之间的协同作

用更加明显. 当链接杂质耦合强度较弱时 (如 

 或 0.3), 由于外场的作用系统依然倾向于

呈现集体模行为, 但主体格点自旋耦合 (  )又

使系统倾向于呈现中心峰值行为, 此时两者具有竞

争关系. 但在磁场较强的情况下 (  ), 链接杂

质和主体格点自旋耦合又是相互配合、共同协作的

关系, 系统的动力学由两者的平均效应  和外场共

同主导. 总的来说, 与纯 Ising系统相比, 链接杂质

Ising系统的动力学行为更加丰富, 且在链接杂质

的调控下出现了新的动力学模式, 如双峰行为和类

集体模行为. 与已有研究结果进行比较, 发现链接

杂质的调控机理相对简单, 预测在实验中也较容易

实现, 具有独特的优势. 因此利用链接杂质来调控

量子自旋系统的动力学, 不失为一种新的尝试. 

4   非对称型链接杂质的调控效应

J ≡ 1

接下来重点研究非对称型链接杂质对系统动

力学性质的影响, 为了不失一般性, 依然取主体格

点自旋耦合相互作用  . 与对称型链接杂质类

B = J ≡ 1 B

J

Jj−1 ̸= Jj

Jj−1 = J ′ Jj = J ′′ Jj−1 = J ′′ Jj = J ′

J ′ ̸= J ′′

Jj−1 =

J ′ Jj = J ′′ J ′ ̸= J ′′ ̸= J

J ′ = J ′′ ̸= J

J ′ ̸= J ′′ J ′ = J J ′′ = J

J ′ = J ′′ = J

似, 首先考虑横场   , 此时横场   与主体

格点自旋耦合  之间的竞争较小, 动力学行为的交

跨将主要由非对称型链接杂质来主导. 对于非对称型

链接杂质  , 其杂质位型有两个, 例如参数

取值为  ,   或  ,   ,

且  . 由于计算采用的是周期性边界条件,

初步预测两种位型下的动力学结果没有区别, 经计

算证实我们的预测是正确的. 因此下面仅给出其中

一种位型下的动力学结果, 例如可先固定  

 , 然后取  . 若  为非对称型链

接杂质; 若  则蜕化为对称型链接杂质;

若  , 但   或   , 则链接杂质蜕化

为键杂质 [38]; 若   , 则系统又蜕化为无

杂质的纯 Ising系统 [2,3].

Jj−1 = J ′ J ′ J

J Jj−1 = 0.2

Jj−1 = 0.2 Jj J J

Jj = 0.2 Jj = 0.2

Jj−1 = Jj

Jj−1 = Jj = 0.2 < J

Jj Jj < J

Jj = 0.6

Jj−1 Jj J

J̄

B = J ≡ 1

固定  ,    的取值可以小于   , 也可

以大于  , 如图 4(a)—(d)分别对应  , 0.5,

1.0和 1.4. 由于关联函数和谱密度呈现的动力学结

果一致, 这里仅给出谱密度 . 在图 4(a)中 , 固定

 ,    的取值从小于   变化到大于   , 如

取  , 0.6, 1.0, 1.4和 1.8. 当   时, 此

时  , 非对称型链接杂质蜕化为对称型链

接杂质, 又由于   , 此时动力学

表现为典型的集体模行为, 与图 2所得结论一致.

继续增大  的取值, 发现在   的范围内, 如

 , 谱密度依然呈现为集体模行为. 其物理

机制也非常容易理解, 当  和  均小于  时, 杂

质耦合和主体格点自旋耦合的平均效应  小于外

场 (  ), 此时系统的动力学由外场主导,

表现为高频响应.

Jj Jj =

1.0 Jj = J ≡ 1.0

Jj

Jj Jj−1

J̄ J̄

ω = 0 ω ̸= 0

Jj = 1.4 Jj = 1.8

Jj

在图 4(a)中, 继续增大   的取值, 如取  

 , 则有  , 非对称型链接杂质蜕化为

键杂质 [38], 此时系统表现为多峰行为, 如图 4(a)中

蓝色虚线所示, 与已有结果吻合. 继续增大  的取

值, 则  和  的差别越来越大, 不对称性越来越

明显, 同时   也逐渐增强. 有趣的是, 在   较强的

情况下, 系统没有表现为中心峰值行为, 而是表现

为双峰行为, 这与以往的研究经验不符. 将此双峰

行为与对称型链接杂质下的双峰行为进行比较, 发

现两者的差别比较明显. 此双峰行为的主峰出现在

 处, 次峰出现在  处, 且随着不对称性的

增强, 主峰和次峰逐渐分离, 双峰特征更加明显,

见图 4(a)中  和  所对应的曲线. 继

续增大  的取值, 也得到了类似的结果, 显然此双
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Jj−1 = 0.5 Jj = 0.2

峰行为是由于链接杂质的不对称性增强所引起.

图 4(b)对应参数   ,    ,  0.6,  1.0,

1.4和 1.8, 此时链接杂质的不对称程度有所降低,

但也得到了类似的结论.

Jj−1=1.0 Jj−1=J≡1,

Jj

Jj = 0.2 Jj = 1.4

Jj−1 = 1.0 Jj = 0.2

Jj−1 = 0.2 Jj = 1.0

Jj−1 = 0.2 Jj = 1.4

Jj−1 = 1.4 Jj = 0.2

Jj−1 = 1.0 Jj = 1.0 Jj−1 = Jj =

J ≡ 1 B = J ≡ 1

在图 4(c)中, 固定  , 此时 

非对称型链接杂质蜕化为键杂质 [38]. 通过改变  

的取值,  系统的动力学出现了由多峰行为 (如

 )到中心峰值行为 (如   , 1.8)的交

跨, 与已有结果吻合. 将图 4(c)中的黑色实线 (对

应位型  ,    )与图 4(a)中的蓝色

虚线 (对应位型   ,    )进行比较 ,

发现两条曲线完全重合, 均为多峰行为. 类似地,

图 4(a)中位型  ,   对应的曲线和

图 4(d)中位型  ,   对应的曲线也

完全重合, 均为双峰行为. 这也证实了前期预测: 当

计算采用周期性边界条件时, 两种位型下的动力学

结果没有区别. 更为特殊的是, 图 4(c)中蓝色虚线

对应位型  和   , 此时  

 , 且  , 非对称型链接杂质系统蜕化

为纯 Ising系统 [2,3], 谱密度呈高斯衰减, 与已有结

果吻合.

Jj−1 Jj−1

= 1.4 Jj = 0.2

Jj = 0.2

J̄ Jj−1

J̄

B = J

J̄

J̄

J̄

Jj Jj−1

继续增大  的取值, 在图 4(d)中固定 

 ,  依然取参数   ,  0.6,  1.0,  1.4和 1.8.

发现仅在  时出现了双峰行为, 其他情况下

均为中心峰值行为, 这进一步证实了双峰行为的出

现归因于链接杂质的不对称性较明显. 而中心峰值

行为的出现归因于较强的平均自旋耦合  , 当 

较大时, 平均自旋耦合  较强, 在与外场竞争中占

优势, 系统表现为低频响应. 可见对于非对称型链

接杂质, 在  的情况下, 系统的动力学主要取

决于平均自旋耦合  及链接杂质的非对称程度. 一

般来说, 当平均自旋耦合  较弱时, 系统倾向于呈

现集体模行为; 当  较强时, 倾向于呈中心峰值行

为; 但当链接杂质的不对称性程度较明显时, 倾向

于呈双峰行为. 可见, 利用  和  的配合, 可以

提供更多的调控自由度, 得到多种动力学行为之间

的交跨.

B = J B ̸=
J B<J B>J

图 4是在  的情况下给出的结果, 若 

 , 如  或  , 此时非对称型链接杂质效应

又有何变化? 根据对称型链接杂质下的结果, 预测
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B = J ≡ 1 Φ (ω) Jj−1 = J ′

Jj−1 Jj = J ′′
图 4    固定横场   , 非对称型链接杂质在不同杂质耦合强度下的谱密度   , 其中固定   , 图 (a)—(d)中

 分别取值为 0.2, 0.5, 1.0和 1.4;   的取值从 0.2变化到 1.8

B = J ≡ 1 Jj−1 = J ′ = 0.2

Jj(Jj = J ′′)

Fig. 4. Spectral densities for non-symmetric type of link-impurity under different impurity coupling strength. The transverse mag-

netic  field    ,  and the impurity coupling strength    ,  0.5,  1.0 and 1.4 are  set  in  panels  (a)–(d),  respect-

ively. The other impurity coupling strength    changes from 0.2 to 1.8.
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B ̸= J

B < J B =

0.5 J ≡ 1

Jj−1 = 0.2

Jj−1 Jj−1 = 0.2

Jj Jj = 0.2

Jj = 0.2

ω ≈ B = 0.5 ω = 0

Jj Jj = 0.6

非对称型链接杂质下的动力学结果在  时将

更加复杂. 首先讨论  的情况, 图 5给出 

 ,   时不同杂质位型下的谱密度, 图 5(a)—

(f)分别对应   ,  0.5,  0.8,  1.2,  1.6和 2.0.

当  的取值较小时, 例如   , 此时通过

调节  的取值, 如取  , 0.6, 1.0, 1.4和 1.8,

得到了多种动力学行为的交跨. 如图 5(a)所示, 当

 时, 系统表现为类集体模行为, 主峰出现

在  处, 次峰出现在  处, 动力学以

高频响应为主. 随着   取值的增大, 如   ,

高频响应逐渐减弱, 低频响应逐渐增强. 继续增大

Jj Jj = 1.4

ω = 0 ω ̸= 0

Jj J̄

Jj

 的取值, 如   或 1.8, 谱密度主峰出现在

 处, 次峰出现在  处, 此时动力学以低频

响应为主, 同时伴随着出现了高频响应. 显然这是

由于  取值的增大, 使得平均自旋耦合   逐渐增

大, 在与外场竞争时逐渐占有优势. 有趣的是, 当

 取值较大时, 链接杂质的不对称性也逐渐明显,

此时动力学虽然以低频响应为主, 但不对称性导致

了微弱的高频响应, 与图 4所得结论一致.

Jj−1 Jj−1=0.5

Jj

继续增大  取值, 如取  或 0.8, 此

时通过调节  的取值, 虽然可以观察到高频响应,

但高频响应的强度明显减弱. 例如, 将图 5(a)—(c)
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B = 0.5 = J/2 Jj−1 = J ′ Jj−1

Jj = J ′′
图 5    固定横场   , 非对称型链接杂质在不同杂质耦合强度下的谱密度, 其中固定   , 图 (a)—(f)中  

分别取值为 0.2, 0.5, 0.8, 1.2, 1.6和 2.0,   的取值从 0.2变化到 1.8

B = 0.5 = J/2 Jj−1 = J ′ = 0.2

Jj(Jj = J ′′)

Fig. 5. Spectral densities for non-symmetric type of link-impurity under different impurity coupling strength. The transverse mag-

netic field   , and the impurity coupling strength   , 0.5, 0.8, 1.2, 1.6 and 2.0 are set in panels (a)–(f),

respectively. The other impurity coupling strength    changes from 0.2 to 1.8.
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Jj = 0.2

Jj = 0.6 Jj−1

Jj−1 J̄

Jj−1

J ≡ 1 Jj−1 = 1.2

Jj = 0.2

Jj = 0.6

B < J Jj Jj−1

Jj−1

Jj

Jj−1 Jj−1

Jj

B = J

中的黑色实线 (对应   )或红色虚线 (对应

 )进行比较, 发现随着  取值的增大, 高

频响应逐渐减弱甚至消失, 低频响应逐渐增强. 显

然这是由于较大的  同样使得平均自旋耦合  

较大, 低频响应逐渐占优势. 当   的取值大于

 时, 图 5(d)—(f)分别对应  , 1.6和

2.0, 结果显示仅在不对称性较明显时出现了微弱

的高频响应 (如图 5(d)—(f)中   所对应的

黑色实线所示, 或图 5(f) 中  所对应的红色

虚线所示), 其他情况几乎为低频响应. 可见, 在

 的情况下,   和  的协同作用更加明显.

当其中某个链接杂质耦合强度如  较小时, 通

过调节  可以得到多种动力学行为之间的交跨;

但当  较大时, 系统的动力学将由  主导, 此

时  的调控不再明显. 但若两个杂质耦合强度差

别较大, 即不对称性较明显时, 此时系统的动力学

将由不对称性主导, 谱密度呈双峰甚至多峰特征,

与  情况下的结论一致.

B > J

B = 1.5 J ≡ 1

下面分析  时的非对称型链接杂质效应.

图 6给出了   ,    时不同杂质位型下的

Jj−1 = 0.4

Jj−1 Jj−1 = 0.4

Jj Jj = 0.2

Jj = 0.2

J̄

ω ≈ B ≈ 1.5 Jj

Jj = 1.0 J̄

ω ̸= 0 Jj = 1.8

ω1 ≈ 0.8 ω2 ≈ 2.7

谱密度. 图 6(a)—(d)分别对应  , 0.8, 1.2

和 1.6. 当  的取值较小时, 例如  , 此

时通过调节  的取值, 如取  , 0.6, 1.0, 1.4

和 1.8, 系统的动力学出现了由集体模行为到双峰

行为的交跨. 如图 6(a)所示, 当   或 0.6时

系统表现为集体模行为, 此时平均自旋耦合   较

弱, 系统的动力学由外场主导, 谱密度峰值出现在

 处, 表现为高频响应. 随着   取值的

增大, 如  , 1.4和 1.8, 平均自旋耦合  逐渐

增强, 同时链接杂质的不对称性程度也逐渐明显,

谱密度由单峰逐渐扩展为双峰, 且两峰之间的距离

也逐渐增大, 双峰特征更加明显. 有趣的是, 不同

于前面出现的双峰行为 (见图 3和图 4), 此双峰的

两个峰值均出现在  处. 如  时, 两峰的

位置分别位于低频  和高频  处, 将

其称为双频谱. 这种特殊的双频谱在以往研究中均

未出现, 显然这是非对称型链接杂质在强磁场下调

控的结果.

Jj−1 = 0.8 Jj图 6(b)对应   , 通过调节   的取值,

也得到了不同动力学行为之间的交跨. 但与图 6(a)
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B = 1.5 = 1.5J Jj−1 = J ′

Jj−1 Jj = J ′′
图 6    固定横场   , 给出非对称型链接杂质在不同杂质耦合强度下的谱密度 , 固定   , 图 (a)—(d)中的

 分别取值为 0.4, 0.8, 1.2和 1.6;   的取值从 0.2变化到 1.8

B = 1.5 = 1.5J Jj−1 = J ′ = 0.4

Jj(Jj = J ′′)

Fig. 6. Spectral densities for non-symmetric type of link-impurity under different impurity coupling strength. The transverse mag-

netic field   , and the impurity coupling strength   , 0.8, 1.2和 1.6 are set in panels (a)–(d), respect-

ively. The other impurity coupling strength    changes from 0.2 to 1.8.
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Jj

Jj = 0.2 Jj = 0.6

Jj = 1.4

J̄

Jj = 0.6 Jj−1 = 0.8

Jj = 0.2

Jj−1 =

1.2 Jj

Jj = 0.2

Jj = 1.0

Jj = 1.4

Jj = 1.0 Jj−1 = 1.2

J̄ Jj−1 =

1.6

B = 2.0 J ≡ 1

不同的是, 随着  取值的增大, 系统出现了由双峰

行为 (对应   )到集体模行为 (对应  

和 1.0), 再到双峰行为 (对应   和 1.8)的两

次交跨, 此交跨顺序也与以往的研究经验不符. 分

析认为双峰行为的出现主要取决于链接杂质的非

对称性程度, 与平均自旋耦合  的关系不明显. 例

如  或 1.0时, 其取值与   的取值

均比较接近, 此时链接杂质的不对称程度较低, 系

统表现为集体模行为; 但当不对称程度较明显时如

 或 1.8时, 均为双峰行为. 分析图 6(c)中

的结果, 也得到了类似的结论. 图 6(c)对应 

 , 结果显示随着   取值的增大, 系统的动力学

出现了由双峰行为 (对应  和 0.6)到集体模

行为 (对应   ),  再到中心峰值行为 (对应

 和 1.8)的两次交跨. 此时双峰行为的出现

依然归因于链接杂质的不对称性较明显; 集体模行

为对应的位型为  ,   , 链接杂质的

不对称程度较低; 而中心峰值行为的出现, 依然归

因于较强的平均自旋耦合  . 图 6(d)对应  

 , 也得到了类似的结果. 此外, 我们还计算了外

场  ,   时不同杂质位型下的谱密度, 得

到类似的结论.

B > J

B ⩽ J

J̄

J̄

J̄ B

以上结果表明, 强磁场 (  )下非对称型

链接杂质的调控机制较为复杂, 明显不同于 

时的情况. 当平均自旋耦合  较弱或链接杂质的不

对称程度较低时, 系统的动力学倾向于呈现集体模

行为; 当平均自旋耦合  较强时, 倾向于呈中心峰

值行为; 但当链接杂质的不对称程度较明显时, 倾

向于呈双频谱特征. 总的来说, 对于非对称型链接

杂质, 其杂质位型比较多, 可以提供更多的调控自

由度, 调控结果也更加丰富, 且更容易激发新的动

力学模式, 比如双频谱. 最终系统的动力学由平均

自旋耦合  、链接杂质的不对称程度及外磁场  的

强度共同决定. 

5   结　论

Jj−1 = Jj Jj−1 ̸= Jj

J B

本文利用递推关系方法研究了链接杂质对一

维量子 Ising模型动力学性质的调控, 考虑了对称

型 (  )和非对称型 (  )两类链接

杂质, 得到了丰富的动力学结果. 由于链接杂质的

出现, 主体格点自旋耦合  和外磁场  之间原有的

竞争关系被打破, 系统的动力学最终取决于链接杂

J̄

B

质和主体格点自旋耦合的平均效应  、链接杂质的

不对称程度及外磁场  的强度等多因素之间的协

同作用. 研究表明, 在链接杂质的调控下能够轻松

实现不同动力学行为之间的交跨, 且更容易激发出

新的动力学模式.

J̄

J̄

对于对称型链接杂质, 不同动力学行为之间的

交跨主要由链接杂质耦合强度来调控, 其调控机制

为: 较弱的杂质耦合, 使得   较弱, 此时系统的动

力学由外场主导, 倾向于呈集体模行为或类集体模

行为; 而较强的杂质耦合, 使得   较强, 此时系统

的动力学由自旋耦合主导, 倾向于呈中心峰值行为;

此调控机制同样适用于非对称型链接杂质. 有趣的

是, 在非对称型链接杂质下, 除了杂质耦合强度的

调控, 还存在链接杂质的非对称性这一调控机制.

当链接杂质的不对称程度较明显时, 系统的动力学

将由不对称性主导, 能够出现与以往研究经验不符

的交跨顺序, 且更容易激发出新的动力学模式, 如

双峰、多峰或双频谱特征. 与已有研究结果进行比

较, 发现链接杂质的调控结果更加丰富, 且具有独

特的优势. 因此利用链接杂质来调控量子自旋系统

的动力学, 不失为一种新的尝试.
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Abstract
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It is of considerable theoretical significance to study the effects of impurity on spin dynamics of quantum

spin  systems.  In  this  paper,  the  dynamical  properties  of  the  one-dimensional  quantum  Ising  model  with

symmetric  and  asymmetric  link-impurity  are  investigated  by  the  recursion  method,  respectively.  The

autocorrelation  function      and  the  associated  spectral  density      are

calculated. The Hamiltonian of the Ising model with link-impurity can be written as

　　  

where     is the nearest-neighbor exchange coupling of the main spin chain,     denotes the external transverse

magnetic field,     are Pauli matrices at site    . The constant 1/2 is introduced for the convenience

of  theoretical  deduction,  and N  is  the  number  of  spins.  The  so-called  link-impurity      (  )  is  randomly

introduced,  which denotes  the  exchange  coupling  between the  j th  spin  and the  (j + 1)th  spin  (the  (j – 1)th
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B ⩽ J B = 0.5

J̄ J̄

Jj−1 Jj

B > J B = 1.5 J̄ Jj−1 Jj
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Jj−1 Jj

ω1 ̸= 0 ω2 ̸= 0

spin).  The  symmetric  link-impurity  and  asymmetric  link-impurity  correspond  to  the  case  of      and

 , respectively. The periodic boundary conditions are assumed in the theoretical calculation.

　　After introducing the link-impurity, the original competition between     and     in the pure Ising model is

broken. The dynamic behavior of the system depends on synergistic effect of multiple factors, such as the mean

spin  coupling      between      and  the  link-impurity,  the  asymmetry  degree  between      and    ,  and  the

strength of the external magnetic field. In calculation, the exchange couplings of the main spin chain are set to

  to fix the energy scale. We first consider the effects of symmetric link-impurity. The reference values can

be  set  to      (e.g.  0.4,  0.6  or  0.8)  or      (e.g.  1.2,  1.6,  2.0),  which  are  called  weak  or

strong impurity coupling. When the magnetic field    (e.g.,   , 1.5 or 2.0), it is found that the dynamic

behavior of the system exhibits a crossover from a collective-mode behavior to a central-peak behavior as the

impurity strength     increases. Interestingly, for     (e.g.     or 0.7), there are two crossovers

that are a collective-mode-like behavior to a double-peak behavior, then to a central-peak behavior as  

increases.

　 　For  the  case  of  asymmetric  link-impurity,  the  impurity  configuration  is  more  complex.  Using  the

cooperation between     and    , more freedoms of regulation can be provided and the dynamical properties

are more abundant.  For the case of      (e.g.    ,  1.0),  the system tends to exhibit  a collective-mode

behavior when the mean spin coupling      is weak, and a central-peak behavior when     are strong. However,

when  the  asymmetry  between      and      is  obvious,  the  system tends  to  exhibit  a  double-  or  multi-peak

behavior. For the case of     (e.g.    , 2.0), when     is weak or the asymmetry between     and   

is not obvious, the system tends to exhibit a collective-mode behavior. When      is strong, it tends to show a

central-peak behavior. However, when the asymmetry between     and      is evident, the bispectral feature

(two spectral peaks appear at    and   ) dominates the dynamics. Under the regulating effect of link-

impurities, the crossover between different dynamic behaviors can be easily realized, and it is easier to stimulate

new dynamic modes,  such as the double-peak behavior,  the collective-mode-like behavior or bispectral  feature

one.  The  results  in  this  work  indicate  that  using  link-impurity  to  manipulate  the  dynamics  of  quantum spin

systems may be a new try.
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