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爆轰实验由于操作风险高、样品制备和测试成本大等特征, 导致实验样本稀疏, 给标定待测物理量的概

率分布和使用机器学习方法带来巨大的挑战. 流形上的概率学习 (probability learning on manifold, PLoM)能

生成丰富的、符合实用常识的、遵循实验数据物理机理的样本, 成为处理小样本的有效工具. 首先将炸药PBX9502

的含有多物理属性实验数据做缩比变换, 然后, 使用主成分分析将缩比数据规范化, 并将规范化矩阵的分量

作为训练集. 进而, 使用改进的多元 Gauss核密度估计法表征训练集的先验概率. 紧接着利用耗散映射提炼

基于训练集的非线性流形. 具体而言, 通过转移矩阵的第一个特征值和对应的特征向量构造耗散基函数和耗

散映射. 其次, 将训练集作为Wiener过程驱动的 Hamilton系统的初值, 先验概率作为不变测度构造 Itô-MCMC

随机数生成器, Störmer-Verlet格式用以求解随机耗散 Hamilton方程. 最后, 采用反演变换, 实现学习集的扩

容. 结果发现, PLoM能生成符合工业生产和高精度模拟需求的密度和爆速的随机数. 利用学习集导出炸药

的密度和爆速服从仿射变换, 密度和爆压服从非线性关系, 密度的微小波动会引起爆速和爆压的剧烈的变化.

比较学习集的变异系数, 还发现爆压离散程度最高, 与已有研究结果相符. 所用方法具备普适性, 能推广到其

他的爆轰系统.
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1   引　言

O O

O

O

爆轰是极端高温  (103 K)、高压  (10 GPa)、

高爆速  (103 m/s)物理化学反应过程, 作用时间

极短  (10 μs)以至于肉眼无法全系统捕捉爆轰演

化过程. 目前, 理论仍不完备, 利用实验数据倒推

关键参数, 导出普适的物理规律是爆轰研究常用的

方法. 然而, 爆轰的极端特征导致实验数据标定依

赖于昂贵的、精密的仪器仪表, 同时超强的威力和

猛度、不易全面准确评估的感度又让操作人员面临

高危作业压力, 进而无法获取大量测试数据. 此外,

爆轰的非线性、多物理耦合性和强间断性, 导致基

于物理守恒定律的高保真模型运算量太大, 因此感

兴趣量 (quantity of interest, QoI)的仿真值也是

样本容量有限 [1–5]. 实验/仿真样本容量不足时, 就

无法保证 QoI统计信息的收敛性, 只能得到粗略

估计值, 会丢失关键信息. 此外, 若实验/仿真样本

容量过小, 则无法直接使用基于人工神经网络的深

度学习等热点机器学习方法. 基于稀疏的实验/仿
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真数据, 利用机器学习导出 QoI的一般物理机理,

是爆轰研究的热点, 也是挑战.

实验研究的另一个挑战在于爆轰演化过程中

始终蕴含不确定度 (uncertainty), 造成数据标定值

的随机波动性. 爆轰的非线性复杂性, 导致参数、

边界条件、几何区域、操作环境的微小变化都能引

起 QoI的剧烈振荡. 正确表征实验不确定度和评价

不确定因素对 QoI的影响, 能提高爆轰的认知程

度. 在核能 [6–9]、航天飞机 [10–12]、量子力学 [13]、汽车 [14]

等领域巨大需求的推动下, 以及美国能源部 [15]、美

国国防部 [16]、美国空军科研办公室 (AFSOR)[17]、

美国海军研究实验室 (NRL)[18,19] 和美国机械工程

师协会 (American Society of  Mechanical  Engin-

eers, AMSE)[20,21] 等部门的倡议和资助下, 不确定

度量化 (uncertainty quantification, UQ)技术发展

迅猛. 近年来, 国内外学者逐步开展爆轰领域 UQ

研究 [22–25], 但是结果异常稀少, 且研究仍集中在仿

真不确定度, 对实验不确定度的研究极为罕见. 特

别是, 如何定量表征高维 (多物理属性)小样本爆

轰实验数据的不确定度并评估其影响, 未见报道.

针对高维小样本爆轰实验数据, 单纯增加物理

实验次数并不现实, 自然的想法是使用机器学习方

法扩大样本容量. 但难点在于待标定数据的概率分

布函数未知, 甚至有界支集 (support set)未知. 另

外, 高维样本点带有多个物理属性, 如何保证生成

的样本点能保持不同属性之间的物理机理? Soize

和 Ghanem[26] 于 2016年提出的流形上的概率学

习 (probability  learning  on  manifold,  PLoM)方

法耦合 Itô-MCMC(Markov  chain  Monte  Carlo,

MCMC)采样和流形嵌入技术, 实现高维小样本实

验数据集的有效扩容, 已经在超音速燃烧冲压发动

机 (scramjet)[27]、超音速喷嘴 [28]、高铁节能优化 [29]、

失协叶盘 [30] 等高科技领域证明了该方法的实用

性和优越性. PLoM方法的优点在于: 首先, 经典

MCMC方法中, Metropolis-Hastings算法难点在

于建议分布的构造凭经验, 没有普适的规律可循,

且高维采样计算成本太大 [31,32]. Gibbs算法难点至

于计算边际分布 [33]. 相比之下, 基于 Itô-MCMC

的 PLoM方法没有以上问题困扰, 具备高维样本

生成可行性. 其次, 经典 MCMC方法得到的采样

虽然能够导出物理量自身的统计特征, 但是不会集

中在特定的流形上, 破坏了数据的局部几何结构,

即破坏了实验样本不同物理属性之间的物理运行

机理. 而 PLoM方法通过使用流形嵌入方法, 发掘

低维流形结构, 将基于 Wiener过程驱动的耗散

Hamilton系统的解空间在流形上投影, 从而生成

的样本集中在耗散映射定义的非线性流形上. 不仅

能导出物理量自身的统计规律, 还能更精确导出物

理机理. 再次, 与经典MCMC相比, PLoM方法计

算成本较低. 最后, 当高维小样本实验数据受到噪

声污染时, PLoM方法表现出较强的鲁棒性.

综上所述,  PLoM方法的以上特征 ,  成为刻

画稀疏样本的高维爆轰实验数据潜在有效工具.

PLoM生成的丰富的电子实验数据, 易于导出炸药

的密度和爆速等物理量的概率密度函数, 还保持了

不同物理属性之间的物理运行机理, 为更准确地理

解爆轰动力行为打下坚实的基础. 

2   PBX9502实验数据预处理和输入
不确定度来源

PBX9502是一款性能优越的钝感高能炸

药, 在常规武器和核武器领域应用广泛. 组分为

95%的 TATB和 5%的 Kel F 800, 理论最大密度

1942 kg/m3.  Los Alamos国家实验室 (LANL)标

定的 PBX9502炸药密度和爆速实验数据如图 1

所示 [34], 其中操作环境为室温 24 ℃, 药柱直径范

围为 8—50 mm, 由于 PBX9502制备和实验标定

成本较高, 导致样本容量 N 有限.

 
 

1885 1886 1887 1888 1889

/(kgSm-3)

1890 1891 1892
7400

7450

7500

7550


/
(m
Ss
-
1
) 7600

7650

7700

图 1　PBX9502炸药密度和爆速图

Fig. 1. Scatter  plot  of  density  and  detonation  velocity  of

explosive PBX 9502.
 

Xd ∈ Rnd×N nd = 2

将图 1中 nd 个属性的 N 个样本点表征为矩阵

 .   为样本点的物理属性的个数,

第 1行为 PBX9502的密度, 第 2行为爆速, 矩阵

列数 N = 10为有效样本点数量.
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D

必须指出, 爆轰实验数据时刻受到到噪声污

染, 因此取值并非一成不变. 如图 2所示 [35], 压制

成型过程中产生的孔隙、空腔、扭结、裂纹、结晶使

得 PBX9502的密度标定值中含有不确定度 [36,37].

爆速  的不确定度归因于操作条件限制和测量技

术. 非参数统计由于理论的完备性, 成为辨识和刻

画物理量的不确定度的有力工具.

 
 

1 mm

图 2　PBX 9502的偏光显微镜图 [35]

Fig. 2. Polarizing light microscope images of PBX-9502[35].
 

Rnd

在概率统计的范畴内, 实验数据被认为是满足

某种机理的高维随机向量的抽样. 但是实验数据服

从的 PDF未知. 同时, PBX9502的密度和爆速满

足某种物理机理, 即随机向量的支集属于  空间

的有界子集, 有效抽样必须落在某种流形上. 遗憾

的是, 此流形的结构未知. 接下来将利用实验数据

提供的有限信息, 寻找随机向量的概率密度函数

(probability density function, PDF). 

3   流形上的概率学习
 

3.1    实验数据矩阵的缩比处理

Xd

X̃ = [x̃ij ]nd×N

为了后续更好地应用概率方法, 首先将第 2节

实验数据矩阵  进行伸缩变换, 得到缩比 (scaling)

矩阵  , 具体步骤为
 

x̃ij =
xdij − xdi1 ∧ xdi2 ∧ · · · ∧ xdiN

xdi1 ∨ xdi2 ∨ · · · ∨ xdiN − xdi1 ∧ xdi2 ∧ · · · ∧ xdiN
,

xdij ∈Xd, (1)

∨,∧ a ∨ b = max {a, b} , a ∧ b =

min {a, b}
式中,  算子   定义为  

 .

X̃ X̃ = [x̃1, x̃2, · · · , x̃N ] ,

x̃i ∈ Rnd , i = 1, 2, · · · , N X̃

将矩阵  按列分块得  

 , 则   的平均值向量和协

方差矩阵定义为 

m =
1

N

N∑
j=1

x̃j , C =
1

N − 1

N∑
j=1

(x̃j −m)(x̃j −m)
T
,

(2)

Cξk = µkξk,

k = 1, 2, · · · , nd rank(C) = υ ⩽
nd 0 < µ1 ⩽ µ2 ⩽ · · · ⩽ µυ, ξ

Tξ = Iυ ∈ Rυ×υ,

ξ = [ξ1, ξ2, · · · , ξυ] ∈ Rnd×υ

υ = 2

式中 C 的特征值和标准化特征向量  

 ,  其中矩阵 C 的秩  

 ,  且    

 . 将图 1中实验数据信

息代入 (1)式和 (2)式, 计算特征值和特征向量,

得到秩  , 特征值的具体取值见图 3.
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图 3　缩比矩阵 C 特征值

Fig. 3. Eigenvalues of scaling matrix C.
  

3.2    主成分分析及矩阵的规范化

ξ

X ∈ Rnd×N

按照主成分分析 (principle component analy-

sis, PCA)原理, 利用 3.1节所得特征向量矩阵   ,

构造随机矩阵  的分解式为 

X = X̄ + ξµ1/2H, H ∈ Rnd×N , (3)

X̄ = [m,m, · · · ,m] ∈ Rnd×N µ = diag{µ1,

µ2, · · · , µυ} X X̃

H

式中,    ,   

 . 将   的采样点   代入 (3)式 , 得到

 的采样点: 

ηd = µ
−1/2ξT

(
X̃ − X̄

)
. (4)

ηd ηd =
[
ηd1,η

d
2, · · · ,ηdN

]
, ηdi ∈ Rυ,

i = 1, 2, · · · , N
将矩阵  按列分块 

 , 经计算可得 

m′ =
1

N

N∑
j=1

ηdj = 0, C ′ =
1

N − 1

N∑
j=1

ηdj(η
d
j)

T
= Iυ.

{ηd1,ηd2, · · · ,ηdN}
即 (4)式生成的 N 个中心化、不相关样本点集

 .

Rυ {ηd1,ηd2, · · · ,ηdN}
Dtrain = {ηd1,ηd2, · · · ,ηdN} Dtrain

ηd,1 ηd ηd,2 ηd

将  值样本点   作为训练集,

记做  .   具体信息如图 4

所示, 其中  表示  的第 1个分量,   表示 

的第 2个分量.
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注 1　PCA的主要目的是规范化, 而不是降

维. 即将原始输入数据转化为期望为 0, 协方差矩

阵为单位矩阵的随机向量, 预处理后的矩阵有利于

使用 Gauss核密度估计. 

3.3    基于 Gauss 核密度估计的先验估计

ηd = {ηd1,
ηd2, · · · ,ηdN}

Gauss核密度估计法结合训练集  

 , 首先构造随机向量的概率模型如下: 

ρY (y)=
1

N

N∑
i=1

1

(
√
2πŝ)υ

exp

(
− 1

2ŝ2

∥∥∥∥ ŝ

sSB
ηd
i − y

∥∥∥∥2
)
,

y ∈ Rυ, (5)

ŝ=sSB

(
s2SB +

N−1

N

)−1/2

∥ · ∥ Rυ

sSB

sSB =
[ 4

N(2 + υ)

]1/(υ+4)

ηd ηd

Dtrain

其中  ;   是  空间中的

Euclid范数 ;    为 Silverman带宽 (bandwidth),

定义为  . 由 3.2节可知, 训

练集  是中心化、不相关的矩阵, 且假设   的列

向量相互独立,  因此 (5)式构成随机向量 Y 的

PDF. 我们假设训练集  是随机矩阵 H 的样本

点, 进一步假设, 随机矩阵 H 的列向量相互独立, 则 

ρH(η) =

N∏
i=1

ρY (ηi)

EH = 0,

cov(H,H) = Iυ E
构成随机矩阵 H 的 PDF. 由 (5)式导出  

 ,   和 cov分别代表期望和协方差

算子. 

3.4    基于耗散映射的降阶基函数

定义耗散映射 (diffusion map)矩阵 K 和 B 如下: 

K = [kij ]nd×nd , B = [bij ]nd×nd ,

kij = exp{−(4εDM)
−1∥ηi − ηj∥2}, bij = biδij , (6)

bi =
∑n

j=1
kij δij εDM式中,    ,    为 Kronecker算子,   

P = B−1K Dtrain为光滑参数. 将   定义为训练集   赋

予的图 (graph)上的对应随机游走 (random walk)

的转移矩阵, 用以产生单步转移概率.

计算如下广义特征值问题 

Kψi = λiBψi, i = 1, 2, · · · , nd, (7)

λi,ψi (λiBψi,ψj) =

δij , i, j = 1, 2, · · · , nd

式中  分别为满足正交化条件  

 的特征值和相应的特征向量.

利用图 4结果和 (7)式, 计算在 log10 尺度下转移

矩阵 K 的递减特征值, 结果如图 5所示.
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 

10-2

10-1

100

图 5　log10 尺度下的转移矩阵的特征值递减分布图

Fig. 5. Descending  plot  of  eigenvalues  of  transition  matrix

under log10 scale.
 

Rnd {g1,
g2, · · · , gnd}

构 造  空 间 中 的 耗 散 映 射 基 函 数  

 如下: 

gi = λk
iψi, i = 1, 2, · · · ,m, (8)

G = [g1, g2, · · · , gm], m ⩽
nd

降阶耗散基矩阵定义为 

 , k 代表转移概率的步数.

εDM,m k

k = 2

注 2　基矩阵依赖于   , 而不是   , 本文

选取  , 即使用两步转移概率.

εDM,m  选取的标准是 [38]: 

λ1 > λ2(εopt) ≃ λ3(εopt) ≃ · · · ≃ λmopt(εopt)

≫ λmopt+1(εopt) ⩾ · · · ⩾ λnd(εopt) > 0,
 

m = argmin
i

λi

λ2
< 0.1.

εDM = 4,m = 3

利用图 5结果以及 (7)式和 (8) 式, 经计算本文中

 . 

3.5    随机矩阵H的降阶表征

RN L{g1,
g2, · · · , gm} Dtrain

耗散映射向量生成  中的一个子空间 

 , 通过使用投影法描述训练集  的局

部结构. 具体而言, 给出训练矩阵的降阶表征如下: 

H = ZGT, (9)

 

d,1
-1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5

-2.0

d
,2

1.5

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

ηd图 4    实验数据导出的训练集  

ηdFig. 4. Training set    deduced from experimental data.
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Z ∈ Rυ×m

L{g1, g2, · · · , gm} A = G(GTG)−1

∈ RN×m

其中  , 用来生成学习集. 紧接着, 构造子空

间  上的投影矩阵 

 , 进而得 

Z =HA. (10)
 

3.6    流形上的采样生成学习集

Z(t),Y (t) ∈ Rυ×N

PLoM-MCMC随机数生成器原理是将 Itô随

机微分方程投影到耗散映射基函数上, 即在 3.4节

定义的流形上采样. 设   是稳态

耗散Markov过程, 表征如下: 

dZ = Y (t)dt,

dY = L(Z(t))dt− 1

2
f0Y (t)dt+

√
f0dW , (11)

Z(0) =HdA, Y (0) =KA, K ∈ Rυ×N

W ∈ Rυ×N

υ L(Z(t)) =

L(Z(t)GT)A ∈ Rυ×m L(u)

式中,    的分

量相互独立, 且服从标准正态分布, 即 (11)式的初

值来自于 (12)式的采样.    的列向量是

相互独立的  维标准Wiener过程, 并且 

 , 泛函  定义为 

[L(u)]ij =
1

p(uj)
{∇uj

p(uj)}i,
 

ρ(uj) =
1

N

N∑
i=1

exp

(
− 1

2ŝ2

∥∥∥∥ ŝ

sSB
ui − uj

∥∥∥∥2
)
,

 

∇uj
ρ(uj)

=
1

ιN

N∑
i=1

(τui − uj) exp
(
− 1

2ŝ
∥τui − uj∥2

)
,

τ = ŝ/sSB, ι = ŝ2.

f0

f0 = 4

注 3　随机耗散 Hamilton系统 (1)的解在概

率意义下存在且唯一, 属于稳态、遍历的 Markov

过程, 不变测度为 (5)式. 阻尼参数  以控制扩散

项, 进而快速消除初值造成的瞬态振荡, 尽快到达

稳态时刻, 本文选取  .

等步长的 Störmer-Verlet格式能有效求解

Wiener过程驱动的耗散 Hamilton系统 (11), 此方

法经 Hairer等 [39] 改进后满足能量守恒, 格式如下: 

Zi+1/2 = Zi +
∆t

2
Yi,

Yi+1=
1− b

1 + b
Yi+

∆t

1 + b
Li+1/2+

√
f0

1 + b
∆Wi+1,

Zi+1 = Zi+1/2 +
∆t

2
Yi, i = 1, 2, · · · ,M, (12)

Li+1/2 = L(Zi+1/2), b = f0∆t/4, M=30,∆t =其中 

0.238  是系统 (11)的离散步长.

由 (9)式—(12)式得
 

H=Z (lν)GT, ν=M0∆t, l=1, 2, · · · , nMC, (13)

M0 = 18式中,   .

经计算得 PLoM生成的 4000个样本的学习

集, 并给出 H 的前两个分量 H1 和 H2 的 PDF, 具

体结果见图 6和图 7.

注 4　H 是一个唯象中间变量, 是通过主成分

分析导出的期望为 0, 协方差矩阵为单位矩阵的随

机向量, 即规范化随机变量. H 没有物理意义, 仅

仅为处理数据引入的唯象参数.
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图 6    PLoM生成的 4000个样本的学习集

Fig. 6. The  4000 additional  samples  of  learning  set  gener-

ated from PLoM.

 

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

1

-3 -2 -1 0 1 2 3
0

0.7

P
D
F

0 2 4

0.2

0.4

0.6

2

-4 -2
0

0.8

P
D
F

图 7    PLoM生成的 4000个样本

Fig. 7. The 4000 additional samples generated from PLoM.
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3.7    流形上的采样

Dlearn = {(ρi, Di), i =

1, 2, · · · , Nlearn} Nlearn = 4000

将图 6中的样本点代入仿射变换 (3), 最终生

成 QoI的采样点, 具体结果见图 8. PLoM生成的

电子实验数据样本足够丰富, 克服了实验数据的稀

疏性, 是物理实验的有效替代方案. 将密度和爆速

的所有采样点, 记作学习集  

 , 其中   . 从图 8可以大

致看出密度和爆速满足线性关系.
  

1882 1884 1886 1888 1890 1892 1894 1896
7300

7400
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7600

7700
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7900
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
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-
1
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图 8　PLoM生成的 4000个电子实验数据

Fig. 8. The 4000 samples of digital experimental data gener-

ated from PLoM.
  

4   结果分析
 

4.1    PLoM 方法流程图和方法验证

依据第 3节, 流形上的概率学习方法的流程图

如图 9所示.

R3

假设 N 个数据沿圆柱螺旋曲线施加 Gauss振

荡, 样本容量 N = 150, 具体结果见图 10(a). 必须

指出, 我们事先并不知道数据的采样方法. 使用

PLoM方法生成 750000个样本, 具体结果见图 10(b).

由图 10可知, 生成的样本仍然集中在  中的有界

R3流形, 即螺旋曲线上, 而不是弥漫在整个   空间.

这说明 PLoM方法能够保持和再现数据的几何结

构, 验证了 PLoM方法在数据扩容方面的有效性.

R3

为进一步验证 PLoM方法的有效性, 对圆锥

螺旋曲线施加 Gauss噪声扰动, 得到 100个数据,

具体结果见图 11(a). 然后, 使用 PLoM方法生成

100000个样本 , 具体结果见图 11(b). 由图 11可

知, 生成的样本仍然集中在  中对数螺旋曲线上.

这进一步说明了 PLoM方法能够保持和再现数据

的几何结构的能力. 

4.2    QoI 的统计信息
 

4.2.1    基于最大信息熵理论的概率密度函数

根据图 8导出 PBX-9502初始密度和爆速的

统计直方图, 如图 12所示. 当物理量样本足够丰

富时, 可以使用非参数统计方法, 导出物理量的随

 

试验数据矩阵化处理

矩阵的缩比变换

基于主成分分析的缩比矩阵的规范化

导出训练集

基于核密度估计法的训练集的先验概率

利用耗散映射构造非线性流形

基于随机耗散Hamilton系统的Ito-MCMC随机数生成器

反演变换导出学习集

统计后处理

图 9    流形上概率学习方法的流程图

Fig. 9. Flow chart of PLoM.
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图 10    基于圆柱螺旋曲线的 PLoM方法验证图　(a)原始数据; (b)生成数据

Fig. 10. Verification of PLoM methodology based on cylindrical helix curve: (a) Original samples; (b) generating data.
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机模型. 本文使用最大熵信息方法MaxEnt (maxi-

mum entropy information)[40,41], 导出密度和爆速

的 PDF, 具体结果见图 13. 由图 13可以看出, 密

度和爆速的 PDF属于一种非 Gauss分布, 具有多

峰态特征. 实验数据, 特别是爆速, 没有集中在某

个特殊值附近. 这与实验操作时, 药柱直径取值范

围较大有关.

进一步导出 PBX9502的密度的期望值为

2.4 kg/m3

1889 kg/m3
×100%=0.13% [1885,

1893] kg/m3

[1885, 1893] kg/m3 ⊂ [1885,

1895] kg/m3

1889 kg/m3 和标准差为 2.4 kg/m3,  变异系数为

 , 95%置信区间为  

 . 洛斯阿拉莫斯国家实验室 (Los Ala-

mos National Laboratory, LANL)国家实验室 Cam-

pbel[34] 标定的 PBX9502的密度取值范围为 (1890

±5) kg/m3. 比较发现,   

 . 因此, PLoM给出了一种密度标定方

法, 且结果是可信的, PLoM生成的密度随机样本
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图 11    基于圆锥螺旋曲线的 PLoM方法验证图　(a)原始数据; (b)生成数据

Fig. 11. Verification of PLoM methodology based on cone helix curve: (a) Original samples; (b) generating data.
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图 12    PBX-9502密度和爆速的概率密度函数　(a)密度; (b)爆速

Fig. 12. PDF of detonation velocity of PBX-9502: (a) Density; (b) detonation velocity.
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图 13    QoI的概率密度函数　(a)密度; (b)爆速

Fig. 13. Probability density function of QoI: (a) Density; (b) detonation velocity.
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能满足工业生产和高精度仿真的要求. 与 LANL

的结果相比, PLoM生成的置信区间收窄了密度的

标定范围. 进一步确认了 PLoM生成的样本的实

用性和有效性.

[7379,

7717] m/s 7710 m/s

91 m/s
7547 m/s

× 100% = 1.21% > 0.13%

利 用 矩 估 计 法 还 导 出 爆 速 的 期 望 值为

7547 m/s和标准差为 91 m/s, 95%置信区间为 

 , 包含孙承纬院士的标定结果  
[1].

这说明爆速的随机生成数也可应用于工业生产和

高精度数值模拟.  同时计算得爆速的变异系数

 , 爆速的变异系

数比密度的变异系数高一个量级, 即爆速比密度的

离散程度更大. 

4.2.2    密度和爆速的线性关系

利用图 8结果, 根据最小二乘法, 导出密度和

爆速服从仿射关系: 

D = ϖ0ρ0 −ϖ1, (14)

ϖ0 = 36.34, ϖ1 = 61119

R2

其中  , 拟合曲线见图 14. 从

图 14可以看出, PLoM生成的随机数集中在  线

性有界区域. 也就是说, 在一定范围内, 爆速和密

度满足线性关系, 爆速伴随着密度的增加而增加,

进一步确认了孙承纬院士的论断——“爆速和密度

服从线性关系, 装药密度对爆速有极大影响”[1].
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图 14　密度和爆速的曲线拟合图

Fig. 14. Curve fitting between density and detonation velo-

city.
 

进而根据 (14)式导出变化率: 

dD
dρ0

= 36.46
m/s

kg/m3
. (15)

这意味着密度的微小变化, 能引发爆速一个量级以

上的振荡, 即爆速的不确定度更大. 这与事实相符,

因为测试爆速的设备更加精密, 实验流程更加复杂 [1].

这说明了实验设计时, 保证 PBX9502压制密度的

精度的重要性. 压制流程不合格的 PBX9502会产

生灾难性的、无法预测的后果. 

4.3    爆压的不确定度传播

按照 Chapman-Jouguet理论, 激波两侧物理

量满足动量守恒定律, 即: 

P − P0 = ρ0(D − u0)(up − u0). (16)

u0 = 0 P0 ≪
P P0 = 0

假设波前速度  . 另一方面, 爆轰过程中 

 , 从而假设  , (16)式简化为 

P = ρ0Dup. (17)

up另一方面, 根据 Hugoniot关系, 波后粒子速度  

和爆速 D 存在线性关系: 

D = c0 + λup, (18)

将 (18)式代入 (17)式得 

P =
ρ0D(D − c0)

λ
. (19)

λ = 1.81 c0 =

2970 m/s

本文利用 LANL实验室 Gustavsen团队标定

的参数 [42], Hugoniot斜率  , 体积声速 

 . 利用 4.2.1节标定的、图 13中的爆速和

密度的 PDF, 结合图 8结果, 利用核密度估计方法

得到爆压 P 的 PDF如图 15所示. 经计算得到爆

压期望值为 36.07 GPa, 标准差为 1.61 GPa.
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图 15　爆压的概率密度函数

Fig. 15. PDF of detonation pressure.
 

1.61 GPa
36.07 GPa

× 100% = 4.46%

利用图 15结果 ,  计算得爆压的变异系数

 ,  远大于 4.2.1节爆速

和密度的变异系数. 比较密度、爆速、爆压的变异

系数, 研究发现密度的变异系数最小, 爆压最大,

且比密度的变异系数高一个量级. 研究结果支持孙

承纬院士“爆压的离散程度较高”的论断 [1].

由 (14)式和 (19)式导出: 
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P = a3ρ
3
0 + a2ρ

2
0 + a1ρ0, (20)

a3 = ϖ2
0/λ, a2 = −2

ϖ1ϖ0

λ
− c0ϖ0

λ
, a1 =

ϖ1ϖ0 +ϖ2
1

λ

此时,   

 . (20)式表明, 爆压和密度服从非线性

函数关系. 众所周知, 爆压测量的实验流程复杂,

成本较大, (20)式恰好为爆压代理模型, 为爆压标

定提供了一种新的经济快捷的途径.
dP
dρ0

= 3a3ρ
2
0 + 2a2ρ0 + a1由 (20)式计算得:    ,

这说明 PBX9502初始密度的微小变化, 能引起爆

压的较大振荡, 且密度的变化对爆压的影响比爆速

更大. 确认了爆压标定实验流程中, 保证炸药密度

压制精度的重要性. 

5   结　论

ηd

ηd

PLoM方法本质上属于机器学习, 该方法将基

于几何耗散的流形嵌入和 Itô-MCMC结合, 实现

了实验数据集的有效扩容, 丰富了样本信息. 首先

将具有 nd 个物理属性的 N 个样本点当作某个随机

矩阵的抽样, 用 Xd 表征. 再将高维小样本实验数

据做缩比处理. 接着利用 PCA将缩比矩阵进一步

规范化, 得到训练集  . 然后, 利用容量有限的训

练集和 Gauss核密度估计法构造随机向量的先验

PDF, 接着利用训练集   构造基于耗散映射和相

应的流形以及投影矩阵. 另一方面, MCMC随机

数生成器是基于 Wiener过程驱动的耗散 Hamil-

ton系统, 其初值为规范化样本点构成的数据矩阵.

将 Itô-MCMC抽样限制在耗散映射定义的流形上,

得到学习集. 最后使用反演变换生成密度和爆速的

电子实验数据.

使用的关键技术还包括: 第一, 基于训练集和

几何耗散方法, 构造耗散基函数. 耗散基函数能发

掘和刻画数据结构的几何特征, 探索样本聚集的流

形. 第二, Itô-MCMC的不变测度与训练集的Gauss

核密度估计密切相关, 结合流形嵌入方法, 将采样

限制在流形上. 生成的样本, 不仅自身的概率分布

符合实际, 而且保留了相关物理量的物理信息和几

何结构. 第三, 使用 Störmer-Verlet格式计算Wie-

ner过程驱动的耗散 Hamilton系统, 该算法易于

实现并行计算, 进而急剧减少了多核计算机上的程

序运行时间. 还能快速摆脱瞬态振荡, 快速到达指

定不变测度的稳态响应. 最后, 通过验证算例还发

现, PLoM方法受到噪声影响时, 具有抗干扰强的

特点.

将 PLoM生成的随机数进行统计后处理, 能

得到密度和爆速的统计信息, 密度的 95%置信区

间包含于 LANL实验室标定的取值范围. 爆速的

95%置信区间包含孙承纬院士标定的数据. 说明

PLoM生成的密度和爆速的随机数符合工业生产

和高精度仿真的要求, 实现了稀疏实验数据的有效

扩容. 增加电子实验数据后, 还导出更丰富物理信

息. 与增加物理实验次数的策略相比较, 安全性高,

标定成本可以忽略不计. 研究发现, 生成的电子实

验数据保持了 PBX9502的密度和爆速的仿射关

系. 进一步导出, 密度和爆压之间具有非线性函数

关系. 结果表明, 初始密度的微小的变化, 能引起

爆速和爆压的巨大振荡. 确认了爆速和爆压标定实

验流程中, 保证炸药密度压制精度的重要性.

PLoM理论实际上也是一种很好的降维工具,

期间经过了两次降维, 第 1次是 PCA降维, 第 2

次是耗散映射降维. 更复杂系统的降维是我们下一

步的研究目标.
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Abstract

Detonation test is affected by small experimental datasets due to high risk of implementation and the huge

cost of sample production and measurement. The major challenges of limited data consist in constructing the

probability  distribution  of  physical  quantities  and  application  of  machine  learning.  Probability  learning  on

manifold (PLoM) can generate a large number of implementations that are consistent with practical common

knowledge,  while preserving potential  physical  mechanism these generated samples.  So PLoM is viewed as an

efficient tool of tackling small samples. To begin with, experimental data are assumed to be concentrated on an
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unknown  subset  of  Euclidean  space  and  can  be  treated  as  the  sampling  of  random vector  to  be  determined.

Meanwhile,  experimental  problem  is  solved  in  the  framework  of  matrix  and  the  scaling  transformation  is

conducted on the datasets of PBX9502 with multi-physics attributes. Then the principal component analysis is

utilized to normalize the scaling matrix, and the normalization matrix is labeled as training sets. Moreover, the

altered  multi-dimensional  Gaussian  kernel  density  estimation  is  utilized  for  estimating  the  probability

distribution of training set. Furthermore, diffusion map is used to discover and characterize the geometry and

structure  of  dataset.  In  other  words,  nonlinear  manifold  based  on  the  training  set  is  constructed  through

diffusion map. Specifically, the first eigenvalue and corresponding eigenvector is related to the construction of

diffusion basis and diffusion maps. Further, Itô-MCMC sampler is associated with dissipative Hamilton system

driven  by  Wiener  process,  for  which  the  initial  condition  is  set  to  be  training  set,  and  prior  probability  is

conceived as invariant measure.  Störmer-Verlet scheme is  used for solving the stochastic dissipative Hamilton

equations. Finally, additional realizations of learning dataset are fulfilled through the inversion transformation.

The result shows that random number generated from PLoM satisfies the requirements of industrial and high

fidelity simulation. The 95% confidence interval  of  density is  included in the range calibrated by Los Alamos

National Laboratory. And the value of detonation velocity calibrated by Prof. Chengwei Sun [Sun C W, Wei Y

Z, Zhou Z K 2000 Applied Detonation Physics (Beijing: National Defense Industry Press) p224] also falls into

95% confidence interval of detonation velocity generated by PLoM. It is also deduced from the learning set that

density  and  detonation  velocity  satisfies  the  affine  transformation.  Furthermore,  detonation  pressure  has

nonlinear relationship with density. Tiny variation of density can lead to magnificent fluctuation of detonation

pressure and detonation velocity. Detonation pressure has the largest discreetness in all the physical quantities

through  the  comparison  of  variation  coefficients  of  learning  set,  which  coincides  with  the  existing  research

results. The method used is universal enough and can be extended to other detonation systems.

Keywords: probabilistic learning on manifold, diffusion map, stochastic dissipative Hamilton equations, small
datasets, detonation, uncertainty quantification
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