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合金凝固过程中的收缩行为是决定铸锭质量的关键因素之一, 利用数值模拟方法可以预测铸锭缩孔. 本

文建立了一种基于机器学习的动网格模型, 能够模拟铸件凝固过程的动态收缩行为. 采用元胞自动机进行铸

件凝固模拟, 采用径向基函数算法 (radial basis function, RBF)和支持向量机算法 (support vector machines,

SVM)计算凝固收缩过程的网格运动位移, 从而对凝固过程收缩的动态模拟. 采用该模型计算了 Al-4.7%Cu

合金铸锭的缩孔形貌, 并进行了对应的浇铸实验验证, 模拟结果与实验结果的误差不超过 2%, 符合较好. 说

明该模型能够有效捕捉凝固收缩引起的铸件变形的动态过程, 且能够捕捉固液界面复杂形貌的演变, 为凝固

过程数值模拟提供了一种新思路.
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1   引　言

缩孔和缩松是铸件凝固过程产生的主要缺陷,

其成因是合金在凝固过程中发生收缩, 最后凝固的

区域得不到有效的液态金属补缩而产生的. 缩孔缩

松会明显降低铸件的力学性能, 缩短服役寿命, 因

此需要采取恰当的工艺加以消除. 利用数值模拟技

术可以有效预测凝固过程中铸件的收缩情况, 并根

据模拟结果对工艺进行优化, 从而减少缩孔缺陷的

出现, 是一种低成本高效率的方法.

对铸件缩孔缩松缺陷预测的数值模拟研究可

以追溯到 20世纪初期 [1], 早期的研究主要依赖于

经验公式和简单的物理模型 [2], 主要有等温曲线

法、等固相率法、收缩量法、温度梯度法、流导法

等, 这些方法可以在一定程度上预测缺陷产生的位

置和大小, 但都有局限性, 如等温曲线法和等固相

率法是通过判断等温线和等固相率小于某一临界

值时, 将其内部单元认定为收缩缺陷, 但在等温线

或等固相率闭合回路出现开口时则难以判断. 再

如流导法则需要根据不同合金获得其适合的透

过率才能进行预测. 20世纪 60年代, Piwonka 和

Flemings[3] 一起提出了基于达西定律流动模型的

缩孔预测方法, 采用达西定律描述糊状区中液态金

属的流动, 通过计算流动受阻导致的压力降来预测

缩孔的形成, 然而该模型假设条件过于理想化, 难以

应用于复杂几何形状的铸件模拟, 尽管如此, 这一

模型为后续研究奠定了基础. 1981年, Niyama等 [4]

提出了基于温度梯度和冷却速率的经验公式, 即

Niyama判据, 该判据在一定范围内不受铸件的材

料和形状的影响, 能够有效地对铸钢件进行缩松缩

孔预测. 1996年, 贾宝仟和柳百成 [5] 通过对铝铜合

金的一次枝晶间距的计算公式推导得到新的判据

公式, 证明了 Niyama判据的正确性, 然而该模型
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本质仍然依赖于经验公式, 受限于特定的材料和工

艺参数, 预测精度在某些情况下受到限制. 20世

纪 90年代, Stefanescu等 [6] 结合热传导、液态金属

流动和固态金属三者的耦合构建了热-流-固耦合模

型, 通过同时考虑三场耦合提供了更为全面的预测

方法, 尽管这一模型大大提高了预测精度, 但也增

加了计算复杂度和时间成本. 21世纪初, Carlson

和 Beckermann[7] 将氢扩散和固相微观结构考虑进

随机孔隙形核模型, 提出 CS模型. 2001年 Lee等 [8]

通过模拟晶粒形核和生长的元胞自动机方法, 结合

扩展到三维的 CS模型模拟孔隙和晶粒的生长模

拟缩松缩孔, 但是由于元胞自动机方法本身的模拟

尺度较小, 导致计算时间过长, 难以应用到大规模工

业生产中去. 最近几年的研究包括Khalajzadeh等 [9]

于 2017年提出一种孔隙中心模型, 2020年进行了

改进, 用于描述金属合金在凝固过程中由于气体和

收缩引起的孔隙形成, 该模型采用理想气体定律

和 Laplace方程, 结合液体压力变化、气体扩散和

冷却速率, 描述了孔隙的生长动力学. 通过计算孔

隙半径随冷却速度、热梯度、气体扩散和收缩的时

间演变, 进行孔隙形成和液体流动的双向耦合, 从

而详细分析了孔隙的形核和生长过程. 该算法的缺

点如下: 1)该模型假设冷却速率为常数, 并将孔隙

假设为理想球形, 但实际铸造过程中冷却速率可能

变化, 实际孔隙的形状可能更复杂, 尤其是在收缩

和气体同时作用的情况下; 2)该模型强依赖于多

个参数的精确值, 如表面张力、气体扩散系数等,

而这些参数在不同材料和工艺条件下可能有所不

同, 获取这些参数困难且不准确; 3)对初始条件和

边界条件非常敏感, 任何微小的误差都可能导致最

终结果的显著偏差; 4)该模型涉及多个非线性方

程的求解, 计算复杂度较高, 尤其是处理大规模复

杂铸件时, 可能会导致计算时间过长.

目前对铸件收缩数值模拟的研究取得了显著

进展, 研究者们正在探索新兴的技术和方法, 以提

高铸件收缩模拟的精度和效率, 例如, 机器学习和

人工智能技术正在逐渐应用于铸件过程数值模拟

中. 通过训练大量的实验数据, 机器学习模型可以

识别和优化铸造工艺中的关键参数, 提高模拟的准

确性和实时性. 此外, 并行计算和高性能计算技术

的发展也为复杂铸件的模拟提供了强有力的支持.

然而在实际应用中仍面临诸多挑战: 1)现有的模

型虽然能够准确模拟收缩孔隙的形成过程, 但其计

算复杂度较高, 求解时间耗时长, 对计算资源要求

高, 尤其是在处理复杂的铸件几何形状和多变的工

艺参数时更是如此. 这严重限制了现有模型在实际

工业生产中的应用; 2) 许多模型具有较强的参数

依赖性, 即对物理场参数过于敏感, 细微的参数差

距会导致计算结果截然不同, 而这些参数的获取往

往困难且不准确; 3)缩孔形成过程中涉及复杂的

质量传输、热传导和相变耦合, 这些过程的精确模

拟仍然具有很大的难度等.

为了解决上述问题, 本文在元胞自动机算法模

拟铸锭凝固过程的基础上, 提出了一种动态求解凝

固过程收缩的思路. 将元胞的位置矢量随凝固过程

的位移变化作为求解对象, 应用动网格技术求解每

个时刻下的位置矢量. 在动网格中, 网格的动态调

整通常依赖于复杂的物理特征数据, 如流体速度、

压力、网格温度等 ,  支持向量机 (support vector

machines, SVM)算法擅长分类这些特征数据 [10],

在动网格中可以帮助确定何时以及如何调整网格

位置, 例如: 在多相流的模拟中, SVM可以用来识

别不同流体相边界或不同流动模式下的区域, 从而

在这些区域计算网格位置的变化. 动网格技术的本

质是解决非线性问题,  径向基函数 (radial basis

function, RBF)算法 [11] 擅长处理该问题, RBF可

以通过对网格节点间的关系进行非线性映射, 预测

流体力学中的细微变化, 例如: 在模拟气流绕过机

翼的过程中,  RBF可以帮助精确建模机翼变形

的非线性行为, 使网格位置或形状随物体运动、边

界变化或者流体特征改变而更新, 从而提高对复

杂流体、结构运动或者多相系统的模拟精度. 故本

文提出两种分别基于 RBF算法和 SVM算法的动

网格技术, 来模拟铸件凝固过程中缩孔形成的动态

过程. 

2   算法原理

动网格技术是一种在数值计算中广泛应用的

方法, 旨在通过随时间动态调整网格的位置或形

状, 以更精确地模拟流体、固体或其他物理系统中

的变化过程. 该技术常用于处理包含移动边界、变

形物体或更大范围运动的复杂问题, 如流体力学中

的波浪传播、结构动力学中的形变分析以及空气动

力学中飞行器的运动模拟 [12].

动网格技术的核心在于通过调整网格节点的
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位置, 使得网格能够灵活适应几何形状和物理特性

的动态变化, 不仅可以提高计算精度, 还能有效减

少计算资源的浪费, 使得计算集中在物理场中变化

距离的区域, 提高整体模拟的效率.

dyi,j = −dx · sin
( i

Lx
· dx · π

)
Lx =

dx ·Nx

以二维平面向下压缩顶部网格为例, 将顶层

网格作为边界, 模拟开始时, 对边界层施加大小

为  的应变 ,  其中  

 , 所得的 t = 5, t = 10的计算结果如图 1

所示.

从图 1可以看到, 网格在中央区域产生了明显

的形变, 且伴随着顶部网格所施加的应变越大中央

区域的形变越剧烈. 动网格的优势就在于此, 当物

体移动或者变形时, 网格会随着物体的边界形状的

变化进行自适应重构, 使得计算精度能够跟随物理

现象的演化而提高 [13]. 正因如此, 可以将动网格技

术应用于铸件凝固过程中的收缩模拟. 凝固过程中

金属的冷却往往伴随体积的收缩, 这种收缩会导致

应力集中、裂纹或者孔洞的产生, 动网格技术能够

帮助准确捕捉铸件在冷却过程中的几何变换和应

力分布, 根据金属的收缩特性对网格位置进行调

整, 实时适应铸件的几何形状, 这样随着铸件冷却,

网格节点也会移动, 使得网格在形变区域保持高精

度, 更不必重新生成网格. 董士虎等 [14] 基于界面追

踪-动网格技术模拟了凝固收缩下 Fe-C合金的宏

观偏析, 通过收缩量追踪空气-熔钢及铸锭界面并

由动网格技术重构计算区域, 利用变形的网格实现

合金凝固体积收缩的计算, 较好地预测了收缩腔形

状, 但美中不足在于该算法的本质是求解整体的收

缩总量之后再施加到顶部网格, 再经过动网格技术

计算各自网格的变形量, 这并不是动态追踪收缩的

动态过程, 没有反映出凝固收缩的物理本质, 即内

部网格的收缩变形驱动了顶部的凹陷. 所以本文着

重于还原动态凝固收缩过程, 将凝固过程与收缩过

程进行耦合计算, 通过计算内部网格的收缩来反映

出顶部收缩腔的动态形成过程. 计算分为两个部

分: 1) 动态标记边界点并计算边界点的位移; 2) 通

过动网格技术动态地将边界点的位移传播给所有

网格. 

2.1    边界点及其位移的确定

本文采用元胞自动机 (cellular automaton)耦

合格子玻尔兹曼方法 (lattice Boltzmann method,

LBM)进行铸件凝固模拟. 其思想是将三维空间中

的实体抽象为一组可以描述实体单位物理信息的

质点集合, 一个元胞的活动受到相邻元胞活动的影

响, 宛如人体的细胞一样彼此交流, 共同构成人体

的组织. 在铸件凝固中, 本文将元胞的状态分为 0,

1, 2, 分别代表液相元胞、界面元胞以及固相元胞

并采用 D2Q9模型来耦合流场、温度场和溶质场.

大量工作已经验证了该物理模型的可靠性与稳定

性 [15–21]. 本文对该模型进行了改进, 将在下文详细

介绍. 元胞的收缩可以体现为元胞中心质点的位

移, 而铸件凝固过程中收缩主要是由于相变和温度

下降, 由于内部网格的温度无时无刻不在发生微小

变化, 若将发生温度变化的元胞都标定为边界点则

失去了动网格算法本身的意义, 故本文仅将已经凝

固完全的固相元胞以及处于半凝固状态的界面元

胞标定为边界点, 需要强调的是边界点的概念是动

网格计算中的概念, 与 CA中的界面元胞不属于同

一个概念. 边界点的运动会带动整体的运动, 通过

 



50403020100



0

10

20

30

40

50(a)



50403020100



0

10

20

30

40

50(b)

图 1    动网格方案示意图　(a) t = 5; (b) t = 10

Fig. 1. Schematic diagram of dynamic grid scheme: (a) t = 5; (b) t = 10.
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计算边界网格的位移矢量与其位置作为机器学习

算法的训练数据集, 进而求得该时刻其他元胞的位

置偏移量. 对于一个边界元胞总的收缩位移为 

ds = dsT + dsP. (1)

(1) 式右边第 1项为元胞因凝固放出显热引起收缩

的位移, 结合 LBM的离散方式, 具体实现为 

dsT =

i=8∑
i=0

dsT
i , (2)

dsT
i其中,    是将空间进行 LBM离散后, 利用线性

膨胀公式计算各个方向上的膨胀量后进行的矢量

求和, 具体表示为
 

dsT
i = [fi (r, t+ δt)− fi (r, t)] · (Tl − Ts)

× ε (T ) · P (r)− P (r + ei) · ei, (3)

r

ε (T) P (r)

ei

式中,   是元胞的位置编码, 为元胞计算平面的矢

量位置, fi 为格子 Boltzmann方程中的离散分布函

数, 此处代表温度的分布函数, Tl 是合金液相线,

Ts 是合金固相线,   为热膨胀系数,   为元

胞的物理平面的实际矢量位置,   为离散方向: 

 

ei =


(0, 0), i = 0,

(cos[(i− 1)π/2], sin[(i− 1)π/2])c, i = 1, 2, 3, 4,

(cos[(2i− 9)π/4], sin[(2i− 9)π/4])
√
2c, i = 5, 6, 7, 8.

(4)

本文的计算平面为二维平面, 采用 D2Q9离散模

式, 如图 2所示.
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图 2　D2Q9模型离散速度分布图

Fig. 2. Discrete velocity distribution of D2Q9 model.
 

上文所述的物理平面是指计算流体力学 (CFD)

中物流体的实际行为. 物理平面关注的是如何将实

际的物理过程准确地建模, 以便于在计算中尽可能

真实地再现这些过程. 与物理平面相对的是计算平

面, 涉及的是如何在计算机上实现和解决物理平面

中描述的流体问题, 计算平面关注的是如何将物理

问题转化为计算问题, 并通过计算机模拟这些问题.

这里以图 3为例说明计算平面和物理平面的

关系. 图 3(a)为所计算模型的实际计算平面, 图 3(b)

为所计算模型的实际物理平面, 是动网格在某个时

间点的计算结果. 图 3(b)中的点 a, b, c 是其中真

实的质点位置, 将物理平面映射到图 3(a)所示的

规则的计算平面, 这个平面的坐标系是正交的, 便

于离散方程和编写程序, 其中的点 a, b, c 是由物

理平面相对应的点的映射.

r + ei ei

(1)式等号右边第 2项是界面元胞的凝固收缩

对整体网格位移的影响项, 对于凝固收缩的处理,

本文基于元胞自动机 zigzag捕获原理提出一种新

的收缩模型. 在 LBM的 DnQm格式中 , 若处于

 位置的液态元胞被 r 处的元胞捕获, 沿  方
 



543210


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4

5(a) 







543210



0

1

2

3

4

5(b)







图 3    (a) 计算平面; (b) 物理平面

Fig. 3. (a) Calculation plane; (b) physical plane.
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ei向生长, 则其收缩方向是沿着  方向的反方向, 以

D2Q9 八元胞捕获 (图 4)为例.
  

I. Unsolidified area

II. Newly solidified area

III. Solidified area

 

图 4　凝固收缩示意图, 其中 I为未凝固区域, II为新近凝

固的区域, III为已凝固区域

Fig. 4. Schematic diagram of solidification shrinkage, where

I is unsolidified area, II is newly solidified area, III is sofidi-

fied area.
 

dfs

dsP

图 4中, I区域为液相区, II区域是在当前时

间步长内增长的固相分数  , III区域是已经凝固

的固相区域. 元胞 i, j 凝固结束后捕获周围 8个元

胞, 图 4中箭头所指方向为每个被捕获元胞的收缩

方向, 则被捕获元胞在一个时间步长内由于凝固收

缩形成的位移  为 

dsP =

k=2∑
k=1

g(k) (x)

=

− dfs
δx

· σ (T ) · eiδt, i < 5,

−
√

dfs · σ (T ) · eiδt, i ⩾ 5,

(5)

σ其中,   为凝固收缩系数, 是通过实验测定的参数,

dfs 是单个时间步长内的增长固相率. 图 5所示为

被捕获元胞如何“吸引”液相元胞靠近以及如何影

响周围元胞的位移的过程, 图 5中每个质点代表一

个元胞, 红色框中的部分为正在生长的固相枝晶部

分, 可从局部放大图中看出其中的元胞密度较高,

已完成凝固的固相元胞在移动的同时带动了周围

未凝固元胞向其靠拢, 在图 5中绿色框的放大图显

示了其中的元胞位置偏向了元胞密集的红色框中

已经凝固的元胞. 该方法有效地再现了铸造过程中

材料收缩的物理现象, 特别是在材料冷却及凝固过

程中表现出与实际情况趋势一致的收缩行为.
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图 5　凝固收缩过程中质点位移示意图

Fig. 5. Schematic  diagram of  mass  displacement during so-

lidification and shrinkage.
 

dfs (T, cl)

与传统的铸件凝固元胞自动机算法不同的地

方在于, 本研究重点关注顶部收缩腔的计算, 是处

于介观维度的, 该算法在理论上可以计算带有二次

枝晶的微观收缩以及应力分布, 将于今后的研究中

进行. 故本研究中将元胞的尺寸进行较大幅度的扩

大以达到完全可以模拟真实大小的铸锭, 且不会大

幅度增加计算时间的程度, 实现思路是忽略传统元

胞自动机中形状参数的影响从而将计算建立在完

全介观的基础上, 扩大每个元胞的体积使得其每一

步的固相增量 dfs 只是温度和液相浓度的函数

 , 通过 LBM耦合计算流场、温度场以及

溶质场. 由于本文在构建 Boltzmann模型时, 采用

了郭照立等 [21] 提出的基于 Bossiness假设的耦合

双分布函数, 故做出如下假设: 1) 流体流动过程中

的黏性热耗散忽略不计; 2) 除密度外其他物性参

数为常数; 3) 对密度仅考虑与体积力有关的项, 其

他各项中的密度均为常数.

本文中耦合三场边界条件为反弹边界条件, 为

确保在模拟过程中保证动量、质量以及热量严格守

恒, 将 LBM演化方程修正为
 

 

fi (x+ ei∆t, t+∆t) = [1− fs (x, t+∆t)] ·
{
1

τf

[
f eq
i (x, t)− fi (x, t)

]
+ ωi · F (x, t)

}
+fs (x, t+∆t) · finv(i) (x+ ei∆t, t) , (6)

 

gi (x+ ei∆t, t+∆t) = [1− fs (x, t+∆t)] ·
{

1

τT

[
geqi (x, t)− gi (x, t)

]
+ ωi ·H (x, t)

}
+fs (x, t+∆t) · ginv(i) (x+ ei∆t, t) , (7)
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mi(x+ ei∆t, t+∆t) = [1− fs(x, t+∆t)] ·
{

1

τc
[meq

i (x, t)−mi(x, t)] + ωi ·M(x, t)

}
+fs(x, t+∆t) ·minv(i)(x+ ei∆t, t), (8)

fi (x, t) gi (x, t) mi (x, t)

τf

τT τc

fs (x, t)

meq
i (x, t)

inv (i) ωi

式中,    ,    ,    分别表示流场、

温度场和溶质场粒子的 i 方向上的分布函数.    ,

 ,   分别为 Chapman-Enskog分析得到的流体

的流场、温度场及溶质场的松弛时间,   是元

胞固相率,   是元胞在 i 方向上的平衡分配

函数,    是 i 方向的反方向,    为 i 方向上的

平衡分配系数. 

2.2    动网格技术

当边界网格的位移可以被计算后, 还需要选择

合适的算法将边界网格的位移辐射到整个计算区

域. 在微观尺度上, 凝固收缩源于金属从液态向固

态转变时, 原子排列方式的根本性改变. 原子排列

由液态中的无序转变为固态中的有序, 这种转变导

致了体积的收缩, 而动网格技术可以通过实时调整

计算网格, 灵活适应固液界面位置的不断变化, 从

而精准捕获凝固收缩引起的形貌演化, 更准确地模

拟铸件凝固过程中的复杂变形. 

2.2.1    RBF算法

神经网络算法是一种广泛应用于模式识别、函

数逼近和机器学习领域的强大工具. RBF算法是

采用了径向基函数作为激活函数的神经网络, 其对

噪声和数据分布的变化具有较好的鲁棒性, 具有良

好的泛化能力和较强的拟合能力, 尤其是在处理非

线性问题时表现突出. RBF算法的核心是径向基

函数, 径向基函数是一种以距离为自变量的函数,

其值仅依赖于输入向量与中心点之间的距离. 作为

一种 3层的前馈神经网络, RBF神经网络除了输

入输出之外仅有一个隐藏层, 早期的 RBF网络隐

藏层中的转化函数是局部响应的高斯函数, 而其他

的向前神经网络, 转换函数一般都是全局响应函

数, 这正是 RBF优于其他网络的原因, 它的网络

模型更精简, 训练时间更短, 同时对函数的逼近也

是最优的: 可以以任意精度逼近任意连续函数, 其

逼近的准确度随着隐藏层层中的神经元数量增多

而提高. 如图 6所示, RBF神经网络的训练过程包

括 3个步骤.

1) 确定隐含层中心. 常用的方法包括随机选

择训练数据中的点或者使用聚类算法来选择边

界点.

2) 计算径向基函数输出. 对于每一个输入向

量, 计算其到各个边界点的距离, 并通过径向基函

数计算输出值.

3) 权重学习. 通常使用线性回归或者最小二

乘法来确定隐含层和输出层之间的连接权重.

对于网格变形的实现, 可以令其在每个三维坐

标方向上采用一个 RBF插值函数, 用来描述整个

计算域内任意位置在该方向上的偏移量. 一般表达

形式如下: 

g(k)(x) =

N0∑
i=1

α
(k)
i ϕ (∥x− xi∥) + p(x), k ∈ {x, y, z} ,

(9)

g(k) (x) x

ϕ

∥ · ∥ xi

Nb α
(k)
i

其中  表示在  位置处网格当前时刻的位移

偏移量, 其中 k 代表方向,   是插值基函数, 参数为

两点之间的欧氏距离  ,    是已知的网格的边

界点,   代表网格边界点的总数, 系数  为 k 方

向上插值函数的系数, 通过边界点已知的位移量相

互确定, 即有 

d
(k)
i = g(k) (xi) , (10)

d
(k)
i i k p(x)

p (x)

p (x)

p (x)

  是  节点  方向上的已知位移量, (8)式中 

为精确恢复网格平移运动的线性多项式, Estruch

等 [22] 比较了带有和不带有  项的 RBF算法, 结

果表明  项对结果的影响很小, 网格质量差异

不大, 故本文省略  项. (8)式的全局形式如下: 

Y (k) = Mα(k) , (11)

其中 

 

1 11
12

1

1
2



1

2



2



1

2



⋯ ⋯

图 6    RBF神经网络示意图

Fig. 6. Schematic diagram of RBF neural network.
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Y =


d1

d2

...

dNb

 , α =


α1

α2

...

αNb

 . (12)

另外 

M =


ϕ11 ϕ12 · · · ϕ1Nb

ϕ21 ϕ22 · · · ϕ2Nb

...
...

. . .
...

ϕNb1 ϕNb2 · · · ϕNbNb

 ,

ϕij = ϕ (∥ xi − xj ∥) , (13)

CPC2 ξ =
xi − xj

R

其中径向基函数目前可分为全局作用函数和局部

作用函数, 其本质区别为某边界点位移对内部节点

位移的影响范围, 考虑到铸件凝固过程中节点的紧

凑性以及各材料补缩能力的不同, 本文选取的径向

基函数为可调节半径 R 的紧支撑型径向基插值函

数  , 取  , 则有
 

ϕ (xi − xj) = f (ξ)

=

{
(1− ξ)

4
(4ξ + 1) , ξ < 1,

0, ξ ⩾ 1.
(14)

更多RBF函数信息及其收敛性可参考文献 [23].

采用上述方案, 矩阵 M 是严格正定且对称的, 且可

以根据 R 的大小调节作用范围, 使得大部分情况

下 M 为稀疏矩阵, 本文采用预条件共轭梯度算法

进行求解 (10)式, 可以保证在 N 次迭代内收敛,

N 为边界点的个数. 

2.2.2    SVM算法

ε

SVM算法最早由 Vapnik等 [24] 在 1979年基

于统计学习理论提出, 1990年其理论得到进一步

发展. 近几年来该机器学习算法已经成功用于多个

领域的回归分析、模式识别以及分类工作等, 例如

财务预测、文本分类或其他复杂工程的预测等. 该

算法主要应用于分类和回归两大类别的应用. 其核

心思路是通过非线性核函数将输入空间映射到一

个高维特征区间, 将原问题转化为在此高维空间求

解一个线性拟合问题, 其分类的目的是在特征空间

上寻找间隔最大的超平面, 由于其忽略了通道阈值

 内的数据像本, 所以回归所得到的拟合函数实际

上仅依赖部分训练数据, 使 SVM算法仅需要少量

的训练样本就可以达到很好的效果.

{(x1, y1) , · · ·, (xn, yn)} ⊂ χ× R
简要介绍 SVM回归算法的理论基础: 假设训

练数据集为  , 当需

要拟合的函数为线性函数时候, 其形式可以写作 

f(x) = ω, x+ b, ω ∈ χ, b ∈ R. (15)

f (x)

yi ε

ω2

SVM回归算法是为了寻找函数  , 使得所

有训练数据  与对应的函数值偏差可控在  之内,

并要求函数曲线越平缓越好, 因此这个问题可以转

化为针对  的二次规划问题: 

min
1

2
ω2 subject to

{
yi − ⟨ω, xi⟩ − b ⩽ ε,

⟨ω, xi⟩+ b− yi ⩽ ε.
(16)

为了更有效率地求解上述问题, 可利用拉格朗

日乘数法转化为对偶问题, 因为对偶问题更容易扩

展到非线性函数. 其拉格朗日函数可以写为 

L =
1

2
ω2 −

n∑
i=1

αi (ε− yi + ω,xi + b)

−
n∑

i=1

α∗
i (ε+ yi − ω,xi − b) . (17)

αi, α
*
i ⩾ 0因为  , 因此

 

min
1

2
ω2 = min

(
max

αi,α∗
i ⩾0

L
)
. (18)

满足 KKT条件, 故 (18)式中 min和 max交

换位置并不影响结果, 即有 

min
1

2
ω2 = max

αi,α∗
i ⩾0

(
min
ω,b

L
)
. (19)

L (ω, b)所以  函数对  的偏导为 0, 有
 

ω =

n∑
i=1

(αi − α∗
i )xi (20)

 

n∑
i=1

(αi − α∗
i ) = 0. (21)

因此对偶优化问题可以转化为 

max

{
− 1

2

n∑
i,j=1

(
αi − α*

i

) (
αj − α*

j

)
⟨xi,xj⟩

− ε

n∑
i=1

(
αi + α*

i

)
+

n∑
i=1

yi
(
αi − α*

i

)}
,

subject to αi, α
*
i ⩾ 0, and

n∑
i=1

(
αi − α*

i

)
= 0. (22)

αi, α
*
i求解 (22)式即可求得   , 所要求的函数可以

写作 
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f(x) =

n∑
i=1

(αi − α∗
i ) ⟨xi,x⟩+ b. (23)

k (xi,x)

SVM算法可以用核技巧将数据映射到一个高

维特征空间, 使得在该高维空间中线性回归函数可

以具有更高的拟合精度,  具体方法是用核函数

 代替原始数据, 相当于将样本扩展到高维

后进行点乘, 其得到的结果等同于样本代入该和函

数后的值, 由此, 回归函数变为 

f(x) =

n∑
i=1

(αi − α∗
i ) k (xi,x) + b. (24)

实际上只需要很少的训练数据就可以得到精

度较高的拟合函数, 这些训练数据称为支持向量,

在本文中以边界节点的位置和位移量作为输入, 构

造一个非线性函数空间中其他位置节点的偏移量,

使用输入数据训练模型系数, 再用该模型预测每个

时步内所有节点的位移量. 

3   模型检验
 

3.1    计算条件

400× 400

125 μm
9.81 m/s2

300 K

图 7是本文数值模拟所用的物理模型, 计算区

域为 50 mm×50 mm, 划分为   个均匀结

构体网格, 取网格尺寸为   , 重力加速度为

 , 采用第 3类边界条件, 铸件的顶部绝热,

周围环境的温度恒定为  , 对流换热系数为

300 W/(m2·℃) . 选取合金仍为 Al-0.5%Cu, 热物

性参数见表 1.

  




50 mm

 

5
0
 m

m

Al-0.5%Cu

=9.81 m/s2

图 7　铸件物理模型

Fig. 7. Physical model of castings.
 

在模拟之前, 做出如下假设: 1) 液相为不可压

缩牛顿流体; 2) 溶质扩散只存在于液相中, 固相中

不存在溶质扩散; 3) 固液两相热扩散系数相同;

4) 不考虑内部等轴晶的形核, 只考虑表层细晶区

和中间柱状晶区凝固过程. 模型的 LBM边界条件

为: 流场的物理边界采用半步长反弹边界条件, 固

液边界采用纯反弹边界条件; 温度场边界条件采用

非平衡外推格式; 浓度场物理边界采用半步长反弹

边界条件, 固液边界采用纯反弹边界格式. 具体的

CA模型以及 LBM边界格式可见文献 [14]. 

3.2    计算结果
 

3.2.1    RBF计算结果

由于 RBF算法和 SVM算法在视化结果上的

相似度较高, 本文选择以 RBF算法进行模拟的铸

件收缩可视化为例进行深入分析, 图 8分别为模拟

时间步长分别为 step = 25, 50, 75, 100, 125的铸

件凝固过程固相分数变化以及温度变化情况, 这些

图像清晰地展现了随着时间推移, 铸件内部固相分

数和液相分数的转变以及相应时刻温度场的动态

演变. 图 8右边的色标分别代表了固相分数和温

度, 例如, 在图 8(a)中, 黄色部分为完全凝固的固

相区域, 而紫色部分仍处于液相区域.

dsT

在凝固初期, 由于液态金属与冷却铸型之间存

在显著温度差, 热量迅速由液态金属传递到铸型

中, 在与铸型的接触面部分形成一层薄的固态金属

层, 这个阶段铸件整体的收缩主要受到温度变化的

驱动, 正如 (1)式中  所示. 顶部液面随体积收缩

整体水平下降趋势并不明显, 这是由于收缩方向标

定算法是在 LBM离散场中的 9个方向矢量求和,

而沿壁面方向散热最快, 总体网格在 x 方向上的收

缩率要高于 y 方向.

 

表 1    Al-0.5%Cu合金热物性参数
Table 1.    Physical properties of Al-0.5%Cu alloy.

热物性参数 符号 取值

熔点 Tm/K 733.3

液相线温度 TL/K 717

固相线温度 TS/K 621

液相线斜率 mL/(m·K/%) –3.44

热扩散率 α/(m2·s–1) 2.7×10–7

流体黏度 ν/(m2·s–1) 1.2×10–6

溶质扩散系数 D/(m2·s–1) 3.0×10–9

平衡分配系数 k 0.145

液相密度 ρ/(kg·m–3) 2606

各项异性系数 ε 0.0467

Gibbs-Thomson系数 Γ/(m·K) 2.4×10–7
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Tl Ts

图 9(a)所示为将 t = 25时刻的固相率分布图

左上角局部放大的图, 其展示了铸件在该时刻下凝

固收缩过程中的网格形状变形情况, 其中 A 区域

是已经完全凝固的固相区域, 与还未凝固的 B 区

域相比可以明显看出其网格在 x 方向上有明显的

压缩, y 方向则相差不大, 这是由于此部分网格沿

壁面散热最快, 收缩方向也多偏向 x 方向. 此外,

C 区域展示了固液相界面处网格的变形情况, 以温

度处于  到   的网格为分界线, 左右两侧网格的

形状截然不同, 由液相转变为固相的同时网格会沿

热流方向产生压缩.

图 9(b)所示为图 8(a) t = 25时固相率分布

图左下角局部放大图, 可以看到 E 区域网格在 y

轴上的压缩明显比 C 区域界面处的网格要大, 而

D 区域与图 9中的 B 区域相一致. 从图中可看出

经神经网络算法的动网格质量稳定, 网格与网格之

间的协调性较好, 在边界处过渡较为自然, 并不会

产生网格重叠或者网格节点偏离计算域等问题.

当时间推移至 t = 50时, 由于上一阶段优先

凝固的元胞起到阻塞潜热释放的作用, 这一阶段

中, 此时固液界面的推进速度较之前有所减缓, 此

阶段液面的垂直位移量相比第一阶段略有增大, 液

面逐渐降低, 固液相界面推进速度趋于稳定; 随着

凝固进入稳定推进期, 已完全凝固的固相元胞数量

虽然不断增加, 使被标记的边界点数量增加, 但由

于收缩率也随温度降低而降低, 使得固相部分的热

胀冷缩对顶部缩孔的影响反而是变小的.

图 10为图 8(e) t = 75时固液相分布的左下

角局部放大图, 在这张图上用箭头标注了液相元胞

的凝固位移趋势, 可以看出在此局部区域凝固的收

缩方向已经与散热方向存在较小差异, 这涉及物理

平面与计算平面之间的双向耦合问题, 动网格在物
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图 8    (a) t = 25时固相率分布; (b) t = 25时温度分布; (c) t = 50时固相率分布; (d) t = 50时温度分布; (e) t = 75时固相率分

布; (f) t = 75时温度分布; (g) t = 100时固相率分布; (h) t = 100时温度分布; (i) t = 125时固相率分布; (j) t = 125时温度分布

Fig. 8. (a) Distribution of solid phase rate when t = 25; (b)distribution of temperature when t = 25; (c) distribution of solid phase

rate when t = 50; (d) distribution of temperature when t = 50; (e) distribution of solid phase rate when t = 75; (f) distribution of

temperature when t = 75; (g) distribution of solid phase rate when t = 100; (h) distribution of temperature when t = 100; (i) distri-

bution of solid phase rate when t = 125; (j) distribution of temperature when t = 125.
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图 9    (a) 图 8(a)左上角局部放大图; (b) 图 8(a)左下角局

部放大图

Fig. 9. (a) Localized enlargement of the upper left corner in

Fig. 8 (a); (b) localized enlargement of the lower left corner

in Fig. 8 (a).
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理平面的收缩本质上是元胞生长对元胞网格位移

的单向耦合, 而网格之间位置的改变会使计算平面

与物理平面之间存在较大差异, 以 LBM计算温度

场为例: LBM计算温度是在计算平面完成的, 也

就意味着元胞和周围 8个元胞的间隔始终保持不

变, 而在物理平面上元胞之间的距离 dx 早已发生

改变, 所以理论上在计算过程中也需要考虑收缩对

生长的耦合, 也就意味着在计算生长中需要时刻调

整计算平面中网格间距 dx, 但这同时也意味着对

无量纲计算的 LBM不仅需要更多计算资源, 且在

量纲转化中需要添加额外的算法, 这可能会导致原

有的算法发散, 最终得不偿失.

到凝固后期, 液相区域大大减小, 由于未凝固

的液相区域富集了大量的溶质, 又由于已凝固的元

胞数量已经占据大多数元胞, 造成内部液相区域降

温速度变慢, 导致最后凝固部分凝固速度缓慢, 凝

固收缩对整体收缩的占比减小, 虽然此时各个元胞

的收缩率很小, 但是此时大量的固相元胞被标记为

边界点, 固相元胞的位移被热收缩主导, 顶部收缩

界面反而更加陡峭, 直至凝固结束. 

3.3    对比实验

浇注了 Al-0.5%Cu铸锭与计算结果相对比 .

通过浇注与上述计算铸锭相同的边界条件和初始

条件以及尺寸相同的铸锭来验证所建立的数值模

型的可靠性.

(730± 10)

铸件材料仍为 Al-0.5%Cu, 实际铸件的几何尺

寸与浇铸结果如图 11所示. 铸件最大横截面尺寸

与模拟尺寸一致, 铸造方式为金属型铸造, 浇铸温

度为  ℃.

将实验铸件最大横截面收缩程度与完全凝固

后的模拟结果的最顶部网格的收缩程度共同绘制

在同一张坐标轴上, 如图 12所示.

σ (T )

由于本研究是基于动网格理论来求解铸件凝

固收缩情况, 故关键在于边界网格位移的准确性以

及所选算法的可靠性. 前期收缩大小主要受温度场

影响, LBM可以将流场、溶质场耦合的影响充分

考虑, 使得温度场的计算更符合实际情况, 故两种

算法在前期的准确度都较好. 而当凝固层厚道达

到 10 mm左右时, 基于 SVM算法的计算结果开

始逐渐与实验结果出现差异. 这是由于 SVM算法

在本质上是拟合高维空间中的函数, 故对边界点的

位移准确性具有极强的依赖性, 而本文在计算边界

网格位移中有所取舍: 1) 计算铸件凝固过程中没

有将收缩对整体凝固的影响耦合进来,  例如在

(4)式中,   仅是温度的函数, 并没有考虑偏析

对边界点收缩程度的影响导致模拟结果的收缩程

 

图 10    图 8(e)左下角局部放大图

Fig. 10. Localized  enlargement  of  the  lower  left  corner  in

Fig. 8 (e).
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图 11    浇注试样形状尺寸及浇注结果　(a)试样; (b)浇注结果

Fig. 11. Shape and size of casting specimen and casting result: (a) Casting specimen; (b) casting result.
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度比实验结果略小, 在最后凝固区域 (x = 25 mm)

附近较为明显; 2) 本研究中对流场边界条件的处

理为反弹边界条件, 而随着凝固收缩各个节点的位

置随之变化, 导致 LBM算法中的空间步长也随之

发生改变, 正如上文所提到的, 本研究尚未考虑这

部分影响, 因为空间步长的改变会破坏 LBM平衡

分布函数的协调性, 使原有算法严重发散; 3) 本研

究在计算过程专注于集中缩孔的计算, 选择的计算

域较小, 并未考虑由于补缩不足导致的缩松, 关于

缩松和应力的研究将于今后开展. 而 RBF算法之

所以拟合程度较好是因为相比于 SVM算法其考

虑了辐射范围 R, 相当于是考虑了不同材料液相的

补缩能力, 因此在一定程度上可以避免算法本身对

数据的依赖度, 这也是 RBF算法在训练集较小时

优越的原因, 不过补缩能力与 R 的数值关系还尚

未清晰, 针对不同材料的凝固计算需要凭借经验,

这也是 RBF算法的不足.

两种网格变形算法其主体是在计算位移过程

中以边界节点的位置以及位移信息作为训练集, 构

建一个拟合函数, 然后各网格节点利用该函数独立

计算各自偏移量, 事实上, 两者在拟合函数的构造

部分也有很大的相似度. RBF算法在程序中所消

耗的计算资源较小, 是得益于直接求解 (11)式的

过程中, M 矩阵在 3个方向上的坐标是一样的, 因

此可以只求解一次来提高效率, 且该矩阵是严格正

定的, 在上述模型实际求解过程中仅需 9 min即可

完全求解, 计算收缩程序几乎不增加原程序的运行

时间, 而 SVM在训练过程中需要解决二次规划问

题, 在大规模数据集上可能会非常耗时, 但是 SVM

计算过程中避免了辐射范围 R. 整体来说, 实验结

果与 RBF算法的模拟结果的误差不超过 0.5%,

与 SVM算法的模拟结果误差不超过 1.2%. 

4   结　论

本文提出了两种基于机器学习的铸造过程收

缩数值模拟算法, 并给出了两种算法的建模思路以

及在凝固收缩计算方面的算例. 通过将基于两种算

法的数值模拟结果与实际浇注结果进行对比分析,

最终得到如下结论.

1) 通过将动网格技术与元胞自动机模型耦合,

有效地模拟了铸锭凝固过程中的收缩行为. 研究结

果表明, 该耦合方法能够有效捕捉凝固收缩引起的

铸件变形, 捕捉固液界面复杂形貌的演变以及铸件

内部网格的变形情况. 相较于传统的数值模拟方

法, 该方法在处理固液界面大变形方面具有显著优

势, 对计算资源需求较少, 与试验结果的误差可控

制在 2%以内, 为凝固过程的数值模拟提供了一种

新的思路.

2) RBF算法在计算的准确率以及计算效率上

优于 SVM算法, 但 RBF算法中辐射范围 R 对收

缩变形情况的影响机理尚未清晰, 需要具备一定经

验使用, 而 SVM由于对边界网格信息强依赖, 可

以避免辐射范围 R 的考虑, 两种算法各有取舍.

3) 动网格技术与元胞自动机的耦合为铸造过

程的数值模拟提供了一种新的工具, 但该方法仍存

在一些局限性. 例如: 模型中并未考虑合金元素的

偏析对收缩的耦合, 模型是 CA对动网格的单向耦

合, 这可能会导致模拟结果与实际情况存在一定的

偏差.
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Abstract

Shrinkage  cavities  and  porosity  are  the  main  defects  generated  in  the  solidification  process  of  castings.

These defects are caused by the alloy’s contraction during solidification, with the final solidified area not being

effectively compensated for by the liquid metal, resulting in cavitation defects. Shrinkage cavities and porosity

significantly  reduce  the  mechanical  properties  of  castings  and  shorten  their  service  lives,  thus  necessitating

appropriate  process  to  eliminate  them.  Utilizing  numerical  simulation  technology  can  effectively  predict  the

shrinkage  of  castings  during  solidification  and  optimize  the  process  based  on  simulation  results,  thereby

reducing  the  occurrence  of  shrinkage  defects,  which  is  a  low-cost  and  high-efficiency  method.  In  this  work,  a

machine  learning-driven  dynamic  mesh  model  is  established  to  simulate  the  dynamic  shrinkage  behavior  of

castings  during  solidification.  Cellular  automata  are  used  to  simulate  the  solidification  process  of  castings,

dynamically marking the displacement of boundary points and calculating the displacement of other grids using

RBF  neural  network  algorithms  and  support  vector  machine  algorithms,  thereby  achieving  the  dynamic

simulation of the solidification process. The model is used to simulate the shrinkage cavity morphology of the

Al-4.7%Cu  alloy  solidification  process,  and  corresponding  casting  experiments  are  designed  for  verification.

Comparisons  between  simulation  results  and  experimental  results  indicate  that  this  coupled  method  can

effectively  capture  the  casting  deformation  caused  by  solidification  shrinkage,  the  evolution  of  complex  solid-

liquid  interface  morphologies,  and  the  deformation  of  internal  grids  within  the  castings.  Compared  with  the

experimental  results,  the simulation results  have an error of  no more than 2%, providing a new approach for

numerically simulating the solidification process.

Keywords: machine learning, dynamic mesh, cellular automata, lattice Boltzmann
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