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Jn ∝ nσ

Anderson局域化是凝聚态物理中一个影响深远的现象, 它代表了由无序引发的本征态的根本性转变. 本

文提出了一个基于超冷原子动量态晶格系统的实验方案, 用以实现弯曲时空下的 Aubry-André-Harper (AAH)

模型, 并研究其中的 Anderson局域化. 得益于每对相邻动量态之间耦合的单独可操控性, 动量态晶格中的耦

合强度可以被编辑成幂律位置依赖的形式   , 从而能够有效模拟弯曲时空. 动量态晶格中波包演化的

数值计算结果表现出初始格点依赖的局域化性质, 符合理论预测的相分离现象. 通过分析波包演化动力学数

据, 可以观测到相分离临界格点的移动. 同时, 本文还提出了通过调制时空弯曲参数 σ来制备本征态的方案,

并在动量态晶格中进行了数值仿真. 最后, 在不同准周期调制相位下制备能谱中所有本征态, 分析了本征态

的局域化性质, 验证了在能谱中共存的局域相、延展相和摇摆相. 本文为在实验中研究弯曲时空下的 Anderson

局域化物理提供了新的可行途径.
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1   引　言

在无相互作用的系统中引入足够强的随机

无序, 将会破坏波函数的遍历性, 导致系统经历

Anderson局域化 [1–3], 从延展相转变到局域相. 作

为局域化理论中的一个核心概念, 迁移率边 [4] 是指

能谱中将延展本征态和局域本征态分隔开的临界

能量. 经过几十年的发展, 人们基于不同的实验平

台 (例如冷原子 [5–8] 和光子系统 [9–12]), 对这种局域

化现象进行了充分的研究. 通常来说, 迁移率边被

认为出现于三维系统中 [13]. 而在一维和二维系统

中, 随机无序的引入将会使得所有本征态局域化,

此时能谱中不会存在迁移率边. 然而, 若将确定性

的准周期无序引入到一维系统中, 研究表明延展本

征态与局域本征态可以在特定条件下共存 [14–18].

一维 Aubry-André-Harper (AAH) 模型 [19] 作为一

个标志性的准周期晶格模型, 是能展现出 Ande-

rson局域化相变的最简单模型之一. 由于 AAH模

型中包含自对偶对称性 [19], 标准 AAH模型中的局

域化相变是能量无关的, 也就是说能谱中没有迁移

率边的存在. 令人感兴趣的是, 若加入一些破坏自

对偶对称性的额外条件, 迁移率边就会出现在这些

广义 AAH模型中 [17,20–26].

另一方面, 由于天文学观测能力的限制, 对弯

曲时空下量子效应 [27–29] 的量子模拟引发了广泛的
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兴趣, 也催生了一系列相关实验 [30–33]. 近几年来,

人们逐渐开始关注弯曲时空下晶格模型的凝聚态

物理 [34–39], 其中包括弯曲时空下的 AAH模型 [39].

在弯曲时空下, AAH模型中的局域相和延展相被

临界格点分隔, 形成所谓的相分离现象. 在弯曲时

空 AAH模型能谱中, 会出现共存的局域相、延展

相和摇摆相. 其中在摇摆相中, 不同准周期调制相

位下, 本征态的表现将在局域化和延展化之间摇

摆, 从而导致摇摆的迁移率边. 目前, 仅有少数弯

曲时空晶格模型得以在实验中实现, 例如基于光波

导实现的黑洞附近量子行走实验 [40,41]. 然而在光波

导中动态调制晶格参数难度较大, 限制了其在实验

中制备和观测量子态的能力. 而在超冷原子系统

中, 丰富的调控工具使得其有希望成为弯曲时空晶

格模型量子模拟的理想实验平台.

在超冷原子系统中, 研究者利用光学晶格 [24,42,43]

和动量态晶格 [25,26] 均分别实现了一维 AAH模型

及其广义模型. 在这些由超冷原子实现的一维广义

AAH链中, 迁移率边的性质得到了广泛的研究 [24–26].

同时, 超冷原子系统中的模拟黑洞实验 [30,31] 也展

现了其研究弯曲时空下物理的前景. 考虑到上述优

势, 本文提出可以在超冷原子系统中基于动量态晶

格实现弯曲时空的 AAH模型, 为实验实现并研究

类似的弯曲时空晶格模型铺平了道路.

本文基于超冷原子动量态晶格系统提出了弯

曲时空 AAH链的实验实现方案. 动量态晶格哈密

顿量的数值计算结果表明, 处于弯曲时空的 AAH

链会出现理论预测的相分离现象. 在相分离临界格

点两边, 波包会分别表现出局域化和延展化的演

化过程. 根据波包演化数据, 还可以解析出对应参

数下的相分离临界格点. 此外, 通过对时空弯曲

参数进行调制, 本文提出了一种弯曲时空 AAH链

的本征态制备方案. 进一步地, 通过不同准周期调

制相位下制备得到的本征态, 可以解析出能谱中不

同本征能量的分形维数, 识别出了共存的局域相、

摇摆相以及延展相, 这也表明其中存在摇摆的迁移

率边. 

2   弯曲时空下的对角 AAH模型

基于此前研究 [35,39], 在一维量子晶格模型中,

如果跃迁强度具有幂律格点位置依赖的特性, 其低

能动力学可以与 (1+1) 维 Jackiw-Teitelboim引

力影响下的 Dirac场建立联系, 从而能够模拟事件

视界附近的凝聚态物理. 因此, 弯曲时空下的一维

对角 AAH模型的哈密顿量可以表示为 

Ĥ =

L−1∑
n=1

Jn

(
ĉ†n+1ĉn + h.c.

)
+ Vn

L∑
n=1

ĉ†nĉn, (1)

ĉ†n ĉn

Jn = J ·
[
n/(L− 1)

]σ
Vn =

λcos (2πbn+ ϕ)

σ = 0

σ ⩾ 1 L→ ∞
J1 → 0 1

b = lim
n→∞

(Fn−1/Fn) =
(√

5− 1
)
/2 Fn

其中,    和   分别是第 n 个格点上的产生和湮

灭算符.   是幂律格点位置依赖

的最近邻跃迁, 这里 σ表示时空弯曲程度.   

 是准周期调制的格点能量 ,  其中

λ表示格点能量调制强度, 无理数 b 是调制频率,

ϕ则是调制相位. 当   时, 此时所有跃迁强度

均为 J, 哈密顿量对应的时空将退回平坦时空, 如

图 1(a)所示. 而当  时, 在热力学极限 

下, 可知   , 这时系统在格点   上将会出现

类似事件视界的表现, 如图 1(b)所示. 为了方便

起见, 同时也不失一般性, 本文在后续的讨论中都

将格点能量调制频率设为一个典型的无理数

 ,  其 中   是 第

n 个 Fibonacci数.

L− 1

nc

n < nc n > nc

基于 Li等 [39] 的理论, 可以通过一种分割方法

分析接近热力学极限下弯曲时空 AAH链的局域

化性质. 该分割方法以两条标准 AAH子链相连组

成的总链为起点, 并逐步扩展到热力学极限下由

 条标准 AAH子链相连组成的总链, 最终将

其对应到弯曲时空 AAH链. 基于分割法的理论分

析表明, 弯曲时空 AAH链中将会出现相分离现象:

整条链通过一个临界格点边界  分为两部分, 其

中  的子链是局域化的, 而   的区域则

属于延展相. 这表明局域相和延展相会在实空间中

被完全分隔开. 该相分离的临界格点可表示为 

nc =
⌊( λ

2J

)1/σ

(L− 1)
⌋
, (2)

⌊· · · ⌋

λ/J

这里  是向下取整函数. 直接观察 (2)式的形

式可以发现, 弯曲时空 AAH链中临界格点的相对

位置由  和 σ共同决定. 这表明, 相分离现象是

由弯曲时空和准周期格点能量调制共同引发的.

作为表征局域化性质和研究迁移率边最重要

的指标之一, 分形维数可以写为如下形式 [44,45]: 

Γ = − lim
L→∞

ln IPR
lnL

, (3)

IPRn =
∑L

j=1
|ψn,j |4 ψn其中逆参与率  ,    为第 n 个
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IPR→1 Γ → 0

IPR → 1/L Γ → 1

0 < Γ < 1

λ/J = 2

λ/J < 2

λ/J = 2

λ/J = 0

λ/J

λ/J

λ/J 2

本征态. 当本征态局域分布在几个格点上时, 有

 , 也即  ; 延展本征态则趋于均匀分布

在整条链上, 有  , 也即  ; 对于两者

间的临界态, 则有   . 对于标准 AAH链,

其局域化相变由一个临界调制强度  来刻

画 [19],  这一临界点清晰地体现在图 1(c)中 .  当

 时, 所有本征态均处于延展相. 随着 λ逐

渐增大越过临界点  , 系统经历相变进入局

域相. 如图 1(d)所示, 在弯曲时空下的 AAH链中,

系统呈现出更为复杂的物理 [39]. 当   时, 系

统整体处于延展相. 随着  逐渐增大, 能谱中心

出现延展相和局域相的混合相, 这种混合相被称作

摇摆相. 摇摆相中, 本征态随调制相位 ϕ的变化将

在延展相和局域相之间摇摆, 而不是固定于单一的

相. 进一步增大   , 系统中延展相、摇摆相和局

域相将共存. 直到   增大到超过临界值   , 系统

将整体进入到局域相. 理论研究表明, 通过分析由

相分离临界格点分隔的局域子链与延展子链的能

谱, 可以获得弯曲时空 AAH链的相图. 此外, 还可

以利用标度分析方法来分辨不同的相 [39].
 

3   基于动量态晶格的数值模拟结果

E+ (x, t) = E+cos (k+x− ω+t+ ϕ+)

E− (x, t) =∑
j
E−

j cos
(
k−j x− ω−

j t+ ϕ−j
)
k+ ≈ k−j ≈ k = 2π/l

ϕ+ =

ϕ−j = 0

动量态晶格作为近年来出现的人造晶格技术,

为超冷原子实验提供了强大的晶格调制能力以及

单格点分辨的探测能力. 在动量态晶格中, 可以轻

松实现不同结构的一维晶格并引入各种无序 [46–49].

动量态晶格本质上是一系列互相耦合的离散动量

态组成的晶格, 而其中的离散动量态是由双光子过

程中的动量守恒限制确定的. 如图 2(a)所示, 在实

验中, 用两束对打的远失谐激光照射玻色爱因斯坦

凝聚体 (BEC) 原子团, 可以形成由原子动量态组

成的一维晶格. 其中, 沿 x 轴正向传播的光场包含

单一频率  ,  而

反向传播的光场则由多频率成分组成,  

 . 这里所有光场被设

定为近似单色的,  因此波矢   ,

其中 l 是激光的波长. 本文中无需在耦合项中引入

相位,  为了简单起见在后续的讨论中设置  

 . 若囚禁势阱对原子团的能级结构没有明

显修饰, 则原子遵循自由粒子的二次型能量动量色
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图 1    (a)平坦时空下的 AAH模型示意图, 其中   , 跃迁均为 J; (b)弯曲时空下的 AAH模型示意图, 其中   , 跃迁   是

幂律格点位置依赖的; (c)   的平坦时空和 (d)   的弯曲时空下 AAH链本征态的分形维数   作为本征能量   和调制

强度   的函数. 图 (c)中   , 图 (d)中数据选取了   一共   个 ϕ的值进行计算并取平均. 其他参数设置为 L = F15=610

σ = 0

σ ⩾ 1 Jn Γ

σ = 0 σ = 1 E/J

λ/J ϕ = 0 41 0 2π
L = F15 = 610

Fig. 1. (a) Schematic of AAH model in flat spacetime, where    and all hoppings are J. (b) Schematic of AAH model in curved

spacetime, where    and hopping    is power-law site position dependent. Fractal dimensions    of eigenstates of AAH chain

in  (c)  flat  spacetime with     and (d)  curved spacetime with     as  a  function  of  the  eigenenergy     and modulation

amplitude   . In panel (c)   , and data in panel (d) are calculated and averaged over    values of ϕ ranging from    to   .

Other parameters:   .
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|n⟩ = |n · 2ℏk⟩
En = (2nℏk)2/(2M) = 4n2Er Er =

ℏ2k2/ (2M)

{ω+, ω−
j } ℏωj =

ℏ
(
ω+ − ω−

j

)
|n⟩ ↔

|n+ 1⟩ δn,j ℏωj = 4(2n+

1)Er + ℏδn,j

散关系, 结合双光子过程中的动量守恒限制, 可以

定义一系列离散的动量态  以及其对

应 能 级  ,  其 中  

 是激光对原子的反冲能量, M 为原子

质量. 单频光场分别与多频光场中的各个频率成分

组成双光子对  , 对应的双光子能量 

 . 设定第 j 组双光子对相对耦合 

 的失谐为   , 则双光子能量  

 . 基于动量态晶格理论, 可以写出相互

作用表象下的系统哈密顿量 [50,51]
 

ĤMSL =∑
n,j

ℏΩj

2
e−i[8(n−j)Er−ℏδn,j ]t/ℏ|n+ 1⟩⟨n|+ h.c., (4)

Ωj

ℏΩj ≪ 8Er ℏδj,j ≪ 8Er

其中  是第 j 组双光子对的有效 Rabi频率. 若近

似条件  和   得到满足, 则 (4)

式的哈密顿量能够写成如下的有效哈密顿量: 

Ĥeff=
∑
n

[(
ℏΩn

2
|n+1⟩⟨n|+h.c.

)
+εn|n⟩⟨n|

]
, (5)

εni
= 0 εn ̸=ni

=
∑n−1

m=ni

ℏδm,m ni

ℏΩn/2 = Jn εni+n−1 = Vn − V1

其中  以及   , 这里  

是动量态晶格的起始格点.  选择实验参数使得

 以及   ,  就可以在动

量态晶格中实现 (1)式中的哈密顿量.

|F = 1,mF = 1⟩

N ≈ 104 (ωx, ωy,

ωz)=2π(710, 710, 78)

在本文的实验方案中, 选取 7Li超冷原子系统

作为实验平台. 根据文献 [52], 可以通过 Feshbach

共振精确调控原子间相互作用. 由于本文中无需原

子相互作用, 考虑处于  内态的 BEC

原子团, 原子数  以及囚禁势阱频率 

  Hz, 则可以在 520 G (1 G =

10–4 T)的偏置磁场下得到接近于 0的散射长度,

从而尽可能排除原子相互作用的影响. 在未来的

研究中, 还可以通过调节偏置磁场来研究系统在相

互作用影响下的物理. 将对打激光的波长选定在
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图 2    (a)动量态晶格示意图; (b)弯曲时空下 AAH链中的波包演化动力学. 从左至右   分别取   ,   ,   和   , 上图和下

图的波包初始格点分别为   和   . 灰色虚线标记了相分离临界格点   的理论值, 其他参数设置:   ,    

λ/J = 0 1.0 1.5 3.0 n0 = 10 n0 = 30

nc σ = 1

ϕ = 0

Fig. 2. (a) Schematic of momentum-state lattice; (b) wave packet evolution dynamics in AAH chain in curved spacetime. From left

to right,   ,   ,   , and   . The initial sites of wave packet are    (top panel) and    (bottom panel), re-

spectively. The grey dashed line marks the theoretical value of the phase separation critical site   . Other parameters:    and

 .

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 74, No. 2 (2025)    020301

020301-4

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


1064 Er ≈ 2πℏ× 25.119

8Er = 2πℏ× 200.952 kHz

J = 2πℏ× 8 kHz

0 ⩽ λ/J ⩽ 3 1064

1064

L =

F9 = 34

  nm,  可得反冲能量    kHz.

注意到要满足近似条件,  所有强度都要远小于

   , 因此本文中设定基准跃

迁强度    以及格点能量调制强度范

围    . 通过一束包含单个频率的   nm

激光和一束反向传播的包含 33个频率的   nm

激光对打照射7Li的BEC原子团, 就可构建链长 

 的弯曲时空 AAH动量态链. 由于任何时

候在初始时间原子都处于零动量态, 只能通过改变

动量态链的初始和末尾动量态, 以相对地改变在整

条链中注入初态的格点位置. 为了方便理解, 同时

为了能与 (1)式中的格点指标对应, 在后续的讨论

中都会将整条链的格点指标固定为 1—34.

1 λ/J

λ/J

nc

λ/J = 0

n0 = 10 n0 = 30

考察波包在链中的演化过程, 可以揭示对应参

数下 AAH链的局域化性质. 在图 2(b)中, 展示了

  ms内不同格点能量调制强度  下的波包演化

过程. 随着  逐渐增大, 理论预测的相分离临界

格点  会从 0开始扫过整条链, 直到超过最右端

的格点 34. 在此过程中, 由弯曲时空和准周期格点

能量调制所共同确定的 AAH链局域化区域逐渐

增大, 而延展区域被逐渐压缩直至完全消失. 当

 时, 系统退化为弯曲时空下的普通晶格模

型. 无论波包从初始格点  还是  开始

演化, 都会扩散到几乎整条链. 当波包的左侧边界

λ/J = 1.0 J = 1.5

n0 = 10

n0 = 30

λ/J = 3

n0 = 10 n0 = 30

接近模拟事件视界的格点 1时, 其扩散速度会持续

减缓, 与平坦时空下普通晶格中波包对称扩散的现

象形成鲜明对比. 当   和   时, 初始

格点  位于临界格点左侧的局域区域中, 对

应的演化动力学表现出了局域现象;  初始格点

 则位于临界格点右侧的延展区域中, 波包

在演化过程中扩散到了整个区域, 且几乎未越过对

应的临界格点. 而当   时, 系统整体进入局

域相, 从初始格点  和  出发的波包都

会被局域在初始位置附近.

Γevo

为了进一步定量表征弯曲时空下 AAH链的

局域化性质, 本文提出了通过波包演化数据提取的

两个可观测量: 演化分形维数   和波包宽度 W.

定义 t 时刻的演化分形维数以及波包宽度如下: 

Γevo (t) = − ln
L∑

j=1

P 2
j (t)/ lnL, (6)

 

W (t) = Index [P (t) ⩾ PTh]max

− Index [P (t) ⩾ PTh]min + 1, (7)

P (t) Index[P (t) ⩾
PTh] PTh

λ/J Γ evo

W

其中  是 t 时刻波包的比例分布, 而 

 是 t 时刻波包比例分布中大于阈值  的格点

指标. 图 3(a)和图 3(b)分别展示了在不同格点能

量调制强度  下时间平均的演化分形维数  

和时间平均的波包宽度  作为波包初始格点的函
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图 3    观测相分离临界格点. 不同格点能量调制强度   下, (a)时间平均的演化分形维数   和 (b)时间平均的波包宽度  

作为波包初始格点位置的函数, 其中时间平均的范围为   总演化时间的最后   . (c)相分离临界格点   作为   的函数,

其中红色菱形和蓝色菱形分别从   和   数据中计算得到, 黑线是理论计算值. 其他参数设置:   以及  

Γ evo

W λ/J

0.5 ms 1 ms nc λ/J

Γ evo W

σ = 1 ϕ = 0

Fig. 3. Observation of the phase separation critical site: (a) The time-averaged evolving fractal dimension     and (b) the time-

averaged wave packet width     as a function of the initial site for various    , where the time averaging range covers the final

  of the total evolution time of    ; (c) the phase separation critical site     as a function of    . The red and blue dia-

monds are obtained from the data of     and    , respectively, and the black line represents the theoretical value. Other para-

meters:    and   .
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PTh = 0.01

λ/J

数, 其中波包宽度的阈值设定为   . 随着

 的增大, 表现出局域化的演化过程的波包初始

格点逐渐变多, 局域化和非局域化的初始格点边界

逐渐右移.

{Xn|n ∈ [1, L] ∩ Z}

Dn=Mn − 1

L− n+1

×
∑L

j=n
Xj 1<n<L Mn=

1

3

∑n+1

j=n−1
Xj

M1 =
1

2

∑2

j=1
Xj ML =

1

2

∑L

j=L−1
Xj

{Dn ⩾ 0}
Γ evo W

nc

λ/J Γ evo W nc

对于一个集合  ,  定义第

n 个点与后续点的平均值差值 

 .  当   时   ,

 ,  以及     .  将

集合  中第一个元素的指标定义为转变点,

对于  和   来说, 这个转变点就是可观测的相

分离临界格点  . 图 3(c)给出了不同格点能量调

制强度  下从   和   解析出的临界格点   .

σ = 1 λ/J nc

λ/J 2 nc

Γ evo W

nc → L

可以看到, 在  的情况下, 当  增大,   随之

接近线性地增大. 直到  超过临界值  ,   几乎

不再变化. 从   和   解析出的临界格点, 与根

据 (2)式计算出的理论值较为符合, 其中  

附近的偏差主要来源于系统的尺寸效应.

研究不同能量本征态的局域化性质, 可以得到

能谱中不同的相, 以及其中的迁移率边. 在弯曲时

空 AAH链中, 当时空弯曲参数 σ足够大时, 所有

本征态都会趋于极端局域化并分布在几乎单个格

点上, 这正好符合动量态晶格中分布在零动量态的

初始波包. 基于上述特性, 本文提出可以通过调制

时空弯曲参数 σ来制备能谱中的所有本征态. σ的

调制曲线设定如下:
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E/J = −2.131 E/J = 0.122

A > 0.1

n0 = 33 α = 3 tevo =

0.80 σ = 30 → 1 n0 = 23 α = 5 tevo = 0.80 σ = 30 → 1 thold =

0.25 λ/J = 1.5 ϕ = 0

图 4    本征能量 (a)   和 (b)   的本征态制备过程的能谱, 其中蓝色点为制备路径, 红色点为同一时刻下

与制备路径上本征态之间绝热参数   的本征态; (c)和 (d)分别为 (a)和 (b)中对应的制备保真度, 插图中蓝色柱状图分别

是零时刻的波包分布和保持阶段的时间平均波包分布, 虚线柱状图为对应的理论本征态. 制备参数: (a)   ,   ,  

 ms以及   ;  (b)    ,    ,     ms以及   .  保持阶段 (阴影区域 )持续时间为  

  ms, 其他参数设置:   以及  

E/J = −2.131 E/J = 0.122

A > 0.1

n0 = 33 α = 3 tevo = 0.80 σ = 30 → 1 n0 = 23 α = 5 tevo = 0.80 σ = 30 → 1

thold = 0.25 λ/J = 1.5 ϕ = 0

Fig. 4. Energy  spectrum  of  the  preparation  process  of  eigenstates  with  eigenenergy  (a)      and  (b)    ,

where the blue points represent the preparation path, and red points mark eigenstates with an adiabatic parameter     with

the eigenstate in the preparation path at the same time. (c) and (d) are the corresponding preparation fidelity in panels (a) and (b),

respectively. In the insets, the blue bars indicate the wave packet distribution at zero time and the time-averaged wave packet dis-

tribution during the holding stage, while the dotted bars denote the corresponding theoretical eigenstates. Preparation parameters:

(a)    ,    ,     ms,  and    ;  (b)    ,    ,     ms,  and    .  The holding

stage (shaded area) lasts for    ms. Other parameters:    and   .
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σ(t)=

σi+
eα−eα(1−t/tevo)

eα − 1
(σe−σi), t⩽ tevo,

σe, tevo < t ⩽ tevo + thold,

(8)

tevo thold

σi σe σ (t)

其中 α是调制参数,   和  分别是演化阶段和

保持阶段的时间,    和   则分别是   的初始值

和目标值. 从不同的初始格点出发, 依据 (8)式的

曲线调制 σ, 就能最终演化到对应的本征态. 定义

制备保真度
 

F (t) =

L∑
j=1

√
Pj (t)P

eig
j , (9)

P eig

thold = 0.25 ms

tevo ∈ [0.1 ms, 0.8 ms] α ∈ [1, 15]

n0 = 33 n0 = 23

H(t)

|ψn⟩ A = |⟨ψm|Ḣ|ψn⟩|/∆2
mn ≪ 1

|ψm ̸=n⟩

∆mn |ψm⟩ |ψn⟩

A > 0.1

23

其中  是目标本征态的概率分布. 针对不同的初

始格点, 在固定保持时间   的条件下,

对演化时间  和参数  

下的制备过程进行数值计算. 以保持阶段保真度几

何平均值最大为准则, 选取优化的制备参数. 图 4

分别演示了从初始格点  和   出发制

备本征态的过程. 对于含时哈密顿量   中的本

征态  , 绝热参数  是

其绝热演化的条件. 其中   是除去目标本征

态的其他本征态,   是本征态  与  之间

的能量差. 在图 4中, 仅有少数本征态在短时间内

与目标本征态之间的绝热参数  . 在整个本

征态制备过程中, 绝大部分时间内初态是沿着设计

的制备路径绝热地进行演化的. 在制备过程的初始

时刻, 初始格点为   的波包对应的本征态也完全

23 33

0.95

分布在格点  上; 初始格点为  的波包对应的本

征态则有很小部分还分布在相邻的格点. 随着时间

的演化, 从两个初始格点出发的制备保真度随之增

大, 最后在保持阶段基本达到  以上. 将保持阶

段的波包分布做时间平均, 可以观察到其比例分布

与理论预测的本征态概率分布十分一致. 结果表

明, 这种制备方案具有较高的有效性.

nc = 24图 5(a)展示了被相分离临界格点   分

隔的两条子链对应的理论能谱. 为了标记出摇摆

相, 对 101个不同相位 ϕ下的计算结果进行了平均

处理. 为了便于比较, 能级指标 β根据各自子链的

链长进行了归一化. 在图中, 属于局域子链的本征

能量单独出现的区域标记为局域相 I; 两条子链共

存的能量区域标记为摇摆相 II; 而属于延展子链的

本征能量单独出现的区域标记为延展相 III.

P hold

Γ = − ln
∑34

j=1
P

2

hold,j/ ln 34

Γ 0 0.5

接着, 基于上述的本征态制备方案, 就可以实

现能谱中所有本征态的制备. 通过获取各本征能量

对应的本征态, 可以直观分析其局域化性质, 并解

析出能谱中不同本征能量对应的相. 如图 5(b)所

示, 在四种不同相位设置下, 通过动量态晶格分别

制备了能谱中的所有本征态, 并根据保持阶段时间

平均的波包比例分布  计算得到了对应的分形

维数  . 不难发现, 在理

论给出的摇摆相区域 II内,   的范围从  到  跨

度相当大, 这表明局域本征态和延展本征态共存,

符合理论预期. 在局域相理论区域 I内, 除去个别
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图 5    观测能谱中三种不同的相　(a)本征能量作为能级指标 β的函数 , 其中蓝色点为   的局域子链 , 红色点为  

 的延展子链 , 时空弯曲参数   ; (b)   作为本征能量的函数 , 其中阴影区域取自图 (a). 数据点包含   ,   ,   和

 四种相位, 制备过程中 σ从   动态调制到   . 其他参数:  

Lloc = 24 Lext = 10

σ = 1 Γ

ϕ = 0 0.5π 1.0π 1.5π 30 1

λ/J = 1.5

Fig. 5. Observation of three distinct phase in the energy spectrum: (a) Eigenenergy as a function of energy level index. Here, the

blue points denote the localized subchain with   , and the red points represent the extended subchain with   . The

spacetime curvature parameter    ;  (b)     as a function of  eigenenergy,  where the shaded area is  taken from panel  (a).  The

data consists of four phases   ,   ,    and   , and σ is modulated from    to    during preparation. Other paramet-

ers:   .
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点  基本都小于  , 本征态表现出局域化的特性.

而在延展相理论区域 III内, 除去个别点  都大于

 , 也就是本征态表现出延展化的特性. 数值仿

真结果表明,  在能谱中出现了共存的 I局域相、

II摇摆相和 III延展相, 且存在调制相位 ϕ依赖的

摇摆迁移率边. 注意到, 在足够长的弯曲时空 AAH

链中, 理论分析指出  附近的摇摆相 II中会分

出多个局域相和摇摆相 [39], 而图 5中  附近的

简单结构主要是由尺寸效应所导致的. 

4   结　论

Jn ∝ nσ

本文提出了在超冷原子动量态晶格中编辑幂

律位置依赖的耦合强度  实现弯曲时空AAH

链的实验方案. 基于动量态晶格的数值模拟结果,

展示了相分离临界格点两边不同局域性质的波包

演化过程, 并根据演化动力学数据得到了随准周期

调制强度线性变化的相分离临界格点. 另外, 利用

对时空弯曲参数的调制, 提出了制备弯曲时空 AAH

链的本征态的方案. 最后, 从制备的本征态中分析

了能谱中的局域化性质, 并确认了在能谱中共存的

局域相、摇摆相和延展相. 本文为弯曲时空下的

AAH模型提供了可行的实验方案, 特别是基于时

空弯曲程度调制的本征态制备方案, 可以进一步应

用于类似的弯曲时空晶格模型的研究中. 此外, 这

种本征态制备方案还可能被用在标准 AAH模型

的本征态制备中, 为相关的研究提供了新的工具 [25,26].
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Abstract

Jn ∝ nσ

Anderson localization is a profound phenomenon in condensed matter physics, representing a fundamental
transition in eigenstates,  which is  triggered off  by disorder.  The one-dimensional  Aubry-André-Harper (AAH)
model,  an  iconic  quasiperiodic  lattice  model,  is  one  of  the  simplest  models  that  demonstrate  the  Anderson
localization  transition.  Recently,  with  the  growth  of  interest  in  quantum  lattice  models  in  curved  spacetime
(CST), the AAH model in CST has been proposed to explore the interplay between Anderson localization and
CST physics. Several CST lattice models have been realized in optical waveguide systems to date, but there are
still  significant  challenges  to  the  experimental  preparation  and  measurement  of  states,  primarily  due  to  the
difficulty  in  dynamically  modulating  the  lattices  in  such  systems.  In  this  work,  we  propose  an  experimental
scheme using a momentum-state lattice (MSL) in an ultracold atom system to realize the AAH model in CST
and  study  the  Anderson  localization  in  this  context.  Due  to  the  individually  controllable  coupling  between
adjacent  momentum states  in  each  pair,  the  coupling  amplitude  in  the  MSL can  be  encoded  as  a  power-law

position-dependent    , which is conducive to the effective simulation of CST. The numerical calculation
results of the MSL Hamiltonian show that the phase separation appears in a 34-site AAH chain in CST, where
wave packet dynamics exhibit the localized behavior on one side of the critical site and the extended behavior
on  the  other  side.  The  critical  site  of  phase  separation  is  identified  by  extracting  the  turning  points  of  the
evolving fractal dimension and wave packet width from the evolution simulations. Furthermore, by modulating
the spacetime curvature parameter σ,  we propose a method of preparing the eigenstates of the AAH chain in
CST,  and  perform  numerical  simulations  in  the  MSL.  By  calculating  the  fractal  dimension  of  eigenstates
prepared using the aforementioned method, we analyze the localization properties of eigenstates under various
quasiperiodic modulation phases, confirming the coexistence of localized phase, swing phase, and extended phase
in the energy spectrum. Unlike traditional localized and extended phases, eigenstates in the swing phase of the
AAH model  in  CST exhibit  different  localization properties  under  different  modulation phases,  indicating the
existence of a swing mobility edge. Our results provide a feasible experimental method for studying Anderson
localization in CST and presents a new platform for realizing quantum lattice models in curved spacetime.

Keywords: Anderson localization, curved spacetime, ultracold atoms, momentum-state lattice
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