
 

基于一维处理法的微圆管质量运输特性预测方法*
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微通道传热传质相关基础问题在新材料、微电子、航空航天等工程领域具有重要的科研需求. 本文针对

微圆管内质量运输特性预测问题开展了数值方法研究及实验测量验证. 采用一维近似处理方法简化可压缩

流动方程组, 建立了适用于微圆管质量运输特性预测的数值计算方法, 结合范诺线方程及实验方法对数值计

算方法的正确性和物理计算模型的有效性进行检验, 并详细分析预测误差来源. 结果表明, 依据范诺线参数

比理论结果与数值计算结果证明了数值计算方法的正确性. 对比典型驱动压差条件下微圆管出口工况的计

算与纹影结果, 证明了数值方法关于流动壅塞预测的合理性. 在质量流量预测方面, 全层流阶段质量流量预

测误差在 3%以内, 全湍流状态下的预测误差在 8%以内, 而当微圆管内流动包含层流至湍流的过渡过程时,

预测误差则提高至 29%, 这是由于给定的转捩雷诺数以及摩擦系数计算公式的误差引入而造成的.
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1   引　言

随着微通道在材料、芯片、航空航天等领域的

广泛应用, 其传热传质特性已成为目前研究的热

点. 微通道内的质量运输是由压差驱动的, 此过程

通常受气体可压缩性、表面粗糙度、稀薄效应等多

因素 [1–3] 的独立或耦合影响, 会引起管内气流加

速、流态转化 [4]、温降压降、流动壅塞 [5] 等复杂现

象, 这都对流道内沿程流动模拟及运输流量预测带

来了挑战.

目前关于微通道质量运输特性的理论及数值

研究有很多. ANSI N14.5[6] 中提出了用于预测微

圆管气体泄漏流量的计算公式, 考虑了连续流以及

壅塞流等流动情况. 而后 Anderson等 [7] 实验验证

了此计算公式的预测能力, 实验采用的管径范围小

于 250 μm, 发现当质量流量小于 1 atm·cm3/s时,

f ·Re

连续流的计算结果与实验吻合性较好, 而壅塞流条件

下的计算结果比实验结果高 4个数量级. Chen等 [8]

采用 Baldwin-Lomax双层湍流模型求解可压缩

湍流边界层方程, 当管径在 100 μm量级时, 数值

模拟得到的流量预测结果高于实验值与理论值.

Asako等 [9,10] 提出基于任意拉格朗日欧拉方法求

解二维可压缩动量和能量方程, 模拟气体可压缩性

影响下管流完全发展阶段的沿程流动参数分布; 文

献 [11–13]基于此方法研究了层流、层流-湍流以及

全湍流条件下质量流量、平均速度等随雷诺数

(Re)的变化, 发现层流状态下  计算值与实验

值存在较大偏差, 全湍流状态下依据 Blasius方程

计算得到的质量流量计算值与实验值吻合较好. Lijo

等 [14] 基于三维、稳态条件下的雷诺平均 Navier-

Stokes方程, 研究了流动壅塞而导致的微通道内的

流动特性的影响, 发现当上游压力一定, 仅改变背

压时, 高压比可以使出口马赫数达到超声速状态,
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当压力条件相反时的研究暂未涉及. Wang等 [15]

通过积分方法求解一维可压缩流动方程,  采用

Colebrook关系式湍流摩擦系数计算结果求解质量

流量, 并与文献 [11]中数值模拟与实验结果进行了

对比, 得到了相同的结论. 努森数 Kn 是用于描述

气体分子自由程与特征长度之间关系的无量纲数,

用以判断气体的稀薄程度, 以上理论公式或数值方

法基础均为连续介质假设, 即 Kn < 0.001, 而当管

径达到 1 μm量级或背压接近于真空时, Kn 通常

大于 0.001, 即流动处于滑移流与稀薄流范围内 [16],

此时基于传统 Navier-Stokes (N-S)方程求解方法

已不再适用, 目前常用解决方法为基于 N-S方程

框架, 采用壁面速度滑移与温度跳跃边界条件代替

无滑移边界条件 [17]. Yovanovich和 Khan [18] 基于

分子流至最小努森数以及最小努森数至连续流两

种流态范围内的圆形与矩形截面微通道, 通过新定

义的无量纲质量流率提出 Poiseuille-Knudsen数

值模型, 对一阶滑移条件 [19] 和二阶滑移条件 [20] 得

到的研究结果进行修正, 发现在上述两种流态范围

内对于相同特征尺度的两种微通道内质量运输流

量几乎是等效的, 偏差值小于 1.6%. 此外 , 对于

Kn > 0.1的流动, 直接采用分子动力学或气体动理

学方法描述流动和传热行为也是目前的研究热点,

例如 DSMC (the direct simulation Monte Carlo)

方法 [21,22]、适用于全流域的 UGKS (unified gas-

kinetic scheme)方法 [23,24] 等.

与数值计算方法研究相关的实验进展均集中

在摩擦系数的测量与变化规律研究, 这是因为数值

计算中采用的摩擦系数计算模型是基于实验总结

的, 且直接影响运输质量预测结果的准确性. Hong

等 [25] 通过实验验证了达西摩擦系数与范宁摩擦系

数公式的准确性, 发现在气体可压缩性影响下范宁

摩擦系数与理论值吻合较好, 而达西摩擦系数则偏

高.  Celata等 [26] 研究了长径比对微圆管内转捩

雷诺数的影响, 发现不同长径比条件下转捩雷诺数

均大于 2000, 且未表现出明显的相关性, 而对于

矩形截面, 不同纵横比条件下转捩雷诺数则存在较

为明显的差异 [27]. 文献 [28,29]通过测量出口附近

的质量流量和局部压力来确定局部摩擦系数、全局

平均摩擦系数、雷诺数等参数, 并发现随着雷诺数

的增大测量的质量流量略有增大, 并在转捩期间趋

于平稳. 此外, 微圆管表面粗糙度也会对摩擦系数

及转捩雷诺数产生显著的影响 [30,31]. 目前研究结果

表明, 在多种因素的影响下, 摩擦系数时常与莫迪

图中理论公式与经验结果存在差异, 即便这种差异

是微小的, 也可能会对质量流量的预测带来可观的

误差.

综上, 在连续介质范围内, 目前已采用的数值

计算模型均集中在二维、三维角度, 而计算模型和

求解的复杂性意味着更大的计算花费, 这对工程应

用实则是不利的. 此外, 数值计算与实验结果表明,

当管内流动涉及转捩与湍流时, 预测结果仍然存在

较大误差, 对于误差来源, 目前的分析与认识还存

在一定局限性.

针对目前研究的不足, 本文提出采用一维处理

法建立适用的计算模型及数值求解算法, 并结合实

验方法进行合理性验证及误差分析, 该方法在保证

预测精度的同时, 可简化理论模型并提高计算效

率, 能够为工程应用提供参考与依据. 

2   控制方程与数值求解方法

一维处理法是指流动参数在流线法向的变化

率相比于流线方向可忽略时所采用的近似处理

方法. 对于微尺度直管, 其管轴曲率半径远大于管

道直径, 且充分发展条件下各截面速度型近乎不

变, 当采用一维处理方法近似时, 各截面流动参数

代表的均为该截面的平均属性, 这种近似带来的误

差很小. 

2.1    控制方程

图 1所示为微圆管计算模型的示意图. 当管壁

暴露在环境中, 且上游总温与环境温度相同时, 在

可压缩条件下对于导热率较低的管壁材料, 环境输

入热量对流动的影响可忽略, 流动应近似为绝热过

程, 故采用绝热壁假设; 直管上游相对于下游为高

压, P0 和 T0 分别代表上游的滞止压力和滞止温

度, 在压差驱动下气体经过微直管排入大气环境

中 (出口背压 pe = 1 atm); 工质为干燥空气, 并假

设其比热比g 为常数.

理论分析采用控制体方法 (见图 1), 考虑连续

流体, 直管内的流动满足质量守恒条件, 采用其微

分形式为 

dρ
ρ

+
du
u

= 0, (1)

其中 ρ为密度, u 为速度.
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由完全气体绝热条件下的能量方程和动量方

程可得
 

γ

γ − 1
RdT +

1

2
d(u2) = 0, (2)

 

−Adp− τdAw = ρudu, (3)

其中, R 为空气气体常数, A 为截面面积, τ为剪应

力, Aw 为剪应力作用的壁面面积, T 为静温, p 为静

压. 依据剪应力可以得到直管内摩擦系数 f 的定义:
 

f = 2
τ

ρu2
. (4)

又由完全气体状态方程和马赫数 Ma 的定义, 将其

整理为微分形式:
 

dp
p

=
dρ
ρ

+
dT
T

, (5)
 

dMa2

Ma2
=

du2

u2
− dT

T
. (6)

联立方程 (1)—(6), 整理可以得到关于 Ma, p,

T, ρ, u 五项流动参数的控制方程组:
  

dMa2

Ma2
=

γMa2
[
(γ − 1)Ma2

2
+ 1

]
(1−Ma2)

4
f

d
dx,

dp
p

= −γMa2[(γ − 1)Ma2 + 1]

2(1−Ma2)
4
f

d
dx,

du
u

=
γMa2

2(1−Ma2)
4
f

d
dx,

dT
T

= −γ(γ − 1)Ma4

2(1−Ma2)
4
f

d
dx,

dρ
ρ

= − γMa2

2(1−Ma2)
4
f

d
dx,

其中, d 表示直管的水力直径, 当直管等截面时, 水

力直径即为其自身管径; 方程组中每个方程的右侧

均含有摩擦系数 f, 求解中将其作为已知量, 计算

方法依据现有的摩擦系数公式 (7)和 (8)给出, 层

流至湍流过渡的临界雷诺数规定为 2300 [32,33].

当 Re ≤ 2300时, 采用经典的层流阻力系数

计算公式: 

f = 16/Re. (7)

当 Re > 2300时, 依据实际壁面条件, 采用适

用于光滑管的 Blasuis阻力系数计算公式: 

f = 0.0791/Re1/4. (8)

当内壁为粗糙表面则可采用考虑壁面粗糙度的

Cole-brook公式 [34].

考虑微分方程组中关于马赫数的微分方程, 仅

包含了马赫数与流向位置两个参数, 若已知入口马

赫数参数, 则可以采用数值方法进行迭代求解, 从

而得到沿程的马赫数分布; 依据可压缩流动的处理

方法, 滞止压力与当地静压、滞止温度与当地静温

之间的关系为关于马赫数的函数, 则在已知滞止压

力和滞止温度的前提下, 入口处的静压、静温与马

赫数是一一对应的, 进而可以迭代求解其余 4个流

动参数方程. 

2.2    求解方法

图 2为求解控制方程组的数值计算流程图. 初

始输入量为上游滞止压力、滞止温度、出口静压、

直管截面直径以及长度. 其中, 滞止压力与滞止温

度可提供入口的边界条件, 出口静压可为迭代结果

提供判断条件.

由于绝热过程中接近出口处压力膨胀速度会

出现骤增现象, 其对于马赫数的变化非常敏感, 入

口马赫数提法采用假设两端极限马赫数 (Ma1 = 0,

Ma2 = 0.99), 随迭代次数进行二分法修正, 此方法

可有效缩短代码运行时间.

当入口马赫数给定时, 采用具有四阶精度的

Runge Kutta方法进行近似求解, 计算步长即为沿

管长方向 dx 的长度, 每一个步长的计算中存在逻

辑顺序, 马赫数为静压与静温计算的必要条件, 进

而求得密度与速度参数, 不同计算步长的摩擦系数

 



Adiabatic wall (smooth)


e

(1 atm)


d

(Control volume )

… +d…



0 0

图 1    计算模型示意图

Fig. 1. Schematic diagram of calculation model.
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依据动力黏性系数变化修正, 直至计算至直管出

口, 得到 5个流动参数关于流向位置的数据, 即完

成一次迭代过程.

又依据热力学第二定律中绝热过程的熵增原

理以及控制方程组中的等式右侧中分母项可知,

微圆管内亚声速条件下的加速过程存在极限马

赫数 (Malim = 1), 可以认为当出口达到极限马赫

数时即直管内发生了流动壅塞, 此后无论如何增

大上游滞止压力, 出口马赫数不变. 因此迭代计算

的判断条件是基于出口马赫数与出口压力同时控

制的. 非壅塞条件下应为静压匹配条件, 判断精度

小于 0.1%; 壅塞条件下出口马赫数已知为 1, 判断

精度小于 0.1%, 此时无需使用压力判断条件. 由于

不同算例的运行时间会随收敛条件及计算步长而

改变, 经过测试统计, 在 Intel Core i5-10210U处

理器、LPDDR3 2133 MHz 8 GB内存以及 512 GB

NVMe PCIe高速固态硬盘的硬件条件, 以及本文

采用的收敛精度和计算步长条件下, 算例实际计算

时间均短于 2 min. 

3   数值计算方法验证

本节基于范诺线参数比方程与数值计算结果

对比验证数值计算方法的正确性, 并采用实验测试

的方法对数值计算结果进行定性和定量验证, 检验

物理计算模型的有效性和预测精度. 

3.1    数值计算方法正确性检验

范诺线是描述等截面摩擦管流中气体状态变

化的曲线, 不同状态下气体参数 (如压力、温度、密

度等)之间的比值均可以表示为与马赫数 Ma 之间

的函数关系. 因此可以通过对比数值计算方法得到

的参数比结果与范诺线理论结果来检验数值计算

方法的正确性.

由 2.2节可知, 通过数值方法可以求解给定初

始条件下微圆管由入口至出口的沿程流动参数, 包

括马赫数、静压、静温等. 选取静压比数据作为验

证参数. 将每个计算工况下入口马赫数表示为 Ma1,

出口马赫数表示为 Ma2, 入口静压表示为 p1, 出口

静压表示为 p2. 根据范诺线 [35] 静压比计算公式,

静压比与马赫数关系式如下: 

p1
p2

=
Ma2
Ma1

√
2 + (γ − 1)Ma22
2 + (γ − 1)Ma21

,

其中比热比g = 1.4.

验证采用算例的工况条件如下: P0 = 256—

656 kPa(∆P0 = 50 kPa), T0 = 298 K, pe = 106 kPa,

d = 100 μm, L = 120 mm. 将数值计算得到的 Ma1
和 Ma2 代入公式可得到理论静压比, 图 3给出了

理论静压比与数值计算得到的静压比的对比. 从

图 3可知, 数值计算方法与范诺线理论结果吻合性

较好, 其最大误差小于 1.5%, 故可证明本文采用的

数值计算方法是正确的.
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图 3　数值计算方法与范诺线方程求解 p1/p2 对比

Fig. 3. Comparison  of  numerical  calculation  methods  and

van Gogh line equations for p1/p2.
  

3.2    实验测试系统设计

为验证本文中采用的物理计算模型的有效性,

依据数值计算方法中涉及的参数条件, 设计了微圆

管实验测试系统, 可测量不同滞止压力驱动下微圆

管的运输流量, 如图 4所示.

 

Input : 0, 0, e, , 
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Data

图 2    数值计算流程图

Fig. 2. Numerical calculation flow chart.
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实验气路采用高压气瓶供气, 工质为压缩空

气, 高压气瓶出口设置数显减压器以调节腔室内的

滞止压力. 减压后的气体工质需要经过干燥处理才

可进入流量计. 流量计量程为 0—1 slm (standard
litre per minute), 最大耐压为 3 MPa, 精度为±0.2%

F.S, 屏显数据为 1 atm (1 atm = 1.01325×105 Pa)

和 25 ℃ 条件下的实时流量. 流量计与高压腔室相

连, 高压腔室的容积远大于直管的气体泄漏量, 即

直管运输流量时腔室内的压力波动可忽略, 腔室内

设置了 NS-2型压力传感器和 K型热电偶来测量

腔室内的滞止压力与滞止温度, 压力传感器量程

为 1 MPa, 精度为±0.25% F.S, 热电偶测温精度

为±0.1 ℃. 为减小测量的随机误差, 腔室内滞止压

力与环境压力均由同一压力传感器测得. 直管材料

为石英, 其内表面为光面, 管径尺寸均采用电子显

微镜进行校准, 如图 5所示.
  



图 5　石英管截面的电子显微镜图片

Fig. 5. Electron microscopy image of quartz tube cross-sec-

tion.
 

为验证整套实验装置的气密性, 且方便调节腔

室内滞止压力, 腔室与直管之间设置了截止阀, 通

过典型时间序列下的流量数据, 可反映实验流程,

如图 6所示.

实验开始前, 截止阀关闭, 此时流量为 0, 而后

调节减压器向腔室增压, 如图 6中红色框所示, 当

腔室内的滞止压力达到预设条件时, 减压器后的压

力与腔室内压力应保持一致, 此时流量重新归零,

即证明实验系统气密性良好. 实验开始时, 打开截

止阀, 经过短暂的气路调整过程, 流量计数据即达

到稳定状态, 此时流量计数据即为直管向外运输的

空气的质量流量. 通过改变滞止压力和控制滞止温

度, 即可得到不同滞止压力时直管的运输流量.
 

3.3    壅塞与非壅塞条件计算结果的定性验证

由 2.2节可知, 小压差条件下, 直管中流动马

赫增大的同时, 气流膨胀导致静压衰减, 直至在出

口处与出口静压达到压力匹配的状态, 而当上下游

压差足够大时, 直管中则会出现壅塞现象, 此时理

论上出口马赫数达到 1, 出口处静压大于环境静压,

表现为欠膨胀状态. 因此, 实际出口处的工况可定

性验证绝热假设以及数值计算方法关于壅塞流计

算的合理性.
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图 4    实验设置示意图

Fig. 4. Schematic diagram of experimental setup.
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图 6    典型实验中流量数据曲线

Fig. 6. Typical flow data curve in the experiment.
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3.3.1    纹影技术

纹影技术是利用光在非均匀密度场中因折射

率不同而出现光程差, 进而导致图像局部明暗变化

的原理, 实现密度场流动显示的实验方法. 本文利

用此方法测试非壅塞与壅塞条件下直管出口的实

际工况.

图 7为实验采用的透射式纹影光路原理图. 纹

影系统包含光源、狭缝、平凸透镜、刀口以及配有

显微镜头的相机. 光源与狭缝共同产生矩形“起始

光源”, 平凸透镜的焦距为 250 mm, 透镜的直径

为 60 mm, 将过狭缝后点光源位于透镜焦距位置

时, 可使经过透镜的光平行穿过测试区域, 测试区

域由图中红色虚线框表示, 其范围为实验中测试的

直管的出口直径的 10倍以上; 而后光经过第 2个

透镜形成对称下游光路, 调整刀口位置使其恰好位

于下游光路中光源的像的位置, 此时光路的灵敏度

最高. 由于实验中采用的直管尺寸在 100 μm量级,

为保证足够的放大倍数和图像分辨率, 需使用显微

镜头采集图像, 实验中图像分辨率为 5.46 μm/pixel,

分辨率测试结果如图 8所示, 图中标尺的最小刻度

为 50 μm, 黑色斑点为镜头或标定板上的灰尘颗粒

所致. 

3.3.2    结果验证

表 1列出了数值计算与纹影实验的工况条件.

图 9和图 10分别为 Case 1和 Case 2条件下通过

数值计算得到的沿管长向的马赫数、静压以及静温

的变化曲线.
 
 

表 1    工况条件
Table 1.    Operating conditions.

Case P0/kPa T0/K pe/kPa d/μm L/mm

1 256 298 106 200 120

2 706 298 106 200 120
 

由图 9和图 10计算结果知 :  当滞止压力为

256 kPa时 , 出口马赫数为 0.374, 出口处静压为

106 kPa, 此工况下出口处为压力匹配状态; 当滞

止压力升高至 706 kPa时, 出口马赫数为 1, 出口

静压为 112 kPa, 此工况下为流动壅塞状态.

图 11为 Case 1和 Case 2出口处的纹影实验

结果. 纹影图像定性地证明了计算结果的合理性.

黑色区域为管壁, 管外径为 800 μm. 当滞止压力

为 256 kPa时, 如图 11(a)所示, 直管内流动处于

非壅塞状态, 出口处工况为压力匹配状态, 未出现

任何波系结构, 由于绝热过程中沿管长方向静温有

所下降, 即出口处的密度应大于环境密度, 故可观

察到较微弱的明暗变化.  而当滞止压力升高至

706 kPa时, 如图 11(b)所示, 直管出口出现了激
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Camera (microlens)
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图 7    纹影光路图 (LS, 光源)

Fig. 7. Light path diagram of Schlieren (LS, light source).
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图 8    成像系统分辨率测试结果

Fig. 8. Imaging system resolution test results.
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图 9    Case 1直管内沿程 Ma, p, T 分布

Fig. 9. Distribution of Ma, p, and T along the tube of Case 1.
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波串结构. 这说明直管出口处已达到声速, 且出口

静压应大于环境静压, 即流动处于欠膨胀状态, 经

过出口之后气流继续膨胀加速, 达到超声速状态,

而后在气流压缩减速过程中, 则会出现连续的激波

结构, 这与计算结果中得到的流动壅塞状态是吻合

的. 故可定性说明, 文中采用的绝热假设以及关于

非壅塞与壅塞流动的处理方法是合理的.
 

3.4    质量流量计算结果验证

由 2.2节计算流程可知, 可通过数值方法得到

密度与速度的沿程数据, 则由 (9)式可得直管出口

的质量流量: 

ṁ = ρu. (9)

对不同内径以及不同滞止压力条件下直管的运输

质量流量进行计算和实验测试, 计算和实验条件保

持一致, 如表 2所列.
 
 

表 2    计算与实验条件

Table 2.    Calculation and experimental conditions.

Series P0 /kPa T0 /K pe /kPa d/μm L/mm

1 256—706 298 106 100 120

2 156—706 298 106 200 120
 

图 12为直管内径 d = 100 μm和 200 μm时

不同滞止压力对应的质量流量数据, 每个系列实验

中滞止压力的增量均为 50 kPa. 由于 d = 100 μm

条件下实际质量流量相对于流量计量程偏小, 与流

量计测量不确定度属于同一量级, 为减小分析误差

故舍弃 P0 = 156 kPa和 P0 = 206 kPa两组数据.
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图 12　数值计算与实验测量质量流量结果对比　(a) 系列 1

(d = 100 μm); (b) 系列 2 (d = 200 μm)

Fig. 12. Comparison  of  mass  flow rate  results  of  numerical

calculation and experimental measurement: (a) Series 1 (d =

100 μm); (b) Series 2 (d = 200 μm).
 

从图 12可以得到, 当 d = 100 μm时, 数值计

算与实验的结果吻合得较好, 不同滞止压力条件下

偏差值均小于 2%, 流量与滞止压力之间近似呈幂

次关系. 而当 d = 200 μm时, 数值计算与实验的

结果则出现明显的误差, 最大偏差出现在滞止压力

为 306 kPa时, 偏差值达到了 29%, 滞止压力继续
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图 10    Case 2直管内沿程 Ma, p, T 分布

Fig. 10. Distribution of Ma, p, and T along the tube of Case 2.
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图 11    纹影实验结果

Fig. 11. Experiment results of Schlieren.
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增大时, 偏差值减小, 均能控制在 8%之内. 数值计

算结果中,  在滞止压力为 156—256 kPa范围内 ,

流量与滞止压力之间近似为幂次关系, 而在 256—

356 kPa范围内, 数据点偏离此关系, 且出现流量

滞止现象, 随着滞止压力继续增大, 流量重新开始

增大, 并呈线性增长的趋势; 在实验结果中, 并未

出现极端的流量滞止现象, 但在 206—406 kPa变

化范围内, 流量增长的斜率逐渐减小, 此后流量增

长趋势也近似于线性关系, 这与数值计算的结果趋

势吻合. 

4   数值计算方法的误差主要来源分析

对于摩擦力为唯一驱动势的一维流动, 流动参

数的变化由摩擦力引起. 而在数值求解中摩擦系数

是作为输入量给定的, 其偏差将直接导致预测误差

的产生. 本研究采用的摩擦系数计算公式 (7)和

(8)均是在不可压条件下得到, 但实际微圆管中的

流动具有可压缩性, 其在较高马赫数条件下对摩擦

系数的影响实际无法忽略. 此外, 转捩雷诺数决定

了层流至湍流的转捩点, 此处摩擦系数会出现间断

式升高, 转捩雷诺数规定的偏差也是误差来源之

一. 本节基于摩擦系数及转捩雷诺数对预测误差产

生的原因开展分析. 

4.1    全局平均摩擦系数计算方法

由于绝热条件下管内流动的雷诺数沿管长方

向不断变化, 故只能得到全局的平均摩擦系数. 首

先提出基于一维方法的实际管内平均摩擦系数的

计算方法.

将平均摩擦系数定义为 

fave =
1

L

∫ L

0

fdx. (10)

定义最大管长 Lmax 为绝热条件下某一起始马赫数

加速至极限马赫数所需要的最短长度, 将 2.1节中

控制方程组中关于马赫数与 x 坐标的微分关系式

改写成以下形式:  ∫ Lmax

0

4
f

d
dx

=

∫ 1

Ma2

1−Ma2

γMa4
[
(γ − 1)Ma2

2
+ 1

]dMa2. (11)

结合 (10)式和 (11)式整理后, 可得 

4fave
Lmax

d

=
1−Ma2

γMa2
+

γ + 1

2γ
ln

(γ + 1)Ma2

2

(
1 +

γ − 1

2
Ma2

) . (12)

因此, 假设已知一段长度的直管入口以及出口的马

赫数, 则可以求得这段长度范围内的平均摩擦系数: 

4fave
L

d
=

(
4fave

Lmax

d

)
Ma1 −

(
4fave

Lmax

d

)
Ma2.

(13)

ṁ对于实验而言, 我们有已知量   , P0, T0, pe,

由于直管内每个截面的质量流量为常数, 可由下列

方程组求解得到实际入口马赫数:  

P0 = p

(
1 +

γ − 1

2
Ma2

) γ
γ−1

,

T0 = T

(
1 +

γ − 1

2
Ma2

)
,

ṁ = ρuA, u = Ma ·
√
γRT , p = ρRT.

又根据 2.1节微分方程组中, 可以整理出压力与马

赫数的积分形式:  ∫ pe

p1

1

p
dp =

∫ Ma2
2

Ma2
1

− 1 + (γ − 1)Ma2

Ma2[(γ − 1)Ma2 + 2]
dMa2.

求解得 

pe
p1

=

√
Ma21[(γ − 1)Ma21 + 2]

Ma22[(γ − 1)Ma22 + 2]
. (14)

由 (14)式可以求得出口处的马赫数, 代入 (12)式

和 (13)式即可求得直管内的实际平均摩擦系数.

对于数值计算的平均摩擦系数, 只需按求解步长

将 (11)式离散即可. 

4.2    基于平均摩擦系数的误差分析

依据 4.1节中平均摩擦系数求解方法, 可以得

到 d = 100 μm和 200 μm时不同滞止压力对应的

计算摩擦系数与实际摩擦系数, 如图 13所示.

由图 13结果可知, 当 d = 100 μm和 200 μm

时, 实验数据得到的实际摩擦系数大于计算摩擦系

数, 因此实验测得的质量流量比数值计算结果小,

这与图 12结果反映的整体规律吻合. 为进一步解

释随滞止压力变化偏差的变化规律, 统计了由数值

计算得到的不同滞止压力时沿程的雷诺数分布.

由图 14可知, 当 d = 100 μm时, 不同滞止压

力时直管内的雷诺数应小于计算时规定的层流至
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湍流的转捩雷诺数 2300, 因此该工况下直管内均

保持层流状态. 当滞止压力较小时, 管内流动压缩

性较弱, 直管内沿程的雷诺数几乎不变, 而层流的

摩擦系数计算公式为反比例函数, 即随雷诺数增

大, 摩擦系数变化的斜率会减小. 由图 12结果, 实

验结果比计算结果的偏差均在 3%左右, 故表现在

平均摩擦系数的偏差则是随着滞止压力的提升而

逐渐减小, 这解释了图 13(a)中平均摩擦系数的误

差来源.

当 d = 200 μm时, 数值计算结果与实验结果

均出现了流量滞止或者流量增量变缓, 而后过渡至

线性变化的现象. 依据图 13(b)与图 14(b)中的结

果, 此现象均是由于层流至湍流的过渡过程导致摩

擦系数增大而引起的. 从数值计算结果来看, 当滞

止压力由 256 kPa升高至 306 kPa时, 直管内流动

状态由全层流转变为层流与湍流混合的状态, 滞止

压力继续增大至 356 kPa时, 则为全湍流状态, 在

此范围内平均摩擦系数表现为增大的趋势, 也对应

了流量滞止现象出现的压力范围.

d = 100 μm时的结果证明了在全层流状态下

质量流量与滞止压力的符合相同的幂次增长趋势.

但在 d = 200 μm时, 实验与计算值最大偏差反而

出现在滞止压力为 206 kPa与 256 kPa时, 此时计

算结果中沿程雷诺数均小于 2300, 质量流量符合

幂次增长规律, 但实验值从 206—256 kPa开始质

量流量的增长规律便不符合幂次增长规律, 质量流

量的增量随滞止压力升高保持不变或逐渐减小, 此

时管内的平均摩擦系数应比理论上全层流状态要

高. 这说明实际管内流态并非为理论上的全层流流

动, 即以雷诺数为 2300作为层流至湍流的转捩雷

诺数的假设不合理, 实际的转捩点应是提前的, 这

与部分已有的研究结论吻合 [2,36]. 此外, 当滞止压

力高于 406 kPa时, 理论与实际管内均为全湍流,

此时实际的平均摩擦系数比计算的摩擦系数是要

大的, 即光滑管的假设与实际直管在湍流状态下的

摩擦系数存在偏差. 在转捩雷诺数与经验公式的共

同控制下, 导致了在涉及层流至湍流过渡的工况下

质量流量预测出现了较大的偏差.
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图 13    不同滞止压力时的平均摩擦系数　(a) d = 100 μm; (b) d = 200 μm

Fig. 13. Average friction coefficient at different stagnation pressures: (a) d = 100 μm; (b) d = 200 μm.
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图 14    不同滞止压力时的沿程雷诺数　(a) d = 100 μm; (b) d = 200 μm

Fig. 14. Reynolds numbers along the tube at different stagnation pressures: (a) d = 100 μm; (b) d = 200 μm.
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可见, 数值计算中关于摩擦系数的给定方法是

质量流量预测误差的主要来源, 包括了经验公式的

准确性以及转捩雷诺数的判断. 层流摩擦系数公式

是经过数学推导得来, 数值方法与实验的对比验证

了全层流状态下质量流量预测的精度较高, 预测误

差在 3%以内; 全湍流状态下光滑管 Blasius湍流

摩擦系数公式存在一定误差, 预测误差在 8%以

内. 而当流动过程中包含层流至湍流的过渡过程

时, 在转捩点和湍流经验公式的共同控制下, 预测

精度下降, 误差提高至 29%.

此外, 依据经典 Moody图 [37,38] 中摩擦系数与

雷诺数的变化规律可知, 由层流至湍流的过渡过程

中摩擦系数随雷诺数连续增大, 并非间断式增长.

但针对此过程中摩擦系数的计算目前尚未有统一

的经验公式, 故而在计算中通常忽略过渡过程, 而

直接采用湍流摩擦系数公式代替, 这使得摩擦系数

计算值应比实际过渡过程要大. 因此也解释了实验

中当出现转捩情况时平均摩擦系数增大的速度比

计算结果要小的现象. 

5   结　论

本文采用一维近似处理方法简化可压缩流动

方程组, 建立了适用于微圆管质量运输特性预测的

计算模型和数值计算方法, 结合范诺线方程及实验

方法对数值计算方法的正确性和物理计算模型的

有效性进行了检验, 并详细分析了预测误差来源.

主要得到以下结论: 依据范诺线参数比理论结果检

验了数值计算方法的正确性. 对比典型驱动压差条

件下微圆管出口工况的计算与纹影结果, 证明了数

值方法关于流动壅塞预测的合理性, 并依据全局平

均摩擦系数分析了数值计算方法的误差来源.

1)依据范诺线参数比理论结果检验了数值计

算方法的正确性, 数值计算结果误差在 1.5%以内;

通过直管出口工况的密度场变化特征, 定性验证

了绝热假设与一维近似处理方法的合理性, 在大压

差条件下, 直管出口处可以达到声速, 即流动壅塞

状态.

2)质量流量预测精度方面, 在全层流状态下,

数值方法的预测误差可以控制在 3%以内, 全湍流

状态下光滑管假设误差在 8%以内, 当流动过程包

含层流至湍流过渡过程时, 误差提高至 29%.

3)数值计算误差是由转捩雷诺数以及湍流摩

擦系数经验公式共同引起的, 实际管内的转捩雷诺

数比计算规定的转捩雷诺数要小, 再加之湍流摩擦

系数计算存在偏差, 使得当管内流动包含过渡过程

时质量流量预测误差较大.

综上研究可以看出, 转捩雷诺数以及湍流状态

下摩擦系数的修正和标定是影响质量流量预测精

度的关键因素. 而目前关于摩擦系数的实验标定普

遍基于等温流动假设得来, 此假设仅适用于极低马

赫数条件, 对于高雷诺数情形存在误差, 合理性受

限, 这是后续研究中需解决的重要问题.
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Abstract

The fundamental issues related to heat and mass transfer in microchannels have significant research needs

in various engineering fields, such as new materials, microelectronics, and aerospace. This paper addresses the

problem  of  predicting  mass  transport  characteristics  within  microtubes  by  developing  numerical  methods,

conducting experimental measurements for validation, and analyzing prediction errors.

　　A one-dimensional approximation method is employed to simplify the compressible flow equations,  and a

fourth-order  Runge-Kutta  numerical  method  is  also  used  to  iteratively  solve  the  governing  equations.  A

theoretical calculation method suitable for predicting mass transport characteristics in microtubes is established.

This method can calculate various flow parameters along the length of the microtube and can handle different

flow conditions, such as static pressure matching or flow choking at the outlet.

　　Subsequently, by comparing the numerical calculation results with the theoretical results of the Fanuo line

parameter ratio, the correctness of the numerical calculation method is verified. Also, Schlieren experiments and

a  self-designed  mass  flow  measurement  device  are  used  to  qualitatively  and  quantitatively  verify  the

effectiveness of physical computing models. Under typical driving pressure differences, the qualitative agreement

between  the  calculated  and  schlieren  results  for  the  outlet  conditions  of  the  microtube  demonstrate  the

rationality  of  the  numerical  method  in  terms  of  static  pressure  matching  and  flow  choking  calculations.

Regarding mass flow prediction, comparisons between theoretical calculations and experimental measurements

under different driving pressures reveal that when the flow inside the microtube is in a fully laminar state, the

mass  flow prediction  error  is  within  3%.  When the  flow is  fully  turbulent,  the  prediction  error  is  within  8%.

However, when the flow involves a transition from laminar to turbulent, the prediction error increases to 29%.

　　During the numerical calculations, based on existing research results,  the formula for transition Reynolds

number and the turbulent  friction factor  are  set  as  input parameters.  However,  the  analyses  of  the  Reynolds

numbers along the length of the microtube and the average friction factors under different conditions show that
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the  actual  transition  Reynolds  number  in  the  microtube  is  lower  than  the  value  set  in  the  numerical

calculations. Additionally, there is a significant discrepancy between the calculated turbulent friction factor and

the  actual  value.  Moreover,  during  the  transition  from  laminar  to  turbulent  flow,  the  friction  factor  should

increase continuously with the Reynolds number increasing, but the in the numerical calculations the turbulent

friction factor is directly used to represent this process. These factors are the main reasons for the larger mass

flow prediction errors when the flow involves transition and turbulence.

Keywords: one-dimensional processing method, mass transfer, numerical prediction, friction coefficient
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