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Feshbach共振是在特定外场下原子间发生共振相互作用的现象, 主要表现为在共振附近量化低能散射

性质的广义散射长度随外场趋于发散. 近年来, 随着冷原子物理的发展, s波及高分波的 Feshbach共振相继

被发现, 为研究共振相互作用在多体物理中的效应提供了宝贵的途径 . 本文基于多通道量子缺陷理论

(MQDT), 预言在 1039.24 和 1055.64 G (1 G = 10–4 T)外磁场下 , 7Li原子间存在两个 d波 Feshbach共振 , 并

确定了共振的各项参数, 如共振宽度等. 同时, 估计了磁偶极矩相互作用对这两个共振的影响. 本文的结果拓展了在
7Li原子气体中研究 d波共振相互作用的契机.
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1   引　言

理解物质间的相互作用, 并实现操控它们, 一

直是物理学研究的重要目标之一. 近一百年以来,

随着量子力学的发展, 人类获得了研究微观世界的

强有力工具. 在相互作用较弱的情况下, 微扰论 [1]

能够较为精确地描述原子间的相互作用效应, 但在

强相互作用体系下, 微扰论则不再适用. 冷原子物理

的发展为研究可调控的强相互作用提供了理想平

台. 通过激光冷却技术 [2,3], 人们可以在抑制热能效应

的同时, 通过磁场或电场对原子间相互作用的强度

进行精确调控, 甚至达到共振相互作用 [4]. 在这些

共振附近, 无论是 Feshbach共振 [5] 还是形状共振 [6],

原子间的相互作用会发生显著变化. 这些共振的发

现为调控原子间的相互作用提供了新的途径.

近几十年中, 人们对 Feshbach共振的研究逐渐

深入. 除了最常见的原子-原子体系, 如 6Li的 s波共

振 [7,8], 40K的 p波共振 [9] 等, 在分子-原子体系 [10],

甚至半导体体系 [11] 中都发现了 Feshbach共振 .

将 Feshbach共振作为控制原子相互作用的重要手

段, 人们进一步研究了多体量子系统的性质 [12–14].

另一方面, 描述原子间 Feshbach共振存在多种理论

框架: 耦合通道方法 [15] (coupled-channel)、有效场

论 [16] (effective field theory)和多通道量子缺陷理

论 [17,18] (MQDT)等. 其中耦合通道方法由于具有高精

确性, 其结果经常与 Feshbach共振实验进行对比 [19].

耦合通道方法的关键是建立原子间相互作用

势具体的形式; 该形式的确立通常需要利用光缔合

谱等实验数据 [20]. 使用确立的原子间相互作用势

在实空间求解各个通道耦合在一起的薛定谔方程

需要更多的计算资源. 相比之下, MQDT优势在于

仅靠引入若干可由实验确定的参数即可相当精确

地描述 Feshbach共振的特征. 该方法在寻找和预

言 Feshbach共振方面被广泛应用.

1000 G本文采用MQDT方法, 预言 7Li在高于 

(1 G = 10–4 T)磁场下存在两个 d波 Feshbach共
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振; 它们分别位于 1039.24和 1055.64 G, 共振宽度

分别为 0.6和 61.5 mG. 之前关于 7Li的实验主要

关注入射通道 aa在 736.8 G的 s波共振 (见表A1),

未将磁场扫到超过 1000 G的范围. 另一方面本文

预言的两个 d波共振宽度分别为 0.6和 60 mG左

右, 在理论预言的指导下, 需在特定磁场范围内进

行仔细扫描才能发现. 同时计算了表征 Feshbach

共振的各项参数及在共振点附近闭通道中两体束

缚态的性质. 并进一步估算了 d波中磁偶极矩相互

作用导致的共振劈裂. 

2   理论模型

应用MQDT预测 7Li原子发生 Feshbach共振

的外磁场值, 并给出描述 Feshbach共振的各项参

数. 在一般外磁场下, 对于电子处于空间基态轨道

的单个 7Li原子, 其内态可处于不同的超精细态.

我们将两个原子的内态定义为通道, 它们的内态能

量和相对动能的总和称为通道能量. 两个入射原子

所处的内态被定义为入射通道. 内态能量高于入射

通道能量的通道定义为闭通道, 更低或相等则为开

通道. 由于在实验中, 往往选取入射通道为内态能

量最低的通道, 因此只需考虑一个开通道, 即入射

通道. 在碰撞的过程中, 原子间的相互作用可以使

在各通道中的概率幅发生转换. 若闭通道中存在一

个和入射通道能量相同的束缚态, 两原子会发生共

振散射, 这就是 Feshabch共振.

r > r0

r < r0

r0

r > r0

r > r0

MQDT将原子间相互作用分为长程和短程两

部分: 在原子间距  的长程部分, 相互作用的

形式可以很好地近似为 van der Waals 势; 对于

 短程部分的效应, 则引入量子缺陷矩阵 K

来参数化. 该矩阵 K 确定了波函数及在  处的边

界条件. 与有效场论相比, MQDT的处理方式通过

严格求解  处的薛定谔方程从而记入 van der

Waals势的效应, 进而使得该理论在很大能量范围

尺度内都可靠 [21]. 在  处, 描述两个相对角动

量 l 分波中 7Li原子内态和相对距离 r 自由度的哈

密顿量为 

Ĥ =
ℏ2

2µ

[
−1

r

d2

dr2
+

l(l + 1)

r2

]
− C6

r6
+ Ĥhz,1 + Ĥhz,2,

(1)

C6

B

式中 μ是约化质量,    是 van der Waals势能的

参数. 对于处在具有外磁场   下的具有超精细多

Ĥhz,j(j = 1, 2)重态的原子, 其内态哈密顿量  为
 

Ĥhz,j = AIj · Jj − (γIIj + γSSj) ·B, (2)

γI γS

Ij Sj

|α⟩ (Ĥhz,1+

Ĥhz,2)|α⟩ = Eα|α⟩ Eα

a—h

式中 A,    和   分别是原子的超精细结构常数、

核磁旋比和电子磁旋比,    和   分别是第 j 个原

子的核自旋和电子自旋. 本征内态  满足 

 , 其中  即为内态能量. 图 1给

出了 7Li的本征内态 (用字母   表示)对应的内

态能量随外磁场的变化.
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E6≡EvdW/4图 1　7Li原子内态能量随外磁场的变化 (  )

E6 ≡ EvdW/4

Fig. 1. Internal  state  energies  of  7Li  atoms  vs.  the  exter-

nal magnetic field B, where   .
 

|α⟩
ul,α(r)

如此, 在通道  中的相对距离的空间波函数

 满足  [
d2

dr2
− l(l + 1)

r2
+

β4
6

r6
+ ϵ̄α

]
ul,α(r) = 0, (3)

β6 ≡ (2µC6/ℏ2)1/4 ϵ̄α ≡ 2µϵα/ℏ2 ϵα

EvdW≡ℏ2/(2µR2
vdW)

RvdW ≡ 1

2

(
2µC6

ℏ2

)1/4

ϵα/EvdW

fl,α(r) gl,α(r)

其中   并且   ,    是

通道能量. 这里将入射通道能量定义为能量零点.

由于实验中的入射动能及不同通道的内能差别通常

远小于 van der Waals能量,    ,

其中  是 van der Waals长度,

可以将  作为小量逐级展开 [22], 得到两组线

性独立的解  和  . 详尽的数学解法参见

文献 [21].

Kc

S1 · S2

Kc |S = 0⟩
|S=1⟩ Kc=Kc

S |S=0⟩⟨S=0|+
Kc

T|S = 1⟩⟨S = 1| Kc
S Kc

T

as at

这些线性独立解的相对系数则由近程相互作

用决定. MQDT引入矩阵  , 即近程的 K 矩阵来

参数化近程相互作用的效应 [21,23]. 由于在近程, 原

子间相互作用被认为正比于  , 且是典型电子

能量的量级, 所以  在总自旋单态  和三态

 的基矢下是对角的 [18],  

 . 参数   和   可由实验中测得

的零磁场下单态散射长度  和三态散射长度  确

定. 当把闭通道都“积分”积去后, 可以得到开通道
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中的等效量子缺陷 [24]
 

Kc
eff = Kc

oo +
∑
α∈c

Kc
oα⟨α|(χc

l −Kc)−1|α⟩Kc
αo, (4)

χc
l fl,α(r)

gl,α(r) Kc
αβ = ⟨α|Kc|β⟩

这里 α求和所有的闭通道 c,   由闭通道中的 

和  组成 [25], 矩阵元  .

δl对于 l 分波的散射相移  做有效程展开, 

lim
k→0

k2l+1 cot δl = − 1

al
+

1

2
re,lk

2 +O(k4 ln k), (5)

al re,l

k → 0

Kc
eff

其中  和  是对应不同分波数的广义散射长度和

有效距离. 在   的情况下, 只需要考虑首项与

量子缺陷  的联系 [26]
 

al(B) = āl

[
(−1)l +

1

Kc
eff(B)

]
, (6)

āl = ās,lβ
2l+1
6其中  , 并且

 

ās,l =
π2

24l+1[Γ (l/2 + 1/4)Γ (l + 3/2)]2
.

Kc
eff(B) B0当外磁场 B 趋向于   某个零点   时, 可以

得到 

al(B) = al,bg

(
1− ∆

B −B0

)
, (7)

al,bg B0其中  为广义的背景散射长度,   即是发生共

振的磁场值, Δ表征共振的宽度.

Eb

进一步, 可以计算在闭通道中导致 Feshbach

共振的低能两体束缚态的能量  , 该能量满足 [27]
 

det[χc
l (B)−Kc

cc] = 0, (8)

Kc
cc = PcK

cPc Pc =∑
α∈c

|α⟩⟨α|
其 中,    ,  闭 通 道 投 影 算 符  

 . 在共振磁场附近, 可以做线性展开
 

Eb = δµ(B −B0), (9)

δµ式中  是闭通道束缚态与开通道中两个原子的磁

矩差.

sres

sres =

al,bg
āl

∆δµ
Ē

Ē =
ℏ2

2µā2l
āl

sres ≫ 1

sres

Z =
1

ζ

∣∣∣∣B −B0

∆

∣∣∣∣ ζ ≡ 1

2
sres

∣∣∣∣al,bgāl

∣∣∣∣

此外, Feshbach共振可区分为宽共振和窄共振 [28].

通常而言, 共振宽度 Δ并不能直接定义共振的宽

窄, 而是由无量纲强度参数   决定. 考虑到磁矩

差、背景散射长度对共振的影响, 它被定义为 

 , 其中  是与  相关的能量尺度.

若  , 称该共振属于入射通道主导的共振,

也就是宽共振 (broad), 反之则为闭通道主导的共

振, 也称窄共振 (narrow). 通过  可以确定 Fesh-

bach共振的若干性质 ,  例如在共振磁场附近闭

通道的权重  , 其中  .

Z 表征当磁场偏离共振点时, Feshbach分子态脱

离入射通道主导的速率; 对于窄共振而言, Z 在共

振附近的变化率远大于宽共振, 即 ζ值远小于 1. 

3   计算结果

aa

a2(B)

6.397× 10−4 6.15× 10−2 G sres

B0

Bext

0.2% Kc as

at C6

本文采用 MQDT方法, 计算发现 7Li在大于

1000 G磁场下入射通道  (即内态最低能级, 参看

图 1)中存在两个 d波 Feshbach共振: 其中一个共

振位于 1039.24 G, 另一个位于 1055.64 G. 图 2(a)

和图 2(b)给出了 d波广义散射长度   在共振

点附近随磁场的变化. 各物理量的计算结果如表 1

所列.  计算得到这两个 Feshbach共振 Δ分别为

 和   .  极小的   和 ζ也

表明了这两个共振都属于窄共振. 为确认 MQDT

数值计算的可靠性, 计算了先前已在实验中确认

的 Feshbach共振与之比对 (详见附录 A). 通过对

比理论计算得到的 Feshbach共振磁场   与实验

观测到的共振磁场  , 表明本文方法的精度在

 的水平. 并且我们对用于确定   的参数   ,

 和  进行了优化 (详见附录 B).
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a2图 2       7Li原子 d波广义散射长度   在两个共振磁场

(a) 1039.24和 (b) 1055.64 G附近随磁场的变化 . 图中黑色

虚线标注出了共振的位置

a2Fig. 2. The d-wave generalized scattering length     for 7Li

atoms  vs.  the  external  magnetic  field B  in  the  vicinity  of

two resonances at (a) 1039.24 and (b) 1055.64 G. The black

dashed lines represent the resonance points.
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157.6 168.2 G

0.25 0.15 G

从表面上看, 本文的计算结果似乎显示出共振

宽度随磁场变大而变宽的趋势. 表 A1中 23Na的两

个 s波共振也具有相同的趋势. 但在已知的其他

Feshbach共振中存在违反该趋势的情况 : 6Li和
40K原子间 aa通道在   和   的 s波 Fes-

hbach共振宽度分别为  和  
[29]. 共振磁场

与宽度之间没有单一的趋势, 正反映出 Feshbach

共振现象中多通道耦合而导致的复杂性.

Eb(B) = − ℏ2

2µal=0(B)2

l ̸= 0

Eb al

Eb B → B0

除了散射性质外, Feshbach共振的另一特征

是共振点附近存在低能束缚态. 对于 s波 Feshbach

共振,  束缚态的能量为   
[29].

对于高分波 (  ), 通过将 (5)式解析延拓到负能

量可知, 低能束缚态能量  应与散射长度  成反

比. 因此,   在共振点附近 (  )时, 与磁场

呈线性关系. 图 3(a)和图 3(b)是利用 (8)式计算

Eb

Eb > 0

得到的闭通道中导致共振的低能束缚态  在共振

附近的行为, 其的确呈现出线性变化. 当考虑开通

道时,   的区间对应的是“准”束缚态, 即具有

有限的寿命. 这类“准”束缚态的性质已在之前 p

波 Feshbach共振的实验中被测量 [30].

其次, 在之前高分波的共振实验中, 当分辨率

足够高时, 发现共振会发生劈裂, 即在若干个相近

的磁场发生共振 [6]. 这一劈裂的主要原因是磁偶极

矩相互作用 

Hdd = ad
1− 3 cos2 θ

r3
, (10)

ad其中,   是磁偶极矩相互作用常数, θ是相对运动

方向和偶极矩方向的夹角, r 是两个原子间的距离.

由于磁偶极矩相互作用远弱于之前考虑的原子间

相互作用, 本文采用了一阶定态微扰的方法来估算

劈裂的大小.

 

表 1    7Li的 d波 Feshbach共振
Table 1.    d-wave Feshbach resonances in 7Li.

B0 /G a2,bg ā2/ Δ/G δµ/µ0 sres ζ

1039.24 1.529 6.397× 10−4 3.924 2.19× 10−4 6.49× 10−11

1055.64 1.529 0.0615 3.953 0.021 6.29× 10−9
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Eb图 3      闭通道中低能束缚态能量   在两个共振磁场

(a) 1039.24和 (b) 1055.64 G附近随磁场的变化 . 蓝色点为

计算的数据点, 绿色线是线性拟合的数据 , 红色虚线标记

共振点的位置

EbFig. 3. Energy    of the low energy bound state in the clo-

sed channels vs. the external magnetic field B in the vicin-

ity of the two resonances at (a) 1039.24 and (b) 1055.64 G.
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图 4    磁偶极矩相互作用导致的共振点劈裂. 两子图中  

发散的磁场从小到大分别对应于   ,   , 不考虑

劈裂,   的共振点位置

a2

m = 0 m = 1

m = 2

Fig. 4. Resonance  splittings  due  to  the  magnetic  dipole-di-

pole interaction. In the plots the divergences of     corres-

pond  to  the  resonances  of    ,    ,  no  splitting,

and    from small B to big B.
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m = 0, 1, 2 B0

m = 0,

1, 2 B0

我们发现, 对于 7Li的 d波 Feshbach共振, 由

于磁偶极矩相互作用, 共振点的位置发生了一定的

变化,  如图 4(a)和图 4(b)所示 .  对于 1039.24 G

的共振,    的   变化量分别为 –0.349,

–0.174和 0.349 G; 对于 1055.64 G的共振,  

 的  变化量分别为–0.344, –0.172和 0.344 G. 

4   总结与展望

通过 MQDT方法的计算, 发现 7Li在磁场大

于 1000 G时存在两个 d波 Feshbach窄共振. 给出

了表征这些共振性质的物理参数, 并计算得到了共

振点附近闭通道中低能束缚态的行为. 此外, 估算

了磁偶极矩相互作用导致的共振劈裂. 与宽共振相

比, 窄共振由于通道间耦合相对较弱及耦合的通道

数较少, 导致窄共振的半高宽较窄, 散射效应对于

磁场依赖更为敏感, 在量子精密测量中具有应用前

景. 作为计算方法, MQDT还可拓展研究其他原

子 (详见附录 C)或其他系统的 Feshbach共振研

究, 如分子-原子 [10]、离子-原子 [31], 甚至空穴-激子 [32]

等系统. 

附录A   与已知若干碱金属原子 Fesh-
bach共振的比对

aa ac

Bext

为了确认MQDT数值计算的可靠性, 计算了7Li和23Na

原子的 s波 Feshbach共振, 并与实验结果进行比对. 选择

入射通道为  和  , 计算结果总结在表 A1中. 考虑到实际

实验条件, 只计算了磁场在 0—1200 G之间的共振. 计算

得到的共振磁场值与实验中观测到的值  很好地符合. 

附录B   数值优化

as at C6

as at C6

我们发现对MQDT的参数值进行优化, 可以使计算结

果更好与实验结果相符合, 从而提升其可靠性. 对计算结果

有显著影响的主要有 3个参数: 电子的单态和三态的 s波

散射长度  ,   , 以及 van der Waals常数  . 将现有精度

下实验观测反推出的  ,    ,    数值作为初始值, 利用实

as at C6

Kc Kc

验已观测到的 Feshbach共振作为限制来优化   ,    ,   

的取值, 从而确定共振矩阵  的取值, 最后利用优化后 

的取值预测其他分波的新共振.

as at C6

as, at

C6

考虑到  ,   以及  对共振点位置和宽度的映射是不

寻常的多值函数, 同时缺乏解析的梯度表达式, 本文采用

了 Nelder-Mead单纯形法 [35], 它在解决这类问题时比数值

梯度下降法更具优势. 应注意到的一点是, 电子的单态和三

态的 s波散射长度  表征具有不同空间对称性的电子之

间的相互作用强度, 而 van der Waals常数  表示原子和

原子间的相互作用强度, 对于不同的分波数 l 而言, 它们以

上三个参数均相同.  因此 ,  在理论计算中 ,  利用已知的
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as at C6Fig. B1. Three parameters    ,     and     vs. the number

of iterations for optimization.
 

表 A1    7Li和 23Na的 Feshbach共振
Table A1.    Feshbach resonances in 7Li and 23Na.

元素 入射通道 l B0/G a0,bg/ā0 Δ/G δµ/µ0 Bext/G 数据来源

7Li aa s 738.2 –0.6753 –159.9 1.93 736.8 [33]

23Na aa
s 851.04 1.459 0.009674 3.8 853 [34]

s 908.4 1.434 1.085 3.8 907 [34]
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Feshbach共振位置对这些参数进行优化是充分且合理的.

本文的 MQDT计算能给出之前实验中已观测到的“三个”

s波 Feshbach共振磁场位置在 0.2%左右的误差, 不仅说

明了MQDT方法的价值, 并佐证了实际计算的可靠性. 最

终, 对于这两个新的 d波 Feshbach共振的预言归根结底需

要通过实验来验证.

B0 = 736.8 G

具体来说, 首先选择了 7Li的 s波共振点, 它的共振磁

场为  [36]. 以这个共振点的位置作为目标进行优

化, 选择被优化的输出函数形式为 

f(B) = (B0 −B)2W, (B1)

其中 B 为每次迭代后的共振点位置, W 为权重函数.

W = 1

1918.14 0.0232

对于 7Li的 s波共振 ,  由于共振点仅有一个 ,  选择

 . 图 B1给出了不同迭代次数时的系统状态, 系统在

20次迭代后趋于稳定. 同时, 图 B2给出了输出函数的变

化, 它的值从初始化的  迭代到最后的  . 可以看

出在使用 Nelder-Mead 单纯形法的情况下, 输出函数在收

敛非常快的同时, 收敛效果也非常好.
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as = 34.331 at = −26.92 C6 =

1393.39 as = 33.737 at = −27.896 C6 =

1446.76 B0 =

710.80 G B = 738.249 G

本 文 中 的 初 始 数 据  ,    ,   

 [4], 迭代后的参数为  ,   ,  

 . 计算得出优化前和优化后的共振点分别为  

 和  . 可见, 优化后的共振点位置明显

优于优化前. 

附录C   更多新发现的共振

0 G 1100 G

本工作的主旨是运用MQDT理论方法预言 7Li入射通

道 aa中的 d波 Feshbach共振. 为突出该理论方法具有广

泛适用性, 我们提及了在计算过程中发现的其他原子及通

道中之前未曾报道过的 Feshbach共振. 我们希望其中的预

言能给实验学家寻找新的 Feshbach共振提供帮助. 这些共

振的各种性质被列在表 C1中. 考虑了 7Li和 23Na的三个低

能量通道, 磁场从  到  , 罗列出了入射通道、分波、

共振点位置、共振宽度和背景散射长度.
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表 C1    不同原子的 Feshbach共振
Table C1.    Feshbach  resonances  in  other  alkali

atoms.

元素 入射通道 l B0/G al,bg/āl Δ/G

7Li ab
p 977.12 1.1 121.1

d 72.9 2.63 148.3

7Li bc p
514.3 –1.235 –61.07

1083 –1.3 –15.85

23Na aa d
578.7 –1.179 –0.04575

656.2 –8.462 –0.1149

23Na ab

s 977.1 1.464 3.689× 10−3

p 880.1 1.753 0.1491

d 694.3 –1.147 –0.05086

23Na bc s 1017 –1.152 –0.0523
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Abstract

Feshbach resonance is  a fundamental  phenomenon in cold atomic physics,  where interatomic interactions

can be precisely changed into a scattering resonance by varying an external magnetic field. This effect plays a

crucial  role  in  ultracold  atomic  experiments,  enabling  the  control  of  interaction  strength,  the  formation  of

molecular  bound  states,  and  the  realization  of  strongly  correlated  quantum  systems.  With  the  rapid

development of cold atom experiments, numerous Feshbach resonances corresponding to different partial waves,

such as s-wave, p-wave, and even higher partial wave ones, have been experimentally identified. While s-wave

resonances have been widely utilized due to their isotropic nature and strong coupling, and higher partial-wave

resonances  (including  p-wave  and  d-wave  resonances),  provide  unique  opportunities  for  exploring  anisotropic

interactions  and  novel  quantum  phases.  In  this  study,  by  using  the  multichannel  quantum  defect  theory

(MQDT),  we  predict  that  two  d-wave  Feshbach  resonances  are  existent  in  7Li  at  1039.24  G  and  1055.64  G,

repectively.  Physical  properties  of  the  two  resonances  are  presented,  such  as  the  resonance  width  and  closed

channel  dimer  energy.  In  addition,  we  optimize  the  computational  parameters  by  using  the  Nelder-Mead

algorithm and investigate the possible resonance splitting induced by dipole-dipole interactions in higher partial

waves.  The  presence  of  these  d-wave  resonances  at  high  magnetic  fields  provides  a  new  platform  for

investigating the interplay between higher-order partial wave interactions and quantum many-body effects. Our

results  provide  opportunities  for  investigating  the  effects  of  higher  partial  wave  Feshbach  resonances  in  high

magnetic  fields.  Our theoretical  predictions thus serve as  a useful  reference for  future experimental  studies  of

higher-order resonance phenomena in lithium and other atomic species.

Keywords: Feshbach resonance, multichannel quantum defect theory
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