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研究了在非互易 Aubry-André模型中由方波式周期驱动所诱导的多重分形态和迁移率边. 通过数值计算

逆参与率、能谱的实复转变以及平均逆参与率的标度分析等, 发现在以高于临界频率的驱动下系统展现完全

的局域相. 同时在 Floquet谱的特定区域存在 CAT态, 不同于厄米情况, 其波函数分布的两个峰值展现非等

权叠加的特性, 这是由非互易物理所决定的. 而以低于临界频率的驱动下, Floquet谱中存在迁移率边和多重

分形态. 该研究结果为周期驱动系统中局域化性质的研究提供了新的视角.
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1   引　言

安德森局域化现象自 1958年首次提出后一直

是凝聚态物理领域的研究热点 [1]. 当物质波在无序

介质中传播时, 系统的波函数被局域在空间中无法

扩散, 称为局域态 [2,3]; 相反地, 若波函数是分布在

整个系统中的, 称为扩展态; 而处于两者之间的状态

称为多重分形态 [4], 多重分形态不同于经典的局域

态和扩展态, 它具有扩展但不遍历的特点. 此外, 迁移

率边 [5–7] 是理解无序系统中电子行为的又一重要

概念, 它是一种分离扩展态与局域态的临界能量 [8–11].

通过对迁移率边的研究, 可以深入了解无序系统中

的电子行为、相变过程以及材料的导电性等复杂的

物理现象. 无序系统中一个最为著名的模型是一

维 Anbry-André (AA)模型, 它展示了由自对偶性

质所导致的所有本征态从扩展态到局域态的转变.

然而此模型中并不存在迁移率边. 随后人们通过引

入能量依赖的自对偶机制设计出具有精确迁移

率边的各种广义 AA模型, 如具有长程跃迁项的

AA模型 [12] 以及具有特殊在位势的 AA模型等 .

王玉成等 [13] 利用数学工具精确地求解了一类马赛

克准晶体系, 极大地扩充了具有精确迁移率边的准

晶家族. 近些年来, 随着非厄米系统研究的兴起,

人们开始关注无序与非厄米效应的结合, 发现诸如

非厄米迁移率边 [14,15]、非厄米多体局域化 [16] 以及

非厄米拓扑安德森绝缘体 [17] 等有趣现象. 非厄米

系统因其与厄米系统的显著差异, 为局域化现象的

研究开辟了新的方向. 在广义非厄米 AA模型中,

发现了局域化转变、实复转变和拓扑相变之间的一

致性. 与传统的 Anderson模型的局域化不同, 在

一维随机无序的非互易 Hatano-Nelson模型 [18,19]
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中, 非互易性导致系统在无序环境中出现由扩展相

到局域相的转变. 这些现象为非厄米系统的研究提

供了新的视角和思路.

HF

U(T, 0) = exp[−iHFT ] T = 2π/ω ω

在近几十年, 研究封闭系统中的非平衡动力学

已经取得了巨大的发展 [20,21]. 特别是, 人们在周期

驱动系统中发现了很多非驱动系统中所没有的新

奇现象 [22,23], 例如驱动导致的拓扑量子相变 [24–26]、

动力学相变 [27–29]、时间晶体 [30] 以及弱遍历性破坏

的行为 [31,32] 等. 对于周期系统来说, 很多现象可以通

过分析它们的 Floquet哈密顿量   来完成, 其演

化算符为  , 这里  ,  

为驱动频率 [33–36]. 近期, Sarkar等 [37,38] 研究了跃迁

项周期驱动的 AA模型中的退局域-局域转变. 他

们发现周期驱动跃迁项可以导致迁移率边、多重分

形态以及 CAT态 (在质心附近密度分布存在两个

局域的峰, 且两个峰值展现等权叠加的特性)的出

现, 而这些现象在标准的 AA模型中并没有被探测

到. 可以发现, 周期驱动方法是研究系统局域化性

质的新颖手段. 受到 Sarkar的启发, 本文将这一驱

动方案应用到非厄米 AA模型中讨论其相应的局

域化性质, 为系统局域化特性的研究注入了新方

法, 同时也为周期驱动技术的应用拓宽了视野. 

2   模型与方法

H(t) = H0(t) + V

本文采用方波式驱动方案来周期驱动一个具

有准周期调制的非互易的 AA模型, 如图 1, 其哈

密顿量  , 其中动能项 

H0(t) = −J (t)

2

∑
j
(e−hc†jcj+1 + ehc†j+1cj), (1)

势能项 

V =
∑

j
µ cos(2πηj)c†jcj , (2)

c†j(cj) j式中,    为费米子在第   个格点的产生 (湮灭)

h µ

η η

η = (
√
5− 1)/2

J (t) = J

µ < Je|h|

µ > Je|h|

µ = Je|h|

算符,   用来表征非互易强度,   为在位势的强度,

 控制在位势的调制频率. 当   为无理数时, 系统

为准晶系统, 通常设   . 当跃迁强度

 不依赖时间时, 系统哈密顿量退化为非互

易的 AA模型 .  在周期边界条件下 ,  当  

时, 系统中所有的本征态都为扩展态, 相应的能谱

都为复数, 而当  时, 所有的本征态都变为

局域态, 相应的能谱都为实值. 可以看出, 这个非

互易的 AA模型和厄米的 AA模型类似, 也不存在

迁移率边. 在  处存在扩展-局域的相变. 本

文采用方波式周期驱动方案要求 

J (t) = −J, t ⩽ T/2,

J (t) = J, t > T/2. (3)

H± = H[±J ]
H±

|ϕL±p ⟩ |ϕR±p ⟩ H±|ϕR±p ⟩=ε±p |ϕR±p ⟩ H†
±|ϕL±p ⟩=

ε±∗
p |ϕL±p ⟩ ⟨ϕL±p |ϕR±q ⟩ = δpq

t = T

为了数值找到任意频率下的 Floquet谱, 首先

利用精确对角化找到非厄米哈密顿量 

的谱和双正交基. 定义  的左和右本征态分别为

 和  , 即  和 

 , 且具有双正交性 ,    , 从

而可以获得在  时刻的演化算符 [39]
 

U(T, 0) = e−i 12H+T e−i 12H−T

=
∑

p,q
ei

1
2 (ε

+∗
p −ε−q )T cpq|ϕR+p ⟩⟨ϕL−q |, (4)

cpq = ⟨ϕL+p |ϕR−q ⟩ U(T, 0)

λn = e−iεFnT |ψn⟩
HF|ψn⟩ = εFn|ψn⟩

HF εFn

|ψn⟩

其中,    . 利用数值对角化   ,

可以获得其本征值  和本征态   . 这

里, 本征能量和本征态同时满足   .

通过研究 Floquet哈密顿量  的本征能谱  和本

征态  可以等效地描述周期驱动系统的局域化

性质.

Dq

I
(q)
n =∑L

j=1
|ψn(j)|2q ψn(j) n

j q = 1

I
(1)
n = |ψn(j)|2 q = 2

I
(2)
n = |ψn(j)|4 I

(q)
n ∼ L−τq

τq

Dq=τq/(q − 1) Dq → 0 I
(q)
n

Dq → 1 I
(q)
n

Dq ∈ (0, 1) I
(q)
n

MIPR =
1

L

∑L

n=1
I(2)n

引入逆参与率和分形维度  两个序参量来表征

系统的局域化特征. 广义的逆参与率定义为:  

 , 其中   表示粒子在第   个本

征态第  个格点上所占据的概率幅 . 当   时 ,

 表示波函数的密度分布; 当  时,

 为逆参与率 (IPR). 由于 

(这里  为缩放指数), 由此给出分形维度的定义为

 . 对于局域态,   , 即  为一

个不依赖尺寸的有限值. 而对于扩展态来说, 分形维

度  ,  相应的   在热力学极限下趋近于

零. 而对于多重分形态,   , 其  在热力

学极限下趋于零. 此外, 还可以引入平均逆参与率

(MIPR)  . 通过标度分析来拟

 

-1  +1e



e



J (t) h j

图 1    一维非互易模型示意图. 红线和蓝线代表不同跃迁

强度, 其中   如 (1)式所示,    代表非互易强度,   代表

格点

h j

Fig. 1. Schematic diagram of the one-dimensional non-recip-

rocal model. The red and blue lines represent different hop-

ping  amplitudes,      is  non-reciprocal  amplitudes  and      is

the site index.
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MIPR(1/L) = ã× (1/L)b̃ + c̃

ã b̃ c̃

b̃→ 0 c̃ b̃→ 1

c̃ b̃ ∈ (0, 1)

c̃ ã b̃ c̃

J J = 1

h = 0.1

µ/J = 0.05

合平均逆参与率:   , 得

到相应的拟合参数  ,    和   . 对于完全局域化区

域,   ,   为有限值. 对于完全扩展区域,   ,

 趋于 0. 当系统中存在多重分形态时,    ,

 趋于 0. 因此, 可以根据  ,   和  的取值对其局域

化性质进行验证. 另外, 研究表明一些广义的非厄

米 AA模型中波函数的退局域-局域的转变与能谱

的实复转变有一一对应的关系. 全文讨论采用周期

边界条件, 选取跃迁强度  为能量单位, 即  ,

非互易参数  ,  并且考虑弱在位势的情况

 . 利用精确对角化方法计算和讨论 Flo-

quet哈密顿量的相关局域化性质. 

3   局域化分析

J ≫ µ

HF ≈
∫ T

0

H(t)dt/T = V

ω → 0

ω

L = 2048

ω n

ω = ωc ≈ 0.318π

ω > 0.318π

ω < 0.318π

本文考虑  的情况, 这个两段式的驱动方

法保证了在高频极限下,   ,

其等效 Floquet哈密顿量展现了一个局域相的特

征. 相反地, 对于准静态驱动  , Floquet本征

态表现为扩展态的性质. 因此, 随着  的变化驱动

系统将表现出退局域-局域的转变特性 [40]. 图 2(a)

展示了系统尺寸为  时, 不同能级的逆参

与率随着驱动频率  变化的情况, 图中  为能级指

标, 能级按照本征能量的实部升序排列. 从图 2(a)

可以看到在  附近存在明显的退局

域-局域转变. 当  时, 几乎所有态的逆参

与率为接近于 1的有限值, 此时系统处于局域相.

在  区域存在两种逆参与率的行为, 即部

D2

ω ñ

ω > ωc D2

ω

ωc D2

D2

D2

0.5

fIm = NIm/L

ω 10−10

|Im(εFn)| < 10−10 NIm

fIm ω ωc

fIm → 0

分态的逆参与率值为趋于 0, 部分态为有限值, 表明

此时系统中存在迁移率边. 为了进一步确定在驱动

频率变化的过程中系统能态的局域化性质, 图 2(b)

展示了不同能量本征态的分形维度  随着驱动频

率  的变化情况. 这里,   为能级指标, 按照相应本

征态的逆参与率的值升序排列. 从图 2(b)可以看

出当  , 所有的本征态的分形维度  趋于 0,

表明此时系统处于局域相. 而在驱动频率  从 0向

 转变的过程中, 所有态的分形维度  都从趋于 1

开始, 随着驱动频率的增大, 高逆参与率值区域的

本征态的分形维度逐渐减小, 且分形维度减小的区

域也开始扩大. 直到趋于退局域-局域转变点附近

区域, 可以看到在低逆参与率值的区间, 相应的分

形维度  趋于 1, 对应于扩展态, 在高逆参与率值

部分, 存在分形维度   趋于 0的局域态, 表明此

时系统中存在迁移率边. 对于具有中间逆参与率值

的本征态, 其分形维度值的分布在   附近, 表明

在此处的本征态可能为多分形态. 图 2(b)黑色实

线展示了系统的复能量占比  随着调制

频率  变化的情况. 这里, 选取截断为   , 当

 , 被认为是机器误差, 并且   为

具有非零虚部的本征值的数目. 可以看到在低频区

系统处于退局域区, 系统绝大多数本征谱为复值, 并

且随驱动频率的增加  略有减小. 而当  超过  ,

此时系统进入到局域区, 所有的态都为局域态, 相

应的  . 值得注意的是, 可能的多重分形态所

对应的能量为复值. 图中的黑色曲线与局域态和退

局域态的边界基本一致, 表明能谱的实-复转变可

以表征退局域-局域转变, 且系统中存在迁移率边.
 

1.0(a)

0.8





0.6

0.4

0.2

0
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/p

1.0(b)
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~ 
Im
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1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0

I
(2)
n n/L ω D2

ñ/L ω fIm ω ñ

L = 2048

图 2    (a)逆参与率   随着能级指标   和频率   的变化情况 (这里 , 能量实部升序排列). (b)分形维度   随着能级指标

 和频率   的变化情况, 以及复能量占比   (黑色实线)随频率   的变化图, 其中能级指标   以逆参与率值的大小升序排列.

这里  

I
(2)
n n/L ω

D2 ñ/L ω fIm

ω L = 2048

Fig. 2. (a) Plot of     as a function of the normalized eigenfunction index     and    . Here, the real part of the eigenvalues is

ordered in ascending order. (b) Plot of the fractal dimension     as a function of     and    ,  and     (solid black line) as a

function of   , where the energies sort in increasing order of the inverse participation ratio. Here,   .
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n/L ≈ 0.24

0.76

ω = π

h = 0.1 n/L ≈ 0.24 0.76

ρj = |ψj |2/
(∑

j
|ψj |2

)
n/L ≈ 0.24 0.76

n/L = 1/3 1/2

n/L ≈ 0.24 0.76

h = 0

n/L ≈ 0.24 0.76

h = 0.1

h = −0.1

ω = π h = 0.1

另一个值得注意的是, 在能级   和

 附近, 从局域化转变点附近开始向局域区深处

延展出两条低逆参与率值的能量区域, 尽管它们的

逆参与率值仍然为有限值, 但是明显比周围能态的

值小. 图 3(a)和图 3(b)分别展示了在   和

 时, 位于能级   和   处波函数

的密度分布  . 可以看到, 能

级位于  和   处的密度分布展现出局

域的特性, 然而不同于能谱中其他位置的局域态

(如图 3(c)和图 3(d)中  和  处局域态

分布的情况), 它们展现了独特的分布结构, 由此造

成它们具有更低的逆参与率值. 如图 3(i)所示, 在

 和   处逆参与率的值有一个明显的

降低. 对比于厄米情况 (  , 如图 3(e)和图 3(f)

所示), 位于   和   处的密度分布表现

为在质心附近两个峰值具有近等权叠加的特点, 被

称为 CAT态. 而  的情况, 质心附近两个峰

值有着明显的差异, 即右峰明显比左峰高, 这一现

象显然是由非互易效应引起的. 改变非厄米参数为

 (如图 3(g)和图 3(h)所示), 可看出 CAT

态的峰值变化为左峰高于右峰. 由此可知, 通过调

节非厄米参数可以改变 CAT态的形式. 从图 3(j)

所示的  和   时 Floquet本征能量实部

n/L ≈ 0.24 0.76

ω > ωc

HF ≈ V HF

n/L ≈ 0.24, 0.76

HF H0

ω ⩽ ωc

ω ⩽ ωc

ω = 0.235π
ñ/L = 0.995 0.7 0.2

q Dq L

升序排列的情况来看, Floquet本征能量在局域区

都为实能量,    和   位于能隙的位置,

原来有色散的能量在能隙附近逐渐变得平坦, 并且

这一特征在  的区域一直存在. CAT态的存

在和其处在能带中的平坦位置有着一定的联系. 在

高频极限下, 首先考虑对于Magnus的一阶展开为

 . 因此,    几乎是对角的, 它的每个特征

态都局域在一维链中的某个格点上. 非对角项只会

在Magnus高阶展开中产生, 因此它们在高频极限

下非常小. 多数情况下, 如果准能量彼此分离得很

好, 这些非对角线项将不会改变 Floquet谱的性

质. 然而, 这一假设在   附近失效.

这是由于这两处局域态的准能量的能级差近似为

零, 此时  中由  引起的非对角线项虽然小却变

得重要, 将导致相邻格点间的局域态发生杂化, 从

而在能谱中产生 CAT态. 又因为非互易效应的存

在导致出现 CAT态中的两个密度的非等权叠加.

因此, 这一现象只发生在高频情况下, 对于  ,

这一特征是不存在的. 此外, 观察图 2(b)可以发

现, 在   的一段频率范围内, 可能存在局域、

扩展、多重分形三相共存的区域. 为了确定共存区

的存在, 图 4(a)—(c)选取  时, 分别展示

了  ,    和   处的本征波函数对应于

不同  的分形维度  随着系统尺寸  变化的情况 [41].
 

0 0.5 1.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8




(2
)

(i)

0
-0.05

0

0.05

R
e
(

F
)

0.5 1.0



(j)

0.626 0.630 0.634



0

0.2

0.4

0.6

 

(b)

0.626 0.630 0.634



0

0.2

0.4

0.6
(f)

0.775 0.780 0.785



0

0.2

0.4

0.6

 

(a)

0.775 0.780 0.785



0

0.2

0.4

0.6
(e)

0.945 0.950



0

0.5

1.0
(d)

0.626 0.630 0.634



0

0.2

0.4

0.6
(h)

0.400 0.405 0.410



0

0.5

1.0
(c)

0.775 0.780 0.785



0

0.2

0.4

0.6
(g)

h = 0.1 −0.1 n/L ≈ 0.24 n/L ≈ 0.76 ρj
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n n/L Re(εFn)

n/L L = 2048 ω = π

图 3    (a), (e)和 (g) [(b), (f)和 (h)]分别为   , 0和   时 , 位于能级    (  )处的密度分布   ; (c)和

(d)分别为   时, 能级   和   处的密度分布   ; (i)   随着能级   变化的情况; (j) 能量实部   随着能

级指标   的分布情况. 这里选取   和   , 并且能级指标按照能量实部升序排列

ρj n/L ≈ 0.24 n/L ≈ 0.76 h = 0.1

−0.1 ρj h = 0.1 n/L ≈ 1/3 1/2 I
(2)
n n/L

Re(εFn) n/L L = 2048 ω = π

Fig. 3. (a), (e), and (g) [(b), (f), and (h)] Plot of the density distributions    at    (  ) with   , 0, and

 ,  respectively; (c) and (d) plot of     with     at     and    ,  respectively; (i)     as a function of    ;

(j) plot of    as a function of   . Here,   ,   , and the real part of eigenvalues is ordered in ascending order.
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q ñ/L = 0.995

Dq

ñ/L =

0.2 Dq

ñ/L =

可以看到, 对应于不同   在   处的本征

波函数的分形维度  在热力学极限下逐渐趋近

于 0, 表明此时波函数具有局域态的性质.   

 处的波函数的分形维度   会随着尺寸增大而

趋近于 1, 表明相应的波函数为扩展态. 而当 

0.7 q Dq 时, 对应于不同  的分形维度  在热力学极限

下均处于 0和 1之间, 很好地展现了多重分形的特

点. 由此可见, 系统中存在三相共存的区域.

ω = 0.132π ñ/L = 0.75

为了进一步验证多重分形态的存在, 图 5(a)

展示了  ,   处波函数的密度分
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ω = 0.235π ñ/L ≈ 0.995 0.7 0.2 q Dq 1/ ln (L)图 4    (a)—(c)分别展示了在频率  时, 能级  ,   和  处对应于不同  的分形维度  随着尺寸 

的变化情况. 这里能级按照逆参与率值的升序排列

Dq 1/ ln (L) q ω = 0.235π ñ/L ≈ 0.995

0.7 0.2

Fig. 4. (a)–(c) Plot of the fractal dimensions     as a function of     with different     and     at    ,

 , and   , respectively. Here, the energies sort in increasing order of the inverse participation ratio.
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ω = 0.132π ñ/L = 0.75 ρj

h = 0.1 µ = 0.05 ω = 0.132π I
(2)
ñ · L0.51

I
(2)
ñ · L

图 5    (a)频率   时,   处波函数的密度分布   ; (b)不同频率处, MIPR的标度分析; (c)图 (b)频率下, 在参

数   和   附近随机选取 20个数进行无序平均后 , MIPR的标度分析 ; (d), (e)频率   时 ,    与

 随不同尺寸的缩放图. 这里能级按照逆参与率值的升序排列

ρj ω = 0.132π ñ/L = 0.75 ω

h=0.1 µ=0.05

I
(2)
ñ · L0.51 I

(2)
ñ · L L ω = 0.132π

Fig. 5. (a) Density distribution     with     at    ;  (b) the scaling of  the MIPR for different    ;  (c)  the scaling of

MIPR  after  averaging  random  20 parameters  near      and      with  the  frequency  in  panel  (b);  (d),  (e)  the  scaling  of

  and     as a function of     with    . Here, the energies sort in increasing order of the inverse participation

ratio.
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ρj

ω = 0.128π
ã = 0.8889 b̃ = 0.518 c̃→

0 ω = 0.132π ã =

0.4693 b̃ = 0.514 c̃→ 0 ω = 0.246π
ã = 0.9392 b̃ = 0.5742 c̃→ 0

h = 0.1 µ = 0.05

ω = 0.128π
ã = 0.8224 b̃ = 0.5055 c̃→ 0 ω = 0.132π

ã = 0.5335 b̃ = 0.5375

c̃→ 0 ω = 0.246π
ã = 0.9509 b̃ = 0.5778 c̃→ 0

ω = 0.132π
I
(2)
ñ · LD2 ñ/L

D2 = 0.51 ñ/L >

布  , 此时波函数具有扩展但不遍历的特点, 符合

多重分形态的特征. 图 5(b)对处于存在多重分形

区域的 MIPR值进行标度分析 .  当   ,

MIPR标度的拟合参数  ,   ,  

 ;  当   时 ,  MIPR标度的拟合参数  

 ,   ,   ; 当  时, MIPR

标度的拟合参数  ,    ,    .

表明处于这些频率下, 系统中存在多重分形态. 而

多重分形态是具有稳定性的, 图 5(c)展示了图 5(b)

频率下, 在   和   附近百分之一的偏

差范围内, 随机选取 20个数进行无序平均后得到

的标度分析图. 当  时, MIPR标度的拟合

参数  ,   ,   ; 当 

时, MIPR标度的拟合参数  ,   ,

 ;  当   时 ,  MIPR标度的拟合参数

 ,    ,    ,  均符合多重分形

态的特点, 表明其性质不随参数波动而变化, 进而

验证了多重分形态在不同参数下的稳定性. 以频率

 为例, 在图 5(d)和图 5(e)中分别展示

了在不同尺寸下  随着   的变化情况 .

可以清晰地看到扩展态和多重分形态之间的边界 [42].

在图 5(d)中选取  , 可以看到, 对于 

0.472 I
(2)
ñ · LD2

D2 = 1 ñ/L < 0.472

I
(2)
ñ · L

 的态, 在不同尺寸下,    都塌缩到一

起, 表明这部分态具有多重分形的特征. 作为对比,

在图 5(e)中选取  , 不同尺寸下   

的态的  都塌缩到一起, 这部分态具有扩展

态的性质. 由此可以很好地区分扩展和多重分形态

的分界线.

ω < ωc ω = 0.132π

ω>ωc(ω=0.5π

为了表征非厄米系统的拓扑性质, 在图 6(a)

和图 6(b)中分别展示了处于不同局域相区能谱的

特性. 当频率   (  )时, 可以发现在

具有多重分形态的退局域相中能谱在复空间表现

为一个环状结构, 展现了非平庸拓扑特性. 在周期

边界条件下密度分布如图 5(a)所示, 展现多重分

形的特点. 而在开边界条件下, 由于非平庸拓扑特性,

波函数聚集在右边界, 产生非厄米趋肤效应, 如

图 6(c)所示. 图 6(b)展示了当频率  )

时局域相的能谱图, 其中能量均为实值, 展现了拓

扑平庸的特点. 从图 6(d)可以看到, 在开边界条件

下波函数仍然展现局域分布的特点. 

4   结　论

本文研究了周期驱动一个静止状态下处于扩
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图 6    频率    (a)和    (b)时在复空间的能谱图; (c)在开边界条件下, 当频率   时环上随机 5个能级

所对应的密度分布   ; (d)在开边界条件下, 当频率   时随机 5个能级所对应的密度分布   , 这里  

ω = 0.132π ω = 0.5π ρj

ω = 0.132π ρj

ω = 0.5π L = 2048

Fig. 6. Energy spectrum with     (a) and     (b) in complex space; (c) the density distribution     for 5 random

energy levels on the ring under open boundary conditions with frequency    ; (d) the density distribution     for 5 ran-

dom energy levels under open boundary conditions with frequency   . Here,   .
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ω > ωc

ω < ωc

ωc

ωc

H[±J ]

−J

展相的非互易 AA模型, 发现通过改变周期驱动的

频率可以发生退局域-局域的转变 . 当驱动频率

 时, 系统处于局域相, 并且存在 CAT态, 不

同于厄米情况, 其本征态的分布存在两个非等权叠

加的峰值, 这是由非互易效应导致的. 当  时,

系统处于退局域相. 驱动频率从 0向   增加的过

程中, 系统由所有的本征态都为扩展态, 逐渐转变

为扩展、局域、临界共存的区域, 直到  处所有的

态都变为局域态, 相应的退局域化态的能谱由复值

变为最终都为实值, 即 Floquet谱的实复转变与退

局域-局域转变一致. 然而厄米 AA模型中能量均

为实值, 不存在实复转变, 并不能体现这一性质.

此外, 由于非厄米特性, 退局域相中波函数在开边

界条件下会出现趋肤现象, 而厄米 AA模型中并不

具有, 体现了非互易模型的独特性. 如 (1)式所示

的周期驱动非互易 AA模型可以利用经典电路的

方法来实现. 通过方波电压诱导磁场周期性变化,

从而控制单刀双置开关接入两条分别代表 

的电路支路进而实现周期驱动 [43]. 其中, 每条支路

上的非互易耦合可以通过调节电路中电流型负阻

抗变换器来实现. 而  的跃迁项可通过负阻抗模

块来实现. 准周期势可通过精确调节含电感和电容

的接地元件的阻值来实现. 本文通过研究周期驱动

非互易准周期调制模型得到了丰富的物理现象, 为

周期驱动无序体系提供了思路. 然而, 在干净系统

当中也存在局域化现象如 Stark模型, 对于周期

驱动的 Stark体系是否存在扩展到局域的转变以

及多重分形态和迁移率边等现象, 值得进一步研究.
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Abstract

Dq

ωc ≈ 0.318π

ω > ωc

ω < ωc

In  this  work,  we  investigate  the  delocalization-localization  transition  of  Floquet  eigenstates  in  a  driven

chain  with  an  incommensurate  Aubry-André  (AA)  on-site  potential  and  a  small  non-reciprocal  hopping  term

that  is  driven  periodically  in  time.  The  driving  protocol  is  chosen  such  that  the  Floquet  Hamiltonian

corresponds to a localized phase in the high-frequency limit and a delocalized phase in the low-frequency limit.

By  numerically  calculating  the  inverse  participation  ratio  and  the  fractal  dimension    ,  we  identify  a  clear

delocalization-localization  transition  of  the  Floquet  eigenstates  at  a  critical  frequency    .  This

transition  aligns  with  the  real-to-complex  spectrum  transition  of  the  Floquet  Hamiltonian.  For  the  driven

frequency   , the system resides in a localized phase, and we observe the emergence of CAT states—linear
superposition  of  localized  single  particle  states—in  the  Floquet  spectrum.  These  states  exhibit  weight
distributions concentrated around a few nearby sites of the chain, forming two peaks of unequal weight due to

the non-reciprocal effect, distinguishing them from the Hermitic case. In contrast, for    ,  we identify the

presence of a mobility edge over a range of driving frequencies, separating localized states (above the edge) from

multifractal  and  extended  states  (below  the  edge).  Notably,  multifractal  states  are  observed  in  the  Floquet

eigenspectrum across  a  broad  frequency  range.  Importantly,  we  highlight  that  the  non-driven,  non-reciprocal

AA model does not support multifractal states nor a mobility edge in its spectrum. Thus, our findings reveal

unique  dynamical  signatures  that  do  not  exist  in  the  non-driven  non-Hermitian  scenario,  providing  a  fresh

perspective on the localization properties of  periodically driven systems. Finally,  we provide a possible circuit

experiment scheme for the periodically driven non-reciprocal AA model. In the following work, we will extend

our  research  to  clean  systems,  such  as  Stark  models,  to  explore  the  influence  of  periodic  driving  on  their

localization properties.

Keywords: periodically driven system, localization, mobility edge, non-reciprocal system

PACS: 72.80.Ng, 72.20.Ee, 72.15.Rn 　DOI: 10.7498/aps.74.20241633

CSTR：32037.14.aps.74.20241633

 

*  Project supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant No. 12375016), the Fundamental Research

Program of Shanxi Province, China (Grant No. 20210302123442), the Open Research Fund of Beijing National Laboratory

for  Condensed  Matter  Physics,  China  (Grant  No.  2023BNLCMPKF001),  and  the  Fund  for  Shanxi  “1331  Project”  Key

Subjects, China.

†  Corresponding author. E-mail:  xuzhihao@sxu.edu.cn 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 74, No. 9 (2025)    097201

097201-8

http://doi.org/10.7498/aps.74.20241633
https://cstr.cn/32037.14.aps.74.20241633
mailto:xuzhihao@sxu.edu.cn
mailto:xuzhihao@sxu.edu.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


周期驱动非互易Aubry-André模型中的多重分形态和迁移率边

王宇佳   徐志浩

Multifractal state and mobility edges in a periodically driven non-reciprocal Aubry-André model

WANG Yujia      XU Zhihao

引用信息 Citation: Acta Physica Sinica, 74, 097201 (2025)    DOI: 10.7498/aps.74.20241633    
CSTR: 32037.14.aps.74.20241633

在线阅读 View online: https://doi.org/10.7498/aps.74.20241633

当期内容 View table of contents: http://wulixb.iphy.ac.cn

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

由超辐射引起的迁移率边和重返局域化

Mobility edges and reentrant localization induced by superradiance

物理学报. 2022, 71(11): 113702   https://doi.org/10.7498/aps.71.20212246

具有平带的一维十字型晶格中重返局域化现象

Reentrant localization phenomenon in one-dimensional cross-stitch lattice with flat band

物理学报. 2024, 73(3): 037202   https://doi.org/10.7498/aps.73.20231393

一维非厄米十字晶格中的退局域-局域转变

Delocalization-localization transitions in 1D non-Hermitian cross-stitch lattices

物理学报. 2024, 73(13): 137201   https://doi.org/10.7498/aps.73.20240510

非互易Aubry-André 模型的经典电路模拟

Electrical circuit simulation of nonreciprocal Aubry-André models

物理学报. 2022, 71(16): 160301   https://doi.org/10.7498/aps.71.20220219

复相互作用调制的两粒子系统中的局域化转变

Localization transition in a two-particle system with complex interaction modulation

物理学报. 2025, 74(6): 067201   https://doi.org/10.7498/aps.74.20241691

非互易拓扑光子学

Non-reciprocal topological photonics

物理学报. 2024, 73(6): 064201   https://doi.org/10.7498/aps.73.20231850

https://wulixb.iphy.ac.cn
https://doi.org/10.7498/aps.74.20241633
http://wulixb.iphy.ac.cn
https://wulixb.iphy.ac.cn/article/doi/10.7498/aps.71.20212246
https://doi.org/10.7498/aps.71.20212246
https://wulixb.iphy.ac.cn/article/doi/10.7498/aps.73.20231393
https://doi.org/10.7498/aps.73.20231393
https://wulixb.iphy.ac.cn/article/doi/10.7498/aps.73.20240510
https://doi.org/10.7498/aps.73.20240510
https://wulixb.iphy.ac.cn/article/doi/10.7498/aps.71.20220219
https://doi.org/10.7498/aps.71.20220219
https://wulixb.iphy.ac.cn/article/doi/10.7498/aps.74.20241691
https://doi.org/10.7498/aps.74.20241691
https://wulixb.iphy.ac.cn/article/doi/10.7498/aps.73.20231850
https://doi.org/10.7498/aps.73.20231850

	1 引　言
	2 模型与方法
	3 局域化分析
	4 结　论
	参考文献

