
 

复相互作用调制的两粒子系统中的局域化转变*
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研究了一维复相互作用调制的非厄米玻色子模型. 通过数值计算能谱的实-复转变、Shannon熵、标准

参与比率与拓扑缠绕数发现, 当相互作用强度低于临界相互作用强度时, 系统的能谱全为实数, 处于扩展相,

且系统是拓扑平庸的; 而当相互作用强度超过临界相互作用强度时, 系统开始出现复能谱, 处于扩展态与局

域态混合相, 且此时系统是拓扑非平庸的. 计算结果表明, 能谱的实-复转变点、扩展-局域的转变点与拓扑转

变点相一致. 动力学演化结果可以验证系统的实-复转变与局域化转变. 最后, 提出利用二维光子波导阵列可

以模拟这一复相互作用调制的一维玻色子模型. 此项工作将为非厄米两体系统的局域性质提供很好的参考.
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1   引　言

安德森局域化 [1] 是凝聚态物理中的重要概念,

揭示了在无序介质中, 电子波函数因散射效应而局

域化的过程. 该现象于 1958年由 Anderson首次

提出, 并已在各类实验平台上得到了验证, 包括冷原

子 [2,3]、微波腔 [4,5] 和光子晶体 [6] 等. 安德森局域化

对于理解金属-绝缘体转变以及低维系统的导电性

具有重要意义. 最近发现在无序系统中引入相互作

用将导致多体局域化的发生 [7]. 处于多体局域相的

系统具有长期存储初始状态信息的潜力, 使得其在

动态量子控制和量子存储方面具有潜在的应用前

景. 然而由于数值计算的限制, 多体局域相的稳定

性仍然存在争议. 徐志浩等 [8] 研究了一维准周期晶

格的紧束缚的玻色子对系统, 间接证明了在热力学

极限下多体局域化以及多体迁移率边的存在.

另一方面, 非厄米系统在动力学、拓扑和输运

等方面展现了与厄米系统迥异的特性, 例如宇称-

时间 (PT)对称性破缺 [9]、奇异点 [10,11]、非厄米趋

肤效应 [12]、边界依赖的能谱 [13]、体边对应关系的失

效 [14,15]、反常局域化转变 [16] 以及丰富的拓扑分类 [17]

等. 非厄米性与无序效应的结合为局域化现象的研

究提供了新的思路. Hatano和 Nelson[18–20] 在单粒

子格点模型中引入了在位无序和非互易跃迁, 展示

了一维随机无序中的安德森局域化转变. Longhi

和 Stefano[21] 在一维准晶系统中引入一个具有 PT

对称性的准周期调制势, 发现系统中能谱的实-复

转变、局域化转变和拓扑转变相一致. 非厄米效应

同时也极大地改变了多体效应, 导致很多奇异性质

的出现, 包括出现实空间的费米面、非厄米多体局

域化现象 [22,23]、非厄米 Stark多体局域化 [7] 与实-
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复转变不一致等. 此外, 非厄米相互作用体系可以

在许多实验平台实现. 例如, 人们在冷原子体系中

利用两体非弹性散射, 实现了复相互作用的玻色哈

伯德模型 [24,25]. 特别是, 文献 [26,27]提出了一种可

以将 d 维中的 N 体问题映射到一个   维的单体

问题方案, 使得在电路和光子晶体等实验平台模拟

非厄米少体问题成为了可能. 最近, 利用硅基绝缘

体技术构建了一个二维光子晶格来模拟一维两粒

子相互作用的非厄米系统 [28–30]. 之前的研究主要

关注在位无序势对系统局域化的影响, 而本文基于

光子晶体的高度可控性, 设计了一个复相互作用调

制的两粒子模型, 研究复相互作用对系统局域化转

变的影响, 发现复准周期调制的相互作用可以导致

局域化的发生, 且局域化转变点与能谱的实-复转

变点和拓扑转变点相一致. 

2   模型与方法

本文考虑一个由复相互作用调制的两玻色子

模型, 其哈密顿量为 

Ĥ=−J
∑
j

(
ĉ†j ĉj+1+h.c

)
+
∑
j

Uj

2
n̂j(n̂j − 1), (1)

 

Uj = Ue2iπαj . (2)

ĉ†j(ĉj)

n̂j = ĉ†j ĉj

J = 1

Uj

α = (
√
5− 1)/2 U = 0

E = −2J cos(k)

U ̸= 0

U−j = U∗
j

这里,    表示玻色子在第 j 个格点的产生 (湮

灭)算符;    是粒子数算符; J 是跃迁强度,

设为能量单位, 即  . 当 α为有理数时, 系统具

有平移不变性, 满足布洛赫定理, 其波函数始终具

有扩展态的性质. 本文中 α选为无理数, 相应的 

为准周期调制, 系统的平移不变性被破坏. 这里取

 . 当   时, 系统的单粒子能谱

为  , 此时体系处于扩展相, 其动力

学表现出弹道输运的特点. 而当  时, 由于满

足  , 此系统具有 PT对称性, 期待随着相

互作用强度 U 的增大, 该系统的哈密顿量会存在

一个实谱到复谱的转变.

本文考虑系统尺寸为 L 的两玻色子系统, 研

究系统的希尔伯特空间可通过一系列的 Fock态来

构造, 可表示为 

B = {|1l, 1l′⟩, |2l⟩}, (3)

|1l, 1l′⟩
l′

式中, Fock基矢   表示一个玻色子处在 l 格

点和另一个玻色子处在  格点的状态, Fock基矢

|2l⟩
l, l′ = 1, 2, · · · , L

 表示两玻色子处在同一个格点 l 的状态. 这里,

 , 进而利用精确对角化方法在周期

边界条件下对哈密顿量 (1)进行数值处理. 

3   复相互作用诱导的三相转变

U = 0

Uj

U = 1 U = 3

U = 3

U = 2

U = 2

U > 2

U = 2

U = 3

Γi,j =∑
n
Γ

(n)
i,j

U = 1

En

首先分析一下系统能谱的特性. 在   时,

系统的能量均为实值. 而在大 U 极限下, 系统的能

量由  决定, 即当两粒子处于同一格点时相应的

能量均为复值. 由于系统具有 PT对称性, 在相互作

用强度 U 增大的过程中, 必然存在一个 PT对称

的破缺点, 使得能谱由实变为复. 图 1(a)与图 1(b)

分别展示了  与  时系统的能谱情况. 可

以看到, 当相互作用强度取较小值时, 系统全部为

实能谱, 此时系统 PT对称性未破缺. 而当相互作

用强度取较大值时 (如图 1(b)中, 相互作用强度

 ), 在复能谱平面内, 围绕系统的实能谱出现

了一个复能量环, 表明此时系统的 PT对称性破

缺. 图 1(c)展示了不同尺寸下, 能量虚部的绝对值

的最大值随相互作用强度的变化. 可以看到, 对于

不同尺寸, 系统的实-复转变发生在  处. 在相

变点  之前, 能量虚部的绝对值的最大值随

着系统尺寸的增加而在减小; 而当  时, 能量

虚部的绝对值的最大值展示出不依赖于系统尺寸

的行为. 计算结果表明随着相互作用强度 U 的增

加, 此系统的能谱存在实-复转变. 且在   时,

PT对称性破缺. 为了探究图 1(b)中复能量环形成

的具体原因, 图 1(e)展示了  所有复能量本征

态所对应两玻色子的坐标关联函数总和, 即 

 . 为了与图 1(e)形成鲜明对比 , 图 1(d)

展示了  虚部最大值所对应本征态的两玻色

子的坐标关联. 对于给定的能量   , 其两粒子关

联函数定义为 

Γ
(n)
i,j = ⟨ΨL

n |c
†
i c

†
jcjci|Ψ

R
n ⟩, (4)

En |ΨL
n⟩ |ΨR

n ⟩
Ĥ Ĥ|ΨR

n ⟩ = En|ΨR
n ⟩

Ĥ†|ΨL
n ⟩ = E∗

n|ΨL
n⟩ ⟨ΨL

n |ΨR
m⟩ = δnm

U = 1 Γ
(n)
i,j

U = 3

Γi,j

式中,    对应于所有的复能量,    和   分别

为  的左和右本征态 ,  即   以及

 ,  且   .  可以看到 ,

当  时, 两粒子关联函数  的值遍及整个关

联矩阵, 表明两粒子处于扩展态. 当  时, 复能

量本征态所对应的两粒子关联函数  的值均分

布在主对角线上, 表明在复能量环上形成两粒子占

同一格点的束缚态.
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En

由于准周期调制的存在, 系统中可能会出现局

域化转变. Shannon熵作为刻画系统的局域化性质

的物理量被广泛应用. 当系统处于扩展态时, 其熵

值较高, 表示系统中的粒子可以自由移动. 相反,

当系统处于局域态时, 其熵值较低, 表示粒子被局

域在特定的区域内, 运动受到限制. 对于给定能量

 , 其 Shannon熵定义为 

S (En) = −
∑L

j=1
ρ
(n)
j ln

(
ρ
(n)
j

)
, (5)

ρ
(n)
j = ⟨ΨL

n | n̂j | ΨR
n ⟩

U = 1 U = 3

En U = 1

U = 3

式中  . 图 2(a)与图 2(b)分别展

示了相互作用强度为  与  下的 Shannon

熵随能量  的实部的变化. 可以看出:    时,

不同能量值下的 Shannon熵的值偏高, 表明此时

系统几乎所有的态均为扩展态;   时, 除了先

前的高熵以外, 系统出现了低熵的部分, 经验证低

熵部分为能量为复的两粒子占同一格点的态, 这部

分态表现出局域的性质, 而能量仍为实数的单占据

态仍然为高熵部分, 表现为扩展态的性质. 在不同

相互作用强度下的 Shannon熵发生了显著的改变,

表明复相互作用能够使得体系的局域化性质发生

改变.

η(En)标准参与率  也可以用来表征多体态的

局域化性质 [31], 其定义为 

η(En) =
1∑

{ñ1,ñ2,··· ,ñL}

∣∣ΨR
n ({ñ1, ñ2, · · · , ñL})

∣∣4 VH
,

(6)

VH {ñ1, ñ2, · · · ,
ñL} ñj

η(En)

η(En)

η(En)

En

η(En)

U = 2

U = 2

式中,    表示希尔伯特空间的维度;   

 表示在希尔伯特空间下的 Fock基矢, 其中 

表示在第 j 个格点位置所占据的粒子数. 在热力学

极限下,   趋于零时, 多体波函数为局域态, 而

当  为有限值时, 波函数为扩展态. 图 2(c)与

图 2(d)分别展示了标准参与率   在不同相互

作用 U 下随能量本征值   的实部与虚部的变化

情况. 可以看到, 随着 U 的增加, 系统由全部为高

 值相区转变为具有高标准参与率和低标准参

与率混合的相区, 即系统由全部为扩展态组成的扩展

相转变为由扩展态与局域态混合的相区. 从图 2(d)

可以看出, 在   处开始出现明显的能量虚部,

而相应能量具有非零虚部所对应的态为局域态. 这

表明系统在  时, 发生扩展-局域转变, 且局域

态对应于能量为复的态.

拓扑缠绕数 [32,33] 可以用来表征非厄米系统的

拓扑性质, 其定义为 

ω =

∫ 2π

0

dθ
2πi

∂θ ln
{
det

[
Ĥ (θ/L)− E0

]}
, (7)
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图 1    (a)   和 (b)   时系统的能谱; (c)不同尺寸下能量虚部的绝对值的最大值随 U 的变化; (d)    时, 能量虚部

最大值所对应本征态的两玻色子的坐标关联; (e)   时, 复能量环上两玻色子的坐标关联

U = 1 U = 3

U = 1

U = 3

Fig. 1. Complex energy spectrum for (a)     and (b)    , respectively; (c) the maximum value of the absolute value of the

imaginary part of energy as a function of U for different L; (d) the coordinate correlation of two bosons corresponding to the eigen-

state with the maximum value of the imaginary part of energy for   ; (e) the coordinate correlation of two bosons on the com-

plex energy ring for   .
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E0

E0 = 0 Uj = Ue2iπαj Uj = Uei(2παj+θ/L)

Ĥ (θ/L)

2π Ĥ E0

E0 = 0

U = 2

式中,   为此系统在复能谱平面内的基准能量, 取

 . 将  替换成  ,

可以得到  . 拓扑缠绕数 ω表示相位 θ从 0

到  变化时  的复能谱轨迹绕行  的次数. 图 3

给出了缠绕数 ω随相互作用强度 U 变化的图像. 在

PT未破缺区, 系统的能谱都为实数, 缠绕数为 0.

相互作用强度 U 增加到 2时, 系统进入到 PT对

称性破缺的局域区, 随着 θ的变化能谱绕着 

点转动一圈, 其缠绕数为 1. 拓扑相转变点大致发

生在  处, 这与我们先前的局域化转变点以及

能谱的实-复转变点相一致. 说明随着相互作用强

度 U 增加到 2, 系统会经历一个由拓扑平庸到拓扑

非平庸的转变. 

4   动力学演化

|Ψini⟩ = |j0⟩ j0

最后, 通过考虑两玻色子的动力学演化来探测

系统的局域化与实-复转变特性. 这里, 初始状态

选择为两个玻色子同时占据中间格点位置,  即

 , 其中  为中间格点位置, 动力学演化

满足: 

| Ψ ′(t)⟩ = e−iĤt | Ψini⟩. (8)

Ĥ由于  的非厄米性, 导致非幺正演化和未归一化

态的出现, 对其归一化, 得到 

| Ψ(t)⟩ =| Ψ ′(t)⟩/
√

⟨Ψ ′(t) | Ψ ′(t)⟩. (9)

U = 1

U = 3

U = 1

U = 3

图 4(a)与图 4(b)分别展示了该模型在   与

 时, 在周期边界条件下两玻色子的动力学演

化过程. 当  时, 粒子呈弹道式扩散, 并且在相

对较短的时间窗口内几乎均匀地填满整个晶格, 这

是 PT对称性未破缺的扩展相中的预期行为. 与此

同时, 当  时, 初始粒子保持空间局域化, 直到

出现非厄米跃迁行为, 这体现了非厄米局域相的特
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图 2    (a)   和 (b)   时系统的 Shannon熵随能量本征值的变化; (c)   在不同的相互作用 U 下随能量本征值   的

实部的变化; (d)   在不同的相互作用 U 下随能量本征值   的虚部的变化; 这里,  

Re(En) U = 1 U = 3 η(En)

Re(En) η(En) Im(En) L = 89

Fig. 2. The Shannon entropy as the function of    for (a)    and (b)   , respectively; (c)    as the function of

 ; (d)    as the function of   . Here,   .
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Fig. 3. Winding number ω as a function of U.
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点. 因此, 该系统中玻色子的两种不同相可以通过

动力学演化进行探测和区分.

(En)

(En)

对于非厄米系统, 系统的能量会由实部 Re 

与虚部 Im  组成, 可以将 (8)式进一步写成:
 

| Ψ(t)⟩ =
∑
n

⟨ΨL
n | Ψini⟩e−itReEnetImEn | ΨR

n ⟩. (10)

|Ψ(t)⟩

⟨ΨL
n | Ψ0⟩ e−itReEn etImEn

Im (En) ̸= 0 |Ψ(t)⟩

⟨ΨR
n | Ψini⟩ etImEn

etImEn

U = 3

P
(
t
)
= ⟨Ψ(t)

∣∣ΨR
max

⟩
| ΨR

max⟩

⟨Ψ(t)|ΨR
max⟩

0 1

从 (10)式可以看出 ,    由三项组成 ,  分别为

 ,   和  , 当 U 取较大值时, 系

统的 PT对称性出现破缺, 则  . 故 

最终会由  和   主导. 随着时间的推

移,   会随时间呈指数式增加, 说明在长时间

的动力学演化过程中, 系统最终会演化到虚部最大

值所对应的本征态. 图 4(c)展示了当  时, 即

存在复能谱时,    随时间的演化

过程, 其中  表示虚部最大值所对应的右本征

态. 计算结果表明, 随着时间的推移,   

的交叠从  演变到了  , 表明对于存在复能谱的非

厄米系统的动力学演化中, 系统最终会演化到虚部

最大值所对应的本征态, 该本征态为此系统的稳态.
 

5   实验方案

二维光子波导阵列是模拟一维晶格中具有相

互作用的两个玻色子的一种最具前景的候选方案.

因为一维两粒子薛定谔方程中的概率振幅在形式

上可以映射到二维光子波导阵列中的光传播的耦

合模方程中, 具体表示为
 

i∂zΦi,j = − J i,i−1
j,j Φi−1,j − J i,i+1

j,j Φi+1,j

− J i,i
j,j−1Φi,j−1 − J i,i

j,j+1Φi,j+1

+ Ujδi,jΦi,j , (11)

Φi,j

J i,i±1
j,j

i± 1 J i,i
j,j±1

j ± 1

Uj

(j0, j0)

| ψ′
ini⟩

t = 200 U = 1 U = 3

U = 1

U = 3

(36, 36)

式中,   表示第 i 列和第 j 行的波导处光场的振

幅, 类比于一维情况下非厄米哈密顿量 (1)描述的

一个粒子处于 i 格点, 另一个粒子处于 j 格点的概

率, 传播距离 z 类似于演化时间 t;   表示第二

个粒子处于 j 格点的位置不变, 第一个粒子从 i 格

点向  格点的跃迁概率; 而  表示第一个粒

子处于 i 格点的位置不变, 第二个粒子从 j 格点向

 格点的跃迁概率, 该跃迁概率可以通过调节

两最近邻波导之间的距离来实现. 两玻色子在位相

互作用  的实部与虚部可以通过调节二维方格子

主对角线上波导折射率的实部与虚部来实现, 而折

射率的调节是通过调节对角波导阵列的传播常数

来实现. 这样一个二维几何结构使得人们能够直接

观察到空间相关性, 从而等效地探测一维复相互作

用调制的两粒子的运动行为. 为了仿真这一非厄米

两体问题, 在二维波导阵列中, 设  为系统的

初态  , 其动力学演化满足方程 (11), 图 5(b)

与图 5(c)分别为当   , 在   与   时,

粒子在二维平面内的密度分布的图像. 当  时,

演化结果显示光在波导阵列中呈现遍历所有波导

的状态, 对应于二体系统的扩展状态, 符合图 4(a)

的结果.  当   时 ,  演化结果显示光转移到了

 波导处, 即两个粒子都占据第 36个格点,

此结果与图 4(b)的结果相符合.
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tion of    for   . Here,   .
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6   结　论

U = 2

本文研究了由复相互作用调制的一维两玻色

子模型. 通过分析系统的能谱、Shannon熵、标准

参与率以及拓扑缠绕数, 发现在  处系统的能

谱的实-复转变点、局域化转变点以及拓扑转变点

相一致. 利用动力学演化可以验证系统的实-复转

变与局域化转变特性. 最后, 利用二维光子波导阵

列可实现这一复相互作用调制的一维两粒子模型.
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图 5    (a) 二维光子波导阵列的示意图 (每个圆圈代表一个波导 . 橘黄色空圆圈和绿色圆圈分别标示具有不同折射率的波导 ,

从而有效地实现复调制的在位相互作用. 这个二维几何结构关于对角线对称); (b)   和 (c)   时   时刻粒子在二

维平面内的密度扩散

t = 200 U = 1 U = 3

Fig. 5. (a) Schematic diagram of the two-dimensional linear photonic waveguide array. Each circle represents a waveguide. Orange-

yellow hollow and green-colored circles label waveguides with different refractive indices, which can effectively control the complex

modulated on-site  interactions.  This  two-dimensional  geometric  structure  is  symmetric  with  respect  to  the  diagonal.  The density

distributions of the wave packets in the 2D plane at time    for (b)    and (c)   , respectively.
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Abstract
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In  this  work,  we  investigate  a  one-dimensional  two-boson  system  with  complex  interaction  modulation,

described  by  the  Hamiltonian:     where U  is  the  interaction

amplitude,  and  the  modulation  frequency      is  an  irrational  number.  The  interaction  satisfies

 ,  which  ensures  that  the  system  possesses  party-time  (PT)  reversal  symmetry.  Using  the  exact

diagonalization  method,  we  numerically  calculate  the  real-to-complex  transition  of  the  energy  spectrum,
Shannon  entropy,  the  normalized  participation  ration,  and  the  topological  winding  number.  For  small U,  all
eigenvalues  are  real.  However,  as U  increases,  eigenvalues  corresponding  to  two particles  occupying  the  same

site  become  complex,  marking  a  PT  symmetry-breaking  transition  at    .  This  point  signifies  a  real-to-
complex  transition  in  the  spectrum.  To characterize  the  localization  properties  of  the  system,  we  employ  the

Shannon entropy and the normalized participation ration (NPR). When   , all the eigenstates are extended,

exhibiting high Shannon entropy and NPR values. Conversely, for   , states with complex eigenvalues show
low  Shannon  entropy  and  significantly  reduced  NPR,  indicating  localization.  Meanwhile,  states  with  real
eigenvalues remain extended in this regime. We further analyze the topological aspects of the system by using

the winding number. A topological phase transition occurs at   , where the winding number changes from 0
to  1.  This  transition  coincides  with  the  onset  of  PT  symmetry  breaking  and  the  localization  transition.  The
dynamical evolution can be used to detect the localization properties and the real-to-complex transition, with
the initial state being two bosons occupying the center site of the chain simultaneously. Finally, we propose an
experimental  realization  by  using  a  two-dimensional  linear  photonic  waveguide  array.  The  modulated
interaction can be controlled by adjusting the real part and imaginary part of the refractive index of diagonal
waveguide. To simulate this non-Hermitian two-body problem, we numerically calculate the density distribution
of  the  wave  packet  in  a  two-dimensional  plane,  which  indirectly  reflects  the  propagation  of  light  in  a  two-
dimensional  waveguide  array.  We  hope  that  our  work  can  deepen  the  understanding  of  the  relation  between
interaction and disorder while arousing further interest in two-body systems and non-Hermitian localization.
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