
 

芝诺悖论与黑洞信息丢失问题*
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量子力学中量子态演化的幺正性同广义相对论中的绝对性概念之间的冲突, 是量子引力理论必须面对

的关键难题. 本文首先回顾了芝诺悖论的主要内容, 以及牛顿力学中“极限”和“速度”概念在解决这一悖论中

所起的关键作用. 以此为类比, 研究了量子纠缠冯·诺伊曼熵作为 Rényi熵的极限, 在黑洞蒸发过程中可被视

为状态量, 而模哈密顿量可被视为守恒量. 由此出发, 详细探讨了黑洞蒸发过程中引力路径积分中的霍金鞍

点和副本虫洞鞍点对副本参数 n 的依赖. 进一步指出副本技巧与量子不可克隆定理之间的关系, 指出需要引

入一个新的物理量——n 依赖的相对熵来描述黑洞蒸发过程中状态的变化. 在黑洞蒸发过程中, 系统从霍金

鞍点过渡到虫洞鞍点时，其副本参数 n 依赖的相对熵呈现增长趋势. 这进一步揭示了在模空间中, 黑洞从霍

金鞍点向副本虫洞鞍点的演化过程具有不可逆性.
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1   引　言

黑洞信息丢失问题, 即黑洞信息悖论, 是指基

于弯曲时空量子场的半经典计算表明, 黑洞蒸发过

程并非是幺正的, 但是全息原理和弦理论暗示这个

过程应该是幺正的 [1,2]. 具体来说, 霍金辐射谱显示

黑洞蒸发过程遵循一个平衡态的黑体谱, 这意味着

信息在黑洞蒸发过程中似乎被永久丢失, 无法通过

观测辐射恢复初始状态的信息. 这种非幺正性与量

子力学的基本原理相冲突, 因为量子力学要求物理

过程必须是幺正的, 即信息必须守恒. 然而, 弦理

论, 特别是规范/引力对偶理论 (如 AdS/CFT对

偶)的进展提供了另一种视角 [3–5]. 这些理论表明,

黑洞的形成和演化过程实际上是幺正的. 这是因为

规范场理论中的物理过程总是满足幺正性, 即信息

在演化过程中不会丢失. 通过规范/引力对偶, 可

以将引力理论中的黑洞问题映射到一个边界上的

规范场理论, 而在规范场理论中, 幺正演化是自然

的. 因此, 黑洞信息悖论的核心在于半经典计算与

量子引力理论之间的矛盾. 半经典计算预测的信息

丢失与量子力学的幺正性要求不符, 而弦理论和规

范/引力对偶理论则提供了一种解决这一悖论的框

架, 表明在更完整的量子引力理论中, 黑洞辐射过

程在微观上仍是幺正的. 然而, 现实中的黑洞 (如

史瓦西黑洞)存在于渐近平坦时空中, 其渐近结构

与 AdS时空存在本质差异, 导致 AdS/CFT无法

直接应用. 在平直时空中处理这个问题需要考虑几

个方面: 岛屿机制通过量子极值面 (quantum extre-

mal surfaces)的涌现, 将黑洞内部信息与外部辐射

关联, 确保熵的幺正演化. 近期研究表明, 在渐近

平坦二维引力模型 (如 CGHS模型)中, 岛屿区域

在 Page时间后主导熵的计算, 其行为与 AdS黑洞

类似. 这一机制的关键要素可能独立于 AdS边界
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条件 [6–12]. 本文作者早年关于黑洞信息丢失问题的

工作, 详见文献 [13–17].

近年来, 人们在解决黑洞信息丢失问题上取得

了显著的进展 [18–34]. 通过发展基于二维引力的路

径积分方法, 利用副本技巧 (replica trick) 来计算

Rényi熵①, 发现在原来霍金计算的基础上, 存在另

外一个鞍点解 , 即副本虫洞鞍点 (replica worm-

holes saddle). 然后, 通过取极限回到霍金辐射的

冯·诺伊曼熵, 可以给出一条信息守恒的佩奇曲线,

即初态和末态的霍金辐射熵都为零. 该结果表明黑

洞蒸发过程符合量子力学幺正性的要求, 因此在黑

洞蒸发过程中并没有信息丢失的问题. 相关工作被

认为朝着解决黑洞信息丢失问题迈出了关键的步

骤, 特别是二维引力路径积分的发展及新的鞍点解

的发现, 丰富了量子引力的研究, 成为近年来理论

物理研究的热点 [35,36].

本文首先回顾另外一个古老的悖论——芝诺

悖论, 通过分析芝诺悖论与黑洞信息丢失问题的相

似性, 为黑洞信息丢失问题提供新的洞见. 即若把

霍金辐射的冯·诺伊曼熵看作黑洞蒸发过程中的守

恒量, 那么如何定义一个物理量来描述霍金辐射熵

的“变化”②. 芝诺 (约公元前 490—公元前 430年),

古希腊哲学家, 巴门尼德学派的坚决捍卫者, 以

“飞矢不动”、“阿喀琉斯与乌龟”以及“二分法”等

悖论闻名于世. 下文将主要关注“飞矢不动”这一命

题, 其文字表述如下: 假设一支飞行的箭在某一时

刻处于空间中的某一点. 在这个特定的时刻, 箭占

据了一个确定的位置. 由于任何物体在任何一个瞬

间都只能占据一个位置, 因此在这个瞬间, 箭是静

止的. 进一步推论, 如果箭在每一个瞬间都是静止

的, 那么在整个飞行过程中, 箭始终是静止的. 因

此, 逻辑上可以认为箭实际上并没有移动, 而实际

上观察者可以看到箭的确移动了, 故称“飞矢不动”

悖论.

飞矢不动悖论的解决需要引入“极限”和“瞬时

速度”等概念, 极限作为一个数学概念, 可以通过

求极限从连续运动得到瞬时速度, 而瞬时速度这一

概念定义在“速度空间”, 并不存在于飞矢所在的物

理空间. 它存在于一个完全不同的、抽象的空间:

飞矢运动轨迹的切空间. 极限及其相关的微分的概

念, 正是牛顿质点力学的内容. 除了瞬时速度的概

念, 牛顿还引入了一个更加抽象的概念: “加速度”,

并认为“加速度”同速度是两个完全不同的概念. 正

是在这些概念的基础上, 整个牛顿力学的框架由此

建立起来了, 由此可见芝诺对于时间、空间和运动

之间关系的思考有多深.

∆x/∆t ∆t→ 0

把芝诺悖论同黑洞信息丢失问题联系起来

需要以信息或者熵为载体. 前文提到规范/引力对

偶, 这里给出一个严格表述: 规范引力对偶 (anti-

de  sitter/conformal  field  theory  correspondence,

AdS/CFT对应)是指在一定条件下, 一个定义在

d+1维 anti-de sitter  (AdS)  空间中的引力理论

(通常是一个弦理论或超引力理论)与一个定义在

d 维边界上的共形场论之间存在一种精确的对偶

关系. 根据规范/引力对偶, 可以把宇宙看作一个

全息屏, 芝诺悖论指出为了看清宇宙的结构, 我们

需要知道给定时刻全息屏上清晰的像素, 形成清晰

的高质量的宇宙照片, 照片越清晰运动或者变化越

不明显. 考虑初始态宇宙中只有一个有限大小的黑

洞, 其外为真空. 这正是爱因斯坦方程的真空解.

黑洞信息丢失问题说, 因为有霍金辐射, 而且由于

辐射的是黑体谱, 因此对于霍金辐射形成的物态也

无从知晓, 导致最后宇宙的照片越来越模糊, 这对

芝诺“飞矢不动”这一论断形成了严重的挑战. 按照

飞矢不动的观点, 在任意时刻若客体不动, 则可对

其进行成像, 不应出现照片变模糊的问题. 通过对

 中取极限  , 得到了轨迹的切空间的

矢量, 即“速度”这一概念. 同理, 冯·诺依曼熵通过

对 Rényi熵求极限得到, 即先把副本参数解析延拓

至实数域 , 可把 Rényi熵看作连续的物理量 , 而

冯·诺依曼熵作为极限值是一个独立于 Rényi熵的

物理量. 在这个意义上, 芝诺悖论同黑洞信息悖论

可建立直接的联系.

n→ 1

Trρn

以芝诺悖论为对比, 黑洞霍金辐射的冯·诺依

曼熵对应着其 Rényi熵在   的极限 , 说明

冯 ·诺依曼熵可以被视为 Rényi熵“切空间”中的

一个点. 而 Rényi熵的计算需要计算物理量  .
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 ① Replica trick, 又被翻译为复制技巧, 是由物理学家 Anderson第一次提出来的. 因为 Replica一词指的是副本、仿制品的意思, 本文统一

把 Replica trick翻译为副本技巧.

 ② 在牛顿力学中, 惯性定律描述了运动的不变性, 而加速度的概念指出了力是改变物体运动状态的原因. 在热力学中, 人们则引入了“熵”的

概念表示宏观过程的不可逆性.
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Trρn

Trρn

GN

引力路径积分中   的计算, 主要涉及路径积分

的“霍金鞍点”和“副本虫洞鞍点”. 即需要提前把量

子态复制 n 份, 并在复制的量子态之间建立连接,

形成所谓的“副本虫洞”. 这种鞍点在计算   时

起到了关键作用. 从这个角度看, 研究 n 依赖的物

理量更有意义, 在计算中实施“副本技巧”对态密度

复制 n 份, 这同量子不可克隆定理有冲突. 因此为

了不违反量子不可克隆定理, 需要先验地准备或者

提前知道量子态的 n 个备份. 当然, 不排除另外一

种情况, 即量子引力理论允许在引力效应显著的情

况下精确地复制量子态, 即当牛顿引力常数  对

量子态的影响不可忽略时, 量子态的正交性有额外

的修正. 总之, 有必要把这一问题进一步深化, 研

究如何定义一个物理量来描述霍金辐射熵黑洞蒸

发过程中的“变化”.

本文的结构和安排如下. 第 2节通过对二维引

力的路径积分进行回顾, 说明如何在黑洞蒸发的早

期获得“霍金鞍点”, 以及如何在晚期获得“副本虫

洞鞍点”. 这可以解释为什么在黑洞蒸发过程中量

子力学的幺正性没有被违反. 第 3节将深入探讨副

本技巧与量子不可克隆定理之间的关系. 通过详细

的分析, 揭示副本技巧如何看似挑战了量子不可克

隆定理的基本原则. 具体来说, 存在一个可逆性的

问题: 可以从一个已知的量子态的 n 个拷贝中重现

这个量子态的全部信息. 然而, 对于一个未知的量

子态, 由于量子不可克隆定理的限制, 无法对其进

行复制, 因此也无法测量该量子态的其他信息. 第

4节主要讨论模熵和纠缠容量. 通过类比热力学中

的熵和力学中的加速度, 指出霍金鞍点和副本虫洞

鞍点的相对熵可以作为描述系统不可逆性的关键

物理量, 探讨了 Rényi熵与热力学自由能之间的相

似性. 第 5节为了描述黑洞蒸发过程中状态的变

化, 研究了相对熵和广义第二定律, 从而说明系统

演化确实具有不可逆性. 总结与讨论在最后一节中

给出. 

2   副本虫洞与虫洞鞍点

通过对二维引力的路径积分做一次回顾, 说明

如何在黑洞蒸发的早期得到“霍金鞍点”, 如何在晚

期得到“副本虫洞鞍点”, 从而说明在黑洞蒸发过程

中为什么量子力学的幺正性没有被违反. 在整个计

算过程中, 考虑二维 Jackiw-Teitelboim (JT)引力

耦合到二维的共形场中, 这个共形场起到热浴的作

用, 生长在没有引力的闵氏空间, 通过透明的边界

同引力场连接. 详细讨论参见文献 [35,36].

考虑二维引力中的作用量: 

I = IJT + µ

∫
brane

ds, (1)
 

IJT = − S0

2π

[
1

2

∫
M

√
gR+

∫
∂M

√
hK

]

−
[
1

2

∫
M

√
gϕ(R+ 2) +

∫
∂M

√
hϕK

]
, (2)

S0 = 2πϕh

其中方程 (1)的第二项描述了 EOW膜 (end of

the world brane). 方程 (2)中  为常数, R

为 Ricci曲率标量, K 为外曲率标量, ϕ为伸缩子场

贡献了二维引力的自由度. 在 EOW膜上生长了 k

个内部态可以用来描述早期霍金辐射的黑洞内部

纠缠伙伴. 这 k 个态同一个辅助系统 R相纠缠. 因

此可以构造一个蒸发黑洞的早期辐射态. 把黑洞和

辅助系统 R作为一个整体, 可以写出系统的态函数: 

|Ψ⟩ = 1√
k

k∑
i=1

|ψi⟩B|i⟩R, (3)

|ψi⟩B
|i⟩R

ρR

这里  描述了黑洞的量子态, 角标 i 表示 EOW

膜处于 i 态.    表示辅助辐射系统 R的量子态.

可以用二维引力路径积分来计算辅助系统 R的熵.

可以写出密度矩阵  

ρR =
1

k

k∑
i,j=1

|j⟩⟨i|R⟨ψi|ψj⟩B. (4)

ρR ⟨ψi|ψj⟩密度矩阵  的矩阵元为引力振幅  . 它满足

以下边界条件: 

(5)

这里箭头表示时间演化的方向, 从右矢量到左矢

量. 考虑引力构型的领头阶, 满足边界条件的是如

下的图形: 

(6)

黑色带箭头的实线表示无穷远处的边界条件, 红色

实线表示 EOW膜. 在虚线和实线的交接处表示
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δij

ρR

log k
Tr(ρ2

R)

n = 2

EOW膜同渐进边界交接. 黑色的渐近边界带有箭

头代表引力构型 (即涂色圆盘区域)的边界. 从方

程 (5)到方程 (6), 用到了半经典极限即引力是经

典的而物质场可以是量子的, 弱引力情况下方程

(6)用约等于号. 一个重要的特点是, 同一条 EOW

膜同时连接到了 i 指标和 j 指标. 因为这里假设这

些对应于 EOW膜的正交内部状态, 所以结果将与

 成比例. 这与标准量子力学的结果一致, 即在不

考虑引力效应的情况下, 这里的计算与量子力学是

一致的. 基于这个计算,    似乎是最大程度混合

的, 其熵为  . 这同霍金的计算一致. 然而, 通过

副本技巧, 可以通过考虑所谓的纯度  来计算

熵, 这个纯度与  的 Rényi熵有关, 即 

Tr(ρ2
R) =

1

k2

k∑
i,j=1

|⟨ψi|ψj⟩|2. (7)

|⟨ψi|ψj⟩|2

i, j

Tr(ρ2
R) Zn = Zn(β)

计算   的边界条件如图 1所示. 与冯·诺依

曼熵的计算不同, 可以通过连接虚线以两种方式对

 进行求和. 可以有两种几何结构: 一种是具有两

个圆盘拓扑的不连通几何结构, 另一种是具有单个

圆盘拓扑的“欧几里得虫洞”连通几何结构. 对于连

通几何结构, 对应的是将两个 EOW膜几何体沿

着 EOW膜粘合在一起的情况. 那么, 在不连通的

情况下, 拓扑将是两个圆盘; 而在连通的情况下,

拓扑将是一个圆柱体. 为了描述这些几何结构对

 的贡献, 本文使用记号   表示在

圆盘拓扑上的引力路径积分, 其边界由 n 段物理边

界 (每段的重整化长度为 β)和 n 个 EOW膜交替

组成. 使用这种记号, 可以评估图中两种贡献的和: 

Tr(ρ2
R) =

kZ2
1 + k2Z2

(kZ1)2
=

1

k
+
Z2

Z2
1

. (8)

Z1

Z2

在分子中有两种几何结构的贡献: 左边的不连通几

何结构有一个 k 指标循环, 以及定义   的几何结

构的两份拷贝. 右边的连通几何结构有两个 k 指标

循环, 以及定义  的几何结构的一份拷贝. 分母除

以了用于归一化密度矩阵的引力计算结果.

 
 



 



 

(a)

 

 

 

(b)

 



 

(c)

|⟨ψi|ψj⟩|2
图 1　引力路径积分示意图 . 指标 i 和 j 代表不同的态 . 引

力区域用蓝色显示; EOW用红色显示　(a)  的边

界条件； (b)和 (c)分别为两种填充方式

|⟨ψi|ψj⟩|2

Fig. 1. Schematic diagram for  the gravitational  path  integ-

ral. The indices i and j represent different states. The gravi-

tational  region  is  shown  in  blue  and  the  EOW  brane  is

shown in red: (a) The bodunary conditions for    ;

(b) and (c) are two different filling ways.
 

若要推广至更一般情况, 忽略高拓扑项的贡献

后, 可以得到任意 n 的求迹运算表达式: 

 

Tr(ρn
R) =

kZn
1 + k2C2

nZ2Z
n−2
1 + · · ·+ kiCi

nZiZ
n−i
1 + · · ·+ knZn

(kZ1)n
. (9)

Zn

Zn S0

eχS0

Zn

χ = 1

Zn ∝ eS0

我们可以给出 JT引力理论中配分函数  的近似

形式, 即只考虑配分函数   对拓扑项   的依赖.

一般来说, 配分函数对拓扑项的依赖可表为   ,

其中 χ 为欧拉示性数. 因为对于一般的 n,   对应

的拓扑都是圆面, 其欧拉示性数为   , 我们有

 , 方程 (9)可以表示为 

Tr(ρ2
R) = k−1 + e−S0 . (10)

1/k

e−S0

如果 k 相对较小, 不连通几何结构占主导地

位, 会发现纯度为  . 然而, 如果 k 非常大, 那么

连通几何结构将占主导地位, 会发现纯度为  ,

且与 k 无关. 这两种鞍点主导地位的互换是防止辐

射熵 (这里指的是 Rényi熵)无限增长的基本机制.

需要注意的是, 由于整个系统的状态是纯态, 这意

eSBH

SBH

味着即使当 k 非常大时, 黑洞中激发态 (EOW膜

状态)的熵仍然保持有限. 这一现象的基本机制是

这些状态之间的微弱非正交性. 当 k 达到  的量

级时, 这种非正交性的累积会产生显著的影响, 其

中  表示黑洞的贝肯斯坦-霍金熵.

Trρ2

k ≪ eSBH

通过副本技巧可以看到通过引力路径积分得

到的   受到了非微扰效应的影响. 这些非微扰

效应来自引力路径积分中新的鞍点-副本虫洞. 该

计算需要引入原始黑洞的 n 份副本, 在计算中把

n 解析延拓至非整数情况, 然后计算冯·诺伊曼熵.

推广到一般情况, 对于任意大的 n, 可以考虑两种

极端情况: 1)完全非连接几何的情况, 其拓扑由

n 个圆盘主导, 此时   , 此种情况仅 k 个独
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立的圆贡献, 可以写出配分函数 

Tr(ρn
R) ∝

1

kn−1
; (11)

k ≫ eSBH Zn

2)完全连接几何的情况, 其拓扑由一个单一的圆

盘主导   , 此时配分函数的分子主要由  

贡献: 

Tr(ρn
R) ∝

knZn

knZn
1

=
Zn

Zn
1

, (12)

Zn n = 1

Zn Zn

S0 + 2πϕh ϕh

式中 k 的贡献互相抵消, 因此密度矩阵的求迹运算

主要由引力效应贡献. 为了计算冯·诺伊曼熵, 需要

将   延拓到接近   . 实现这一延拓的一个技

巧是注意到与  相关的几何具有  复制对称性.

当 n 趋近于 1时 , 将变成原来的未复制的几何 ,

冯·诺伊曼熵的计算简化为  , 其中  是伸

缩子场在视界上的值.

在黑洞蒸发的早期, 时空几何包含原始黑洞

的 n 个独立的复制样本, 这导致冯·诺伊曼熵的霍

金鞍点, 霍金鞍点下冯·诺伊曼熵随时间线性增加,

这导致辐射熵的计算同量子力学的幺正性有冲突.

但是另外一个鞍点即副本虫洞鞍点, 通过把不同拷

贝的黑洞连接起来, 形成了新的几何, 使得熵减少.

至此总结了二维引力中的引力路径积分, 并解

释了在什么情况下出现霍金鞍点, 什么情况下出现

副本虫洞鞍点, 从而说明黑洞的演化是幺正的, 因

此没有信息丢失的问题. 需要说明的是, 目前虽然

只有二维引力中的路径积分是可以严格计算的, 但

是对说明物理问题已经非常难得了. 接下来的讨论

将关注第二层面的问题, 即在模空间信息从霍金鞍

点到副本虫洞鞍点的方向性问题, 或者说可逆性问

题①. 之前的所有工作都表明从霍金鞍点到副本虫

洞鞍点的演化在微观上是幺正的, 因此在微观上二

者之间是可逆的. 根据之前的计算, 黑洞演化的早

期阶段, 引力路径积分主要由霍金鞍点支配; 而在

黑洞演化的晚期阶段, 则主要由虫洞鞍点支配, 二

者的时间间隔约为佩奇时间. 整个黑洞蒸发过程是

幺正的, 没有信息丢失. 然而, 为什么在黑洞演化

的早期阶段, 主导的不是虫洞鞍点而是霍金鞍点？

这显然产生了一个新的悖论.

在做副本计算时, 需要对密度矩阵复制 n 份,

但是量子不可克隆定理禁止对一个未知的量子态

进行克隆. 因此若要对密度矩阵实现复制, 需要事

|Ψ⟩

n→ 1

|Ψ⟩

先知道量子态  . 亦即要在实验中模拟黑洞的蒸

发过程, 需要提前准备 n 份已知的量子态. 则取极

限  可以得到有限的冯·诺伊曼熵. 因此, 从信

息的角度来看, 也应该存在一个方向性的问题, 即

只有先存在 n 份量子态  的信息, 才能有黑洞演

化后的副本虫洞鞍点. 只有这样才可以满足量子不

可克隆定理. 这暗示着对于黑洞蒸发来说, 多个副

本的霍金辐射态应该先于单个霍金辐射态而存在. 

3   副本技巧与量子不可克隆定理

Tr(ρn)

副本技巧是一种处理无序系统和复杂相互作

用的方法, 特别是在统计物理中, 其核心思想是通

过对多个副本 (replicas)的平均来提取系统的整体

性质. 考虑一个量子系统, 其密度矩阵为 ρ, 可以构

造它的 n 个副本, 通过计算  的平均值, 可以

推出系统的自由能 

F = − 1

β
lim
n→0

∂

∂n
ln⟨Tr(ρn)⟩. (13)

|ψ⟩
在这个过程中, 我们并没有尝试直接复制未知的量

子态  , 而是通过数学手段处理多个已知系统的

副本, 从而提取系统的整体性质.

量子不可克隆定理指出, 不可能精确复制一个

未知的量子态 [37]. 这里未知的量子态指的是形如 

|ψ⟩ = α|ϕ1⟩+ β|ϕ2⟩ (14)

|ψ⟩
|ψ⟩

|ψ⟩ ⊗ |ψ⟩

|ψ⟩ |0⟩ |ψ⟩ ⊗ |ψ⟩
U |ψ⟩ ⊗ |0⟩ = |ψ⟩ ⊗ |ψ⟩
|ψ⟩ |ϕ⟩ U |ψ⟩ =
|ψ⟩ ⊗ |ψ⟩ U |ϕ⟩ = |ϕ⟩ ⊗ |ϕ⟩

|ψ⟩ |ϕ⟩ ⟨ψ|ϕ⟩ =
c

U(|ψ⟩ ⊗ |0⟩) U(|ϕ⟩ ⊗ |0⟩)

的量子态, 其中 α和 β为未确定的常数. 其精确表

述如下: 对于任意未知的量子态   , 不存在一个

量子操作 U 可以将单个量子态   复制为两个相

同的量子态   . 可以用反证法证明该定理,

即假设存在一个量子操作 U, 它可以将一个未知的

量子态   和辅助量子态   映射到   , 即

 . 设存在两个未知的量子态

 和   , 在复制操作 U 的作用下, 满足  

 ,   . 考虑两个未知的量子

态  和  的内积, 不失一般性, 可以写作 

 , 其中 c 为一个复数, 表示两个波函数的重叠. 可

以计算量子态  和  的内积: 

⟨ψ ⊗ 0|U †U |ϕ⊗ 0⟩ = ⟨ψ ⊗ ψ|ϕ⊗ ϕ⟩. (15)

U †U = I因为 U 是一个幺正矩阵, 所以有   . 容易

得到 
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⟨ψ ⊗ 0|ϕ⊗ 0⟩ = ⟨ψ ⊗ ψ|ϕ⊗ ϕ⟩, (16)

⟨ψ ⊗ 0|ϕ⊗ 0⟩ = ⟨ψ|ϕ⟩⟨0|0⟩
= ⟨ψ|ϕ⟩ ⟨ψ ⊗ ψ|ϕ⊗ ϕ⟩ =
|⟨ψ|ϕ⟩|2 c = c2 c = 0

c = 1 |ψ⟩ |ϕ⟩

注意左边的内积可以写为 

 , 而右边的内积可以写为  

 . 于是可以得到   , 其平凡解为   ,

非平凡解为   . 然而, 如果   和   是两个不

同的量子态, c 的取值应该介于 0和 1之间, 这导

致了矛盾, 因此未知的量子态是不可克隆的.

|ψi⟩
Rij

下面从副本技巧的角度来理解量子不可克隆

定理的适用范围. 考虑一个量子系统, 其状态由密

度矩阵 ρ描述. 假设存在多个副本  , 并且引入

随机变量  来描述量子态之间的微小扰动: 

⟨ψi|ψj⟩ = cij + e−S0/2Rij , (17)

S0

e−S0/2 Rij

其中  是黑洞的熵, 通常是一个非常大的数, 因此

 非常小 , 随机变量   具有零均值和有限

方差.

|ψi⟩ |ψj⟩

|ψi⟩ |0⟩ |ψi⟩ ⊗ |ψi⟩
U(|ψi⟩ ⊗ |0⟩) U(|ϕj⟩ ⊗ |0⟩)

Rij

cij Rij = 0 R2
ij =

σ2

设   ,    分别为两个不同的量子态, 存在

一个幺正的量子操作 U, 可将一个未知的量子态

 和辅助态  映射到  . 类似于前面的

讨论, 可计算量子态  和  ,

和前面的内容不同的是还需要对随机量   做系

综平均 . 设   的平均值为 c, 而   ,   

 . 用上划线表示对随机变量取平均: 

⟨ψi ⊗ 0|U †U |ϕj ⊗ 0⟩ = ⟨ψi ⊗ ψj |ϕj ⊗ ϕj⟩. (18)

容易得到 

⟨ψi|ϕj⟩ = |⟨ψi|ϕj⟩|2, (19)

此即 

c = c2 + e−s0/2σ2. (20)

此时常数 c 显然具有介于 0和 1之间的非平凡解,

故量子不可克隆定理可被违反. 由此可见, 对于未

知的量子态, 由于副本技巧允许不同量子态的关

联, 因此实质上可以出现违反量子不可克隆定理的

情况. 为了避免这种情况, 在副本操作进行前应该

知道要被复制量子态的全部信息.

在副本技巧中, 我们考虑的是多个已知的系统

副本, 而不是直接复制未知的量子态. 每个副本都

是一个独立的系统, 它们之间可能存在相互作用,

但每个副本的状态是已知的. 在量子系统中, 即使

不能直接复制未知的量子态, 仍然可以通过对多个

已知系统的统计分析来提取有用的信息. 量子不可

克隆定理限制了直接复制未知量子态的操作, 但副

本技巧并不依赖于这种直接复制. 相反, 副本技巧

通过数学手段处理多个副本的平均性质, 从而绕过

了直接复制的问题. 副本技巧使用了数学工具, 如

路径积分和鞍点近似, 来处理多个副本的平均性

质. 这些数学工具允许我们在不直接复制量子态的

情况下, 有效地处理和分析系统的复杂性质.

因此这里有一个可逆性的问题, 可以从一个已

知的量子态的 n 个拷贝, 重现这个量子态的全部信

息. 但是无法对一个未知的量子态进行副本复制,

从而测量该量子态的其他信息. 

4   超越佩奇曲线: 模熵 (modular en-
tropy)与纠缠容量 (entanglement
capacity)

∆x

∆t→ 0

在上面的讨论中, 先把芝诺悖论同黑洞信息丢

失问题做了类比. 可以看出对 Rényi熵取极限类似

于瞬时速度中位移的变化   对时间取极限

 . 这样一来, 可以把冯·诺伊曼熵建立在数

学上更加坚实的基础上, 因为可以像力学理论中一

样把冯·诺伊曼熵同样看作某种守恒量, 在霍金辐

射开始和结束的阶段, 黑洞霍金辐射的冯·诺伊曼

熵保持不变. 近期关于黑洞霍金辐射的 Page曲线

计算证明了这一点. 而这显然是不够的, 因为一个

自洽的理论, 除了描述物理过程中的不变量, 还需

要其他的物理量描述变化. 在力学中描述变化的量

是加速度, 在热力学中相应的物理量是熵. 加速度

对应的物理量是力, 而熵描述的是系统过程进行的

不可逆性. 需要注意的是热力学量, 不能简单地用

分析力学中的数学框架来描述. 一般而言, 热力学

具有更大的普适性. 下面可以看到, 纠缠熵的数学

表述同热力学的理论框架具有更多的一致性.

HA SA

为了给出模熵较为系统的描述并引入新的物

理量, 一个直观的做法是做类比. 本文把纠缠熵同

统计力学进行对比, 并解释为什么副本参数可以看

作有效逆温度. 在量子场中, 如图 2所示, 一个子

区域  的冯·诺伊曼纠缠熵  定义为 

SvN(ρ) = −Tr
(
ρA logρA

)
, (21)

ρA其中  定义为 

ρA = −TrĀ(ρtotal), (22)

Ā A ρtotal

Trρtotal = 1

其中  为  的补集. 这里考虑  作为一个纯态,

即  .
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ρtotal

Trρn < 1

冯·诺伊曼熵是量子系统中用于量化混合状态

纯度的一个指标, 它表征了系统最大纠缠对的数

目, 并在完全纯态时取最小值零, 在最大混合态时

达到峰值, 反映了量子态的不可区分性. 如果 

是一个混合态, 则有  . 纠缠熵满足可加性

原理, 即 

SAC + SCB ⩾ SC + SABC , SA + SB ⩾ SC + SAB .
(23)

更一般地还可以定义 Rényi熵 [38], 

Sn(ρ) = − 1

n− 1
log Tr(ρn). (24)

冯·诺伊曼纠缠熵可以作为一个极限从 Rényi熵中

导出, 

SvN(ρ) = − lim
n→1

1

n− 1
log Tr(ρn). (25)

稍后可以看到 Rényi熵同热力学中的自由能具有

相同的形式. Rényi熵具有以下性质 [39]: 

∂nSn ⩽ 0, ∂n

(
n− 1

n
Sn

)
⩾ 0,

∂n[(n− 1)Sn] ⩾ 0, ∂2n[(n− 1)Sn] ⩾ 0. (26)

我们可以进一步引入模哈密顿量 (modular Hami-

ltonian)① 

HA = − log ρA. (27)

此时 Rényi熵可以写为 

Sn(ρ) =
1

1− n
log TrA

(
e−nHA

)
. (28)

同热力学中的自由能定义相对比: 

F = − 1

β
log Tr

(
e−βH

)
, (29)

Sm

可以看出 Rényi熵同自由能的微分形式非常类似,

n 起到 β的作用. 接下来继续探讨 n 的作用及  

的物理意义②.

对比副本技巧与统计力学, 本文引入以下两个

物理量:

1)模熵 (modular entropy) 是一个量子信息

论中的概念, 其定义见表 1. 相比较冯·诺伊曼熵,

模熵对参数 n 的依赖是导数形式. 它可以帮助我们

量化系统内部的纠缠程度. 模熵的引入是因为在寻

找 Rényi 熵的全息对偶过程中, 人们意识到可以

给出纠缠熵的另一种形式使之更像“热力学熵”,

而 Rényi 熵在引力理论中对偶于宇宙膜 (cosmic

brane)的面积 [40].

2) 纠缠容量 (entanglement capacity) 是另一

个重要的物理量, 表示每增加或减少一个副本所对

应的模熵的变化 , 可以用来刻画在模空间中的

相变.

接下来讨论 Rényi熵与热力学量的类比. 引入

模熵的形式为 

Sm =
1

n2
∂n

(
n− 1

n
Sn

)
. (30)

观察可知, 若要把 n 看作逆温度, 模熵的定义相比

Rényi熵定义更接近热力学熵. 可以把模熵写成如

下形式: 

Sm(ρ) = −n2∂n
[
1

n
log TrA(e(−nHA))

]
. (31)

同热力学的关系对比, 

S = −β2∂β

[
1

β
log Tr(e−βH)

]
. (32)

可以看出只要把 n 认同为 β, 则模熵同热力学熵具

有相同的表达式. 从表 1可以看出, 模哈密顿量

(modular Hamiltonian)对应于统计力学中的哈密

顿量. 副本参数 n 对应于统计力学的逆温度 β, 但

是 n 并不是真正的逆温度, n 表示希尔伯特空间被

复制的次数. 由此可以看到, 在模空间可以定义配

分函数、自由能、能量和模熵, 乃至纠缠容量, 具体

的讨论参见即将完成的论文 [41].

 



 D


-

A A Ā = Σ/A

图  2    纠缠熵的示意图 . 在一个连续的量子场论 (QFT)

中 , 柯西面 (Cauchy slice) Σ被空间划分为两个区域 . 标记

 其中一个区域为   , 补集为   . 这两个区域之

间的分界是一个余维数为 2的曲面, 称为纠缠面

A

Ā = Σ/A

Fig. 2. The  entanglement  entropy  in  QFT,  A Cauchy slice

Σ  is divided into two regions. The region     and its com-

plementary    .  The  boundary  between  these  two

regions is a surface with a codimension of 2, called the en-

tangling surface.
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S = − lnρ ⟨S⟩ = Tr(Sρ) = −Tr(ρ lnρ) ① 模哈密顿量对应着量子统计物理中的熵算符, 即  , 其中 ρ为态密度, 其平均值为  .

 ② 在弦理论中, n 对应于 Cosmic brane的 tension. Dong[40] 在工作中指出模熵对偶于 cosmic brane的最小面积.
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作为一个具体的例子, 考虑如下哈密顿量: 

H = −ℏωσz, (33)

σz =

(
1 0

0 −1

)
其中  为泡利矩阵. 它描述了由两个

子系统 A 和 B 构成的贝尔态. 零温下该体系的密

度矩阵可以写为 

ρAB =
1

2


1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1

 . (34)

ρA

对子系统求迹, 可以得到子系统 A 的约化密度矩

阵  为 

ρA = TrB(ρAB) =
1

2

(
1 0

0 1

)
. (35)

在有限温度下, 假设子系统 A 和 B 各自处于热平

衡状态, 相应的密度矩阵为 

ρA =
e−βHA

ZA
, ρB =

e−βHB

ZB
. (36)

设子系统 A 和 B 的哈密顿量相同, 则可以得到子

系统 A 的密度矩阵为 

ρA =
1

2 cosh (βℏω)

(
eβℏω 0

0 e−βℏω

)
. (37)

ρn
A可以得到  , 有 

ρn
A =

[
1

2 cosh (βℏω)

]n(enβℏω 0

0 e−nβℏω

)
. (38)

求迹可以得到 

Tr(ρn
A) = 2

[
1

2 cosh (βℏω)

]n
cosh (nβℏω). (39)

可以计算出模熵为 

Sm = n log 2− n log(sech(βℏω))

+ log[21−n cosh(nβℏω)sechn(βℏω)

− nβℏω tanh (nβℏω)]. (40)

同样可以得到纠缠容量为 

Cn = n2∂2n log(Trρ
n
A) = (nβℏω)2[1− tanh2 (nβℏω)].

(41)

n→ 1

Sn→∞ <

Sn→1

固定 β, 当副本参数 n 变化时, 可以看出模熵和纠

缠容量都会发生变化. 当  时, 模熵趋于一个

有限值. 而当 n 增大时, 模熵减少, 可得  

 . 但是对于纠缠容量, 有 

C1 = (βℏω)2
[
1− tanh2 (βℏω)

]
. (42)

n→ ∞ C∞ → 0 C1 > C∞

β → ∞ tanh (nβℏω) → 1

λdB =

√
πℏ2

mkBT

βℏω ≪ 1

βℏω ≫ 1

λeff ≡ λdBeSvN−Sm n→ ∞

n→ 1 SvN = Sm

当   ,    . 显然   . 当温度趋近

于绝对零度时,    ,    , 纠缠容

量趋于零. 随着温度升高 β减小, 纠缠容量增加,

反映了热效应对量子纠缠的影响. 当 β固定而变

化 n 时, 可以得到高副本参数下, 系统的模熵减弱,

且量子纠缠特性 (由纠缠容量表示)减弱. 这反映

了系统在高副本时逐渐趋向于“基态”行为的趋势.

在统计物理中德布罗意波长  是区分

热效应与量子效应重要的物理量, 对于有限温度的

量子系统 , 当   时 , 热效应将占主导 ; 而

 时, 量子行为将变得非常显著. 为了清晰

表征副本参数 n 的作用, 可以定义广义德布罗意波

长 , 即   , 当   时 , 因为副本

参数的作用, 广义德布罗意波长变大, 量子效应被

放大, 而当  时  , 广义德布罗意波长

回到统计力学中的情况.

 

表 1    统计力学量与模空间物理量的类比
Table 1.    Analogy between statistical mechanical quantities and physical quantities in modular space.

统计力学量 表达式 Modular类比 表达式

逆温度 β 副本参数 n

哈密顿量 H 模哈密顿量 H = − logρA

配分函数 Z(β) = Tr(e−βH) 副本配分函数 Zn(n) = Tr(e−nHA )

自由能 F (β) = −
1

β
log Tr[e−βH ] 副本自由能 F (n) = −

1

n
log[TrAρn

A]

能量 E(β) = ⟨H⟩ = −∂β log[Tr e−βH ] 副本能量 E(n) = −∂n log[Trρn
A]

热力学熵 S(β) = log[Tr e−βH ]− β∂β log[Tr e−βH ] 模熵 Sm = log[Trρn
A]− n∂n log[Trρn

A]

热容量 C(β) = β2∂2β log[Tr e−βH ] 纠缠容量 Cn = n2∂2n log[Trρn
A]
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tpage

黑洞辐射熵的变化过程可以分为两个阶段: 熵

随时间线性增长; 熵随时间逐渐减少. 这两个阶段

之间的转折点称为佩奇时间 (  ), 这是一个非常

长的时间. 一般而言, Page时间可以表示为 [19]
 

tpage =
6SBH

κc
, (43)

SBH

1/2

其中  为黑洞的贝肯斯坦-霍金熵, κ为黑洞的表

面重力, c 为中心荷. 佩奇时间大约为黑洞寿命的

 . 对于天体质量的黑洞, 这个时间可能比宇宙

的年龄还要长.

对于大质量黑洞, 由于黑洞蒸发过程非常缓

慢, 可以将其类比于准静态过程. 准静态过程是指

系统在每个时刻几乎都处于平衡状态, 因此可以近

似认为黑洞蒸发过程是可逆的. 在这种假设下, 整

个蒸发过程中辐射熵是守恒的, 从而可以得到佩奇

曲线. 佩奇曲线描述了黑洞辐射熵随时间的变化,

具体表现为熵先增加后减少的过程. 这个曲线是基

于理想化的假设, 即黑洞蒸发过程在微观上是幺正

的. 然而, 实际的物理过程往往包含不可逆性, 因

此需要引入额外的物理量来描述这些不可逆效应.

后面可以看到, n 依赖的相对熵可以作为描述不可

逆性的合适物理量. 

5   相对熵与广义第二定律

SV = SρV − S0
ρV

KV =

Tr(KρV)− Tr(Kρ0
V)

S(ρV||ρ0
V)

S(ρ1||ρHH) ⩾ 0 ρ1

t1 ρHH

根据 Rényi熵与统计力学量的类比, 可知模熵

的行为更加接近热力学熵. Casini在 2008年提出

了一种在量子场论中表达黑洞热力学第二定律

(generalized second law, GSL)的新方法, 并论证

了贝肯斯坦上限在这个框架下的自动满足性. Casini

首先解决了在量子场论中定义局部区域内的熵和

能量的问题. 为了克服传统上因量子场论的非局域

性和紫外发散而导致的困难, Casini提出了减去真

空涨落贡献的方法, 即计算状态相对于真空态的熵

差 , 即   以及相应的能量差  

 , 其中 K 是由真空密度矩阵定

义的局部哈密顿量 .  Casini建议使用相对熵

 来重新表述贝肯斯坦上限. 相对熵是一

个正定量, 表示两个状态之间的统计距离. 文中指

出, 当一个物体被黑洞吞噬时, 最不具约束性的不

等式就是  , 这里  指的是在某个初

始时间  黑洞外部区域的实际量子态, 而  表示

哈特尔-霍金热平衡态. 此不等式表明, 相对于热平

衡态, 任何实际的量子态所携带的信息量 (通过相

对熵衡量 )不会减少 , 这支持了广义第二定律

(GSL)的有效性. 这意味着, 即使物体掉入黑洞,

整个系统的总熵加上黑洞的贝肯斯坦-霍金熵仍然

不会减少, 从而保证了广义第二定律的成立.

S(ρ||σ)

正如前面所提到的, 在黑洞蒸发过程中先出现

了霍金鞍点, 此时最小量子极值面的面积接近于

零, 副本虫洞鞍点的贡献可以忽略. 而在蒸发过程

的晚期, 副本虫洞鞍点主导. 为了更有说服力, 这

里尝试给出 n 依赖的相对熵广义第二定律, 从而说

明 n 具有真实的物理意义. 一般而言, 对于密度矩

阵 ρ和 σ, 可以定义相对熵  , 

S(ρ||σ) = Tr(ρ logρ)− Tr(ρ logσ), (44)

它满足两个重要的性质: 正定性和单调性. 正定性

是指相对熵对于任意两个密度矩阵是非负的. 若两

个矩阵相等则相对熵为零. 相对熵的单调性则描

述了在通过完全正定保迹 (completely  positive

trace-preserving, CPT)映射作用后, 两个量子态

之间的相对熵不会增加. 对于任意的两个量子态

ρ和 σ, 以及任意一个 CPT映射 Φ, 有 

S(Φ(ρ)||Φ(σ)) ⩽ S(ρ||σ). (45)

从物理的角度来看, 相对熵的单调性意味着任何有

效的量子操作 (如测量、演化等)都不会使我们比

原来更精确地区分两个量子态.

HA

F (ρ) = Tr(ρHA)− S(ρ)/n

S(ρ)

将 σ视为参考态, 并引入其模哈密顿量   .

可以以此定义模自由能    ,

其中  是密度矩阵的冯·诺伊曼熵. 利用这一点,

很容易得到 

S(ρ||σ) = n[F (ρ)− F (σ)]. (46)

ρn = e−nH

ρHH

对于黑洞蒸发过程, 霍金鞍点的密度矩阵设为 ρ,

而副本虫洞的密度矩阵为  , 把它们皆同

哈特尔-霍金态  相对比. 从方程 (45)可以得到 

S(ρ||ρi) ⩽ S(ρn||ρHH), (47)

ρHH

F (ρn)− F (ρ) ⩽ 0

表明随着时间的推移, 相对于热平衡态  , 实际

态的信息损失不会增加. 由   , 可

以得到  (
⟨HA⟩n − Sn

)
−
(
⟨HA⟩ρ − Sρ

)
⩽ 0, (48)

式中下脚标 ρ代表霍金鞍点, 而 n 代表副本虫洞

鞍点. 由此可得“相对熵第二定律”: 

(Sn − Sρ)− n(⟨H⟩n − ⟨H⟩ρ) ⩾ 0. (49)
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因此, 在模空间霍金鞍点和副本虫洞鞍点之间存在

方向性, 该方向性由相对熵第二定律给出, 同时

n 确实起到逆温度的作用. 此论证过程同 Casini

在 2008年通过相对熵的概念论证热力学广义第二

定律相类似. 

6   总结与讨论

本文回顾了近年来人们在黑洞信息丢失问题

上取得的最新进展. 通过把芝诺悖论同黑洞信息丢

失问题做对比, 指出解决黑洞信息丢失问题应该考

虑两个层面的问题. 第一个层面的问题是若信息没

有丢失, 在黑洞辐射过程中除了霍金鞍点, 还需要

“副本虫洞鞍点”, 从而使得黑洞霍金辐射熵满足纠

缠熵演化的佩奇曲线. 通过对副本技巧和副本虫洞

鞍点的讨论, 可以明确黑洞演化的早期, 霍金鞍

点占主导, 而在演化的晚期, 副本虫洞鞍点占主导.

研究量子不可克隆定理与副本技巧之间的关

系表明, 为了避免二者之间的矛盾, 在实施副本技

巧过程中, 需提前考虑多个已知的量子态副本, 而

不是复制未知的量子态的副本. 量子不可克隆定理

禁止了直接复制未知量子态的操作, 但副本技巧并

不依赖于这种直接复制. 相反, 它通过数学手段分

析多个副本的统计性质, 从而绕过了直接复制的问

题. 副本技巧利用了路径积分、鞍点近似等数学工

具, 来处理多个副本的平均特性. 这些数学工具使

我们能够有效地解析和评估系统的复杂行为, 提供

了一种强大的分析方法.

这里提出了一个关键的问题, 在黑洞演化过程

中, 霍金辐射态的多个复本应该先验地存在, 只不

过在演化的早期不同副本之间的联系足够弱, 但在

演化的晚期, 副本之间的连接 (即副本虫洞)占主

导, 从而使得信息恢复成为可能. 这似乎支持了量

子力学的多世界假设.

对于蒸发黑洞, 冯·诺伊曼熵在黑洞演化的初

末态保持不变说明霍金辐射熵可以作为一个守恒

量来处理. 为了进一步刻画霍金辐射过程中物理量

的变化, 以模哈密顿量作为切入点, 发现模熵同热

力学熵具有类似的表达式, 从而可以建立模空间纠

缠熵的“热力学”, 并可以发展纠缠容量的概念. 作

为一个例子, 计算了最大纠缠贝尔态对应的模熵和

纠缠容量, 发现随着 n 的增大, 模熵和纠缠容量都

趋向于有限值或者零, 反映了副本参数 n 的确具有

逆温度的效应.

S(ρ||σ) =
Tr(ρ logρ)− Tr(ρ logσ)

为了更精确地描述这一过程的变化量, 并赋

予副本参数 n 真实的物理意义 , 本文引入了依

赖于 n 的相对熵广义第二定律. 相对熵  

 是衡量两个量子态之间差

异的重要工具, 它具有两个重要性质: 正定性和单

调性. 正定性确保相对熵非负, 而单调性则指出任

何有效的量子操作不会增加两个量子态之间的区

分度. 对相对熵的研究揭示了从霍金鞍点到副本虫

洞鞍点转变的方向性，这正是黑洞信息丢失问题的

第二个层面. 该方向性由相对熵第二定律给出, 同

时证实了 n 在此过程中确实起到了逆温度的作用.

作者对于黑洞信息丢失问题的研究可以追溯到 2005年,

在中国科学技术大学交叉学科理论研究中心的讨论班上,

在卢建新、李淼等教授的指导下研读了 S.Mathur的论文

The quantum structure of black holes [arXiv: 0510180], 该

篇论文提出了解决黑洞信息丢失问题的“模糊球理论”. 在

论文讨论会上, 卢建新老师指出黑洞信息丢失问题的解决

需要新的物理原理和数学语言. 转眼 20年过去, 人们在黑

洞信息丢失问题上取得了巨大的进展. 近年来, 作者注意到

“副本虫洞”与“岛屿公式”作为新的数学语言丰富了这一课

题. 在广义熵的岛屿公式中, 把黑洞内部态和黑洞外部态看

作一个整体, 这在语言上仍有歧义. 从中可以看出, 黑洞信

息丢失问题需要在数学语言上有新工具, 而且我们留意到

仅仅有信息守恒是不够的, 需要新的物理量来描述变化. 感

谢博士生余明辉为本文提供的作图.
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Abstract

Sn =
1

1− n
ln Tr(ρn)

(n → 1)

Sm Cn

Sm = log Tr(ρn)− n∂n log Tr(ρn), Cn = n2∂2
n log Tr(ρn),

The black hole information paradox—a fundamental conflict between quantum unitarity and semi-classical
gravity—remains unresolved within the framework of  quantum gravity.  This  work builds  a conceptual  bridge
between this  modern dilemma and Zeno’s  ancient  paradox of  motion,  emphasizing that  they all  rely  on  limit

processes  to  reconcile  infinite  divisibility  with  finite  physical  outcomes.  Although  previous  researches  have

established  information  conservation  in  black  hole  evaporation  by  copying  wormholes,  this  study  transcends

mere  unitarity  verification  to  answer  a  deeper  question:  How  do  we  quantify  the  statistical  evolution  and

inherent irreversibility of Hawking radiation?

　　Methods:

　　i)  Gravitational  path  integral  formalism:  We  compute  Rényi  entropies      by  analytic

continuation    ,  incorporating  both  disconnected  geometries  (Hawking  saddles)  and  connected  replica

wormhole saddles.

　　ii)  JT gravity  model:  A  two-dimensional  Jackiw-Teitelboim (JT)  gravity  coupled  to  a  conformal  bath  is

analyzed, with End-of-the-World (EOW) branes modeling early Hawking radiation states.

　　iii) Modular thermodynamics: Modular entropy    and entanglement capacity    are defined as:

　　　　　　　　　　　　　 

mirroring thermodynamic entropy and heat capacity.
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tPage ∝ SBH/(nκc), SBH = A/(4GN ),

Tr(ρn) ≈ kZn
1 + knZn

(kZ1)n
⇒ Dominance shift at k ∼ eS0

(v = lim
∆t→0

∆x/∆t

S(ρ∥σ)

S(ρ∥σ) = Tr(ρ log ρ)− Tr(ρ logσ),

(Sn − Sρ)− n
(
⟨H⟩n − ⟨H⟩ρ

)
⩾ 0

　　Key results:

　　i)  Page curve restoration:  The von Neumann entropy transitions from linear growth (Hawking phase) to

zero (wormhole-dominated phase) at the Page time:  

indicating faster entropy reduction for higher n.

　　ii) Replica wormhole mechanism: The gravitational path integral reveals a topological transition:

　　　　　　　　　　　　　  .

　　Quantum non-cloning  constraints:  A  reversibility  paradox  arises:  while n-copies  -copies  of  a  known  state

allow full reconstruction, the non-cloning theorem forbids replication of unknown states. This necessitates the a

priori existence of multiple replicas to ensure consistency.

　　iii)  Connection  to  Zeno’s  paradox:  The  resolution  of  Zeno’s  paradox  through  Newtonian  limits

 ) parall) parallels the replica trick’s role in black hole physics:

　　iv) Infinite-to-finite mapping: Both employ limit operations to compress divergent processes (infinite steps

or entropy growth) into finite observables.

　　Discrete vs.  continuous:  Challenge  classical  spacetime  continuity,  hinting  at  holographic  or  discrete

quantum spacetime.

　　Irreversibility and generalized second law: The relative entropy   , defined as:

　　　　　　　　　　　　　　　　　 

monotonically  increases  during  the  Hawking-to-wormhole  transition,  establishing  statistical  irreversibility  in

modular space. This generalized second law persists despite microscopic unitarity, analogous to thermodynamic

irreversibility in closed systems with the formula:   .

　　Conclusion:

　　Our results address the black hole information paradox and the irreversible problem through three pillars:

　　i) Unitarity: Replica wormholes enforce unitarity via non-perturbative spacetime topology changes.

　　ii) Modular thermodynamics: A framework linking entanglement entropy, relative entropy, and irreversibility.

　　iii)  Replica  priority  principle:  Multiple  radiation

replicas exist a priori,  circumventing quantum cloning

constraints.

　　This  work  transcends  mere  information  conser-

vation,  advancing  into  the  second  layer  of  black  hole

physics:  Characterizing  the  irreversible  evolution  of

Hawking radiation in modular space.

Keywords: gravity/gauge duality, von Neumann entropy, Rényi entropy, replica trick, quantum non-cloning
theorem, generalized second law of thermodynamics via relative entropy
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