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基于自旋-轨道耦合玻色凝聚体, 提出了一种凝聚体的自旋频谱对外场调控参数的动力学响应效应. 该

效应由对凝聚体的快速晃动和外加的迅变塞曼场来驱动. 研究发现 , 自旋频谱的谱峰对外场驱动参数呈现

出简单的线性关系. 通过对模型作适当近似和简化, 本文给出了该线性关系的解析关系式. 同时, 基于 Gross-

Pitaevskii方程对系统的动力学演化做了数值计算, 数值结果与解析表达式符合得很好. 另外, 本文还进一步

探究了自旋频谱对外场驱动响应的物理本质, 发现该效应来源于不同自旋-轨道态之间的量子干涉, 可以利用

量子多臂干涉仪的图像来理解其内涵. 文章的最后对方案的实验可行性及相关参数进行了讨论与估计. 本文

的结果在量子控制和量子计量学等领域有潜在价值.
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1   引　言

随着激光技术的飞速发展, 对光学势阱中超冷

量子气体的调控逐渐成为理论和实验物理学重要

的研究方向 [1]. 超冷量子气体具有许多超越经典物

理的新奇特征和常温物态无法比拟的调控优势. 一

方面, 在极低温度下, 原子分子系综展示出奇特的

量子统计性质, 这些性质本身超越了经典物理学范

畴, 因而成为新物理学的生长点 [2]; 另一方面, 通过

对光场参数的有效选择, 研究者们可以精确地操控

原子间相互作用以及各种人造规范场 [3], 这不仅为

模拟凝聚态体系中的量子多体现象提供了新的手

段, 更催生了多种量子精密测量的新技术 [4–6].

特别是将玻色气体冷却至极低温度, 可以形成

所谓玻色-爱因斯坦凝聚体 [7,8] (Bose-Einstein con-

densate, BEC). 光学势阱中的 BEC兼具单原子内

态丰富的能级结构和多原子体系独特的轨道动力

学特性 [9–12]. 在实验上, BEC的内态 (单个原子内

部的超精细能级)和外态 (原子体系的集体轨道状

态)拥有各自独立的动力学特征, 因而往往需要不

同的调控手段. 前者需要作用于原子超精细能级的

有效塞曼场 [13,14], 后者需要作用于原子质心轨道运

动的光子动量转移 [15]. 近年来实现的基于 BEC的

自旋-轨道耦合将原子的自旋态和轨道态进行有机

组合, 提出了将原子内外态纳入统一描述框架的新

命题 [16,17]. 截至目前, 基于 BEC自旋-轨道耦合效

应方面的研究已取得了大量进展. 例如, 研究发现

原子间的短程碰撞会与自旋-轨道耦合诱导的非阿

贝尔规范场相互竞争, 进而衍生出密度波条纹相和

自旋极化相等一系列新奇的量子物态 [17–23]. 另外,

自旋-轨道耦合还会诱导出自旋依赖的质心偶极振
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荡等有趣的动力学效应 [24–32], 这些效应已部分地

被应用于自旋纯化 [33,34] 和自旋共振 [35,36] 等领域.

x

在此背景下, 本文给出了一种自旋-轨道耦合

BEC在内外态联合调控作用下的动力学响应效应.

此处的“内外态联合调控”指的是驱动场同时包含

了作用于原子内态的塞曼场和作用于外态的轨道

势场. 具体考虑 BEC在某一时刻被快速晃动, 同

时又感受到一外部施加的塞曼场. 通过适当简化模

型, 得到了自旋在  方向上动力学演化的解析表达

式, 并从该表达式出发, 推导出自旋频谱对外场参

数的响应关系. 对 Gross-Pitaevskii (GP)方程的

数值求解结果与解析表达式符合得很好. 进一步研

究发现, 自旋频谱对外场驱动响应的物理本质是不

同自旋-轨道态之间的量子干涉. 在此背景下, 本文

给出了频谱响应的动力学调控图像和量子干涉仪

图像. 由于 BEC的内态和外态等特征参数可以直

接反映于自旋频谱上, 本结果在量子控制和量子计

量学等领域有潜在应用价值. 

2   系统和动力学调控

87Rb
|↑⟩ |↓⟩

87Rb |F = 1,

mF = −1⟩ |F = 1,mF = 0⟩

ω1
0 ω2
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ℏωz

|↑⟩ |↓⟩

本模型的出发点是文献 [16]所报道的超冷原

子气体中的人工自旋-轨道耦合. 如图 1(a)所示,

考虑一团  原子的 BEC, 它的运动自由度被限

制在 x 方向上. 凝聚体的两个赝自旋态  和  可

分别选为  原子的两个基态超精细能级 

 和  , 这两个基态能级被来

自 x 方向上的两束对向传播的拉曼激光 (频率分别

为  和  , 波长为  )所耦合 (图 1(b)). 沿 z 方向

施加的磁场  不仅确定了系统的量子化轴, 还同时

使得两个赝自旋态产生大小为  的能级劈裂. 在大

失谐条件下, 通过绝热消除掉激发态能级, 系统的

动力学被限制在由自旋态  和   张成的希尔伯

特空间中, 其低能有效哈密顿量的矩阵形式为 [17]
 

H0=

 p2x
2m

+ V (x) + ℏη
ℏΩ
2

ei2k0x

ℏΩ
2

e−i2k0x
p2x
2m

+ V (x)− ℏη

,
(1)

px m k0 = 2π/λ

Ω

η

η = ω1
0 − ω2

0 − ωz V (x) = mω2x2/2

其中,   和  分别是原子的动量和质量;  

为单光子反冲动量;    为双光子过程的有效拉比

频率; 塞曼能量   由拉曼光频移和磁场劈裂贡献,

 ;    提供原子在 x

方向上的外场俘获势.

|+⟩ = exp(−ik0x) |↑⟩
|−⟩ = exp(ik0x) |↓⟩
哈密顿量 (1)在坠饰基  

和  下可写成如下更简洁的形

式 [16,17]:
 

H0 =
p2x
2m

+ V (x) + αpxσz +
ℏΩ
2
σx + ℏησz, (2)

σi (i = x, y, z)

α = ℏk0/m

α

α

t0

η

V (x) η

其中,    是新基矢下的泡利自旋算符,

 为自旋-轨道耦合强度. 仔细观察哈密

顿量 (2), 系统的动力学由外态和内态两部分贡献,

前者包含位置和动量的变化, 而后者则是自旋的演

化. 自旋-轨道耦合强度   承担着连接自旋态和轨

道态的作用. 可以预见, 由于存在非零的   , 对外

态的操控势必会影响内态, 反之亦然. 在此背景下,

考虑对系统内外态的联合含时操控, 以期获得更加

丰富的动力学信息. 具体考虑凝聚体在  时刻经历

一次“晃动”, 与此同时, 作用于自旋的塞曼场  由

零变化为非零 [32]. 该过程可以归结为哈密顿量 (2)

中的  和  受到如下含时调控:
 

V (x) → V (x, t) =
1

2
mω2[x− x0(t)]

2,

x0(t) = ζ exp
[−(t− t0)

2

τ2

]
,

η → η(t) = η0

[
1− exp

(
− t− t0

τ

)]
Θ(t− t0), (3)

Θ(s) s Θ(s > 0)=1

Θ(s < 0) = 0

x0(t) ζ τ

η(t)

τ τ → 0 η(t) → η0Θ(t− t0)

其中,   为宗量  的阶跃函数, 满足 

和  . 注意到, 晃动操作体现在俘获势

中心所历经的一个含时高斯脉冲  ;   和  分别

描述晃动脉冲的峰值和脉宽. 注意到在实际的实验

操作中, 塞曼场的快速开启需要耗费有限的时间,

将  的开启设定为按照指数调增的时序, 开关特

征时间为  . 显然   时, 有   .

另外, 考虑到实验系统中不可避免的原子间相互作

用, 系统完整的动力学演化将由如下GP方程描述 [9]:
 

 

(a) (b)

|(>
|)>

10 02
BEC



 

B

10 02

图 1    (a)产生自旋 -轨道耦合 BEC的实验示意图 ; (b)原

子的能级结构以及激光诱导的跃迁

Fig. 1. (a)  Schematic  illustration of  the experimental  setup

to  generate  spin-orbit  coupled  BEC;  (b)  the  atomic  level

structure and their transitions.
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iℏ
∂Ψ

∂t
= (H0 +Hi)Ψ, (4)

Ψ = (ψ+, ψ−)
T Hi式中  为旋量波函数;   是刻画原子

间相互作用影响的平均场哈密顿量, 其矩阵形式

为 [37]
 

Hi =(
g++|ψ+|2+g+−|ψ−|2 0

0 g+−|ψ+|2+g−−|ψ−|2

)
,

(5)

gσσ′ (σ, σ′ = +,−)

Hi

其中,    刻画超精细基态原子间

的 s波相互作用, 其强度可在实验中利用 Feshbach

共振技术灵活调节. 需要说明, 平均场哈密顿量 

本质上来自于平均场近似 [38], 即将粒子间的相互

作用归结为单粒子感受到的平均势场, 其代价是哈

密顿量成为单粒子自身波函数的泛函, 原先的线性

薛定谔方程变为非线性方程. 如非特殊说明, 本文

接下来的数值模拟中将考虑 s波相互作用为 [28,29]

g+− ≈ g++ ≈ g−− = g g/
√
ℏ3ω/m = 0.1 ,  并且   .  将

方程 (3)代入 GP方程 (4)中求解, 原则上可以获

知任意物理量的动力学细节. 

3   自旋动力学响应
 

3.1    自旋动力学

|+⟩ |−⟩

⟨σx⟩
ω

ζ η0

假定初始时刻凝聚体被制备在  和   的

某个叠加态上, 研究体系赝自旋对联合含时驱动

((3)式)所做出的动力学响应. 图 2给出了赝自旋

 在不同调控参数下的含时演化数值计算结果.

可以看到, 一般而言, 赝自旋以俘获频率  为特征

频率随时间快速地相干振荡 (图中的蓝色实线). 有

趣的是, 当参数给定时, 该高频振荡背景上会出现

一支低频包络 (在图中以黑色虚线标出), 该低频包

络的周期与调控参数  和  呈现出某种简单的线

性关系. 事实上, 通过将模型作适当简化, 可以在

解析上精确得到该关系.
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⟨σx(t)⟩ |Ψ(0)⟩ = (|χ+(0)⟩ |+⟩+ |χ−(0)⟩ |−⟩) /
√
2 α = 0.2

√
ℏω/m,

τ = 0.01/ω, Ω = 0
图 2      在不同驱动参数下以  为初态随时间的演化, 其他参数固定为 

⟨σx(t)⟩ |Ψ(0)⟩ = (|χ+(0)⟩ |+⟩+ |χ−(0)⟩ |−⟩) /
√
2

α = 0.2
√

ℏω/m, τ = 0.01/ω, Ω = 0

Fig. 2. Time evolution of     under the initial state     for different driving paramet-

ers. The other parameters are set by   .
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gσσ′ Ω

H0

U = exp[−imω2A(t)/ℏ]

为此, 首先忽略相互作用   和拉比频率  

对体系的影响, 并对哈密顿量  施加一含时幺正

变换  , 式中,
 

A(t) =

∫ t

0

x0(t
′)dt′

= A0{erf[(t− t0)/τ ] + erf[t0/τ ]}/2, (6)

A0 =
√
πτζ erf(s) s

U H0

其中,    ,    是宗量   的误差函数. 经

过幺正操作  , 哈密顿量  变为 

H0=
p2x
2m

+
1

2
mω2x2+αpxσz+ω

2A(t)px+ℏη(t)σz. (7)

U

τ → 0 ζ → ∞ A0

x0(t) δ

A(t) A(t) = A0×
Θ(t− t0)

t < t0 t > t0 H<

H> σz

H< |χ±(0)⟩ |±⟩ =
exp[∓i(mαx)/ℏ] |ϕ0⟩ |±⟩ |ϕ0⟩

⟨x | ϕ0⟩ = [mω/(πℏ)]1/4×
exp[−mωx2/(2ℏ)]

|Ψ(0)⟩=C+ |χ+(0)⟩ |+⟩
+C− |χ−(0)⟩ |−⟩ C±

C±

σz |χ+(0)⟩ |χ−(0)⟩

t

从规范变换的角度来看, 哈密顿量 (2)通过幺正操

作  变为哈密顿量 (7)相当于从“长度规范”变换

为“速度规范”[39]. 接下来考虑这样一种强短脉冲极

限, 即   ,    , 但   保持为定值 [31]. 在该

极限下, 原来的高斯脉冲  变为  型函数, 而含

时规范场  变为了简单的阶跃函数 

 . 于是, 由哈密顿量 (7)所支配的含时动

力学问题简化为一个“量子淬火”问题, 即体系在

 和  时分别由两个不含时的哈密顿量 

和  控制. 更加幸运的是, 注意到   是守恒量,

这两个不含时的哈密顿量都是精确可解的. 容易发

现, 哈密顿量   有两个简并基态:   

 ,  其中 ,    是一维谐振

子势的基态矢量,  满足  

 . 假定系统初态制备在这两个简并

基态的某个线性叠加态中,  

 , 其中   是叠加系数 (简单起见,

假定  为实数, 当叠加系数为一般的复数时只会

给初态增加一个相位因子, 而不影响本文的物理结

论). 由于   守恒,    和   将携带不同

的时间积分因子独立演化. 基于此, 可以方便地计

算出任意  时刻体系的态矢量: 

|Ψ(t)⟩ =
∑
σ=±

Cσ exp
{
i
ℏ

[
m

2
(ω2A0 + σα)2t− mωA0

2

× (ω2A0 + σα) sin(ωt)− ση0t

]}
|χσ(t)⟩ |σ⟩ , (8)

|χσ(t)⟩ = exp
{
− i

ℏ
[m(ω2A0 − ω2A0 cos(ωt)+

σα)x− ωA0 sin(ωt)px]
}
|ϕ0⟩

t

式中,  

 . 利用 (8)式, 可以计算

得到  时刻的自旋: 

⟨σx(t)⟩ = ⟨Ψ(t)|σx |Ψ(t)⟩

= 2C+C− exp
(
− m

ℏω
α2
)
cos[Λt−ϖ sin(ωt)], (9)

Λ = 2(mω2A0α/ℏ− η0) ϖ = 2mωA0α/ℏ式中,   ,   .

ϖ sin(ωt)

Λ

(9)式是量子淬火条件下的精确解, 观察该公

式可以发现, 自旋的高频相干振荡由   项

贡献, 而约化参数  影响低频调制, 具体关系将在

3.2节通过分析自旋频谱得到. 

3.2    自旋频谱响应

⟨σx(t)⟩ Sx(ν) =∫ t0+TL

t0

⟨σx(t)⟩ e−iνtdt/TL

TL Sx(ν)

Sx(ν)

通 过 观 察  的 傅 里 叶 频 谱  

 来分析赝自旋的动力学响

应信息, 其中  是一个较长的时间间隔.   通

常是复函数, 为了方便讨论, 对其实部进行研究.

将 (9)式代入  并取实部可以计算得到: 

Re[Sx(ν)] = 2C+C− exp
(
− m

ℏω
α2
) ∞∑

n=0

εnJn(ϖ)

× 1

TL

∫ t0+TL

t0

dt
{
cos[(ν − Λ− nω)t− nπ ]

+ cos[(ν − Λ+ nω)t]

+ cos[(ν + Λ+ nω)t+ nπ ]

+ cos[(ν + Λ− nω)t]
}
, (10)

Jn(ϖ) n ε0 = 1/2

εn = 1 n = 1, 2, 3, · · ·
Sx(ν)

其中  是   阶第一类贝塞尔函数 ,    ,

 (其中   ). 由 (10)式可知, 自旋

频谱  在 

νk = kω ± Λ = kω ± 2

(
A0mω

2

ℏ
α− η0

)
,

k = 0,±1,±2, · · · (11)

ν = νmin = min(|kω ± Λ|)
处会出现峰值, 图 2中的低频包络即对应于频率

 .

ω, ζ, α, η0

作为本文的重要结论之一, (10)式建立了自旋

频谱谱峰与凝聚体多个内外态参数的严格关系. 除

了丰富自旋-轨道耦合的相关物理外, 该结果的一

个潜在的应用方向是面向物理量测量的量子计量

学 [4–6].  例如 ,  当已知   四个参数当中的

3个时, 可基于 (11)式, 对另外一个未知参数进行

测量或校准.

ω, α, η0 ζ ω, ζ, α η0

|Sx(ν)|
ζ - ν

η0 - ν |Sx(ν)|

为了佐证 (11)式的结论, 对 GP方程 (4)进行

了直接数值积分. 图 3展示了计算得到的固定

 变化   , 以及固定   变化   的自旋频

谱  . 可以看到, 谱峰对调控参数的响应规律

完全符合 (11)式. 图 4(a), (b)分别画出了   平

面和  平面上  的数值二维图, 所得结果

也与 (11)式符合得非常好. 
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4   单粒子能谱和量子干涉

H<

H> H>

为了进一步理清 (11)式所刻画的频谱响应背

后的物理根源, 分析 “淬火”前后哈密顿量   和

 的单粒子能谱.    的本征态和对应的本征能

量可以写为 

|ψn,σ⟩ = |ψσ
n⟩ |σ⟩

= exp
[
− i

ℏ
(mασ +mω2A0)x

]
|ϕn⟩ |σ⟩ , (12)

 

En,σ = nℏω − 1

2
mα2 − 1

2
mω4A2

0

− σmω2αA0 + σℏη0. (13)

H<

A0 η0

n (= 0, 1, 2, · · · ) σ (= ±)

|ϕn⟩ n

n

σ A0

η0

  的本征态和本征能量只需在 (12)式和 (13)式

中令驱动场  和  为零即可获得. 这里的量子数

 和   分别标记轨道态和自旋

态,   表示一维谐振子势的第  个本征态. 不难

发现, 在“淬火”前, 对于每一个轨道能级   , 体系

还存在关于自旋取向  的二重简并. 驱动场   和

 破坏了原先关于自旋取向的二重简并, 从而使

得轨道能量获得了正比于场强的能级劈裂. 我们

H<

|Ψ(0)⟩ = C+ |χ+(0)⟩ |+⟩+
C− |χ−(0)⟩ |−⟩

仍然假定系统在初始时刻被制备在  的两个简

并基态的叠加态中,  即  

 , 则“淬火”后的任意时刻量子态可

以按照本征态 (12)展开为 

|Ψ(t)⟩ =
∞∑

n=0

∑
σ=±

Nn,σ |ψn,σ⟩ exp
(
− i

ℏ
En,σt

)
, (14)

Nn,σ = ⟨ψn,σ | Ψ(0)⟩其中,    . 根据 (14)式, 任意时

刻的自旋演化可以写为 

⟨σx(t)⟩

=

∞∑
n,n′=0

{
M+,−(n, n

′) exp
[
− i

ℏ
(En,+ − En′,−)t

]
+M−,+(n, n

′) exp
[
− i

ℏ
(En,− − En′,+)t

]
+M+,+(n, n

′) exp
[
− i

ℏ
(En,+ − En′,+)t

]
+M−,−(n, n

′) exp
[
− i

ℏ
(En,− − En′,−)t

]}
, (15)

Mσ,σ′(n, n′)=Nn,σN
∗
n′,σ′⟨ψσ′

n′ |ψσ
n⟩ (σ, σ′=±)

σx σz

M+,+(n, n
′)=M−,−(n, n

′)=0

其中      .

考虑到  的自旋翻转作用且  在哈密顿量 (7)中

是守恒量, (15)式中  .

 

0
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0.6

0.8
|


(
)|

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1.0



0

0.2

0.4

(b)(a)

0.6

0.8

|

(
)|

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1.0



0/=0.3

0/=0.4

0/=0.5

/

h(p)=150

/

h(p)=100

/

h(p)=200

/

h(p)=250

0/=0
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√

ℏω/m τ = 0.01/ω TL =

400/ω Ω = 0 |Ψ(0)⟩ = (|χ+(0)⟩ |+⟩+ |χ−(0)⟩ |−⟩) /
√
2

图 3    固定其余参数 , 变化    (a)和    (b)时自旋频谱   的取值 , 其他参数固定为   ,   ,  

 ,   , 初态选择为    

|Sx(ν)| ζ η0 α = 0.2
√

ℏω/m
τ = 0.01/ω TL = 400/ω Ω = 0 |Ψ(0)⟩ = (|χ+(0)⟩ |+⟩+ |χ−(0)⟩ |−⟩)/

√
2

Fig. 3. Spin  frequency  spectrum      for  varying      (a)  and      (b).  The  other  parameters  are  set  by    ,

 ,   , and   . The initial state is chosen as   .
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ℏ/ (πmω)图 4    自旋频谱   在 (a)   和 (b)    平面上的取值　(a)   ; (b)   ; 其他参数以及初态选

择与图 3一致

|Sx(ν)| ζ - ν η0 - ν η0 = 0.2ω ζ = 100
√

ℏ/ (πmω)Fig. 4. Spin frequency spectrum    in the (a)    plane and the (b)    plane: (a)   ; (b)   .

The other parameters and the initial state are the same as those in Fig. 3.
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这样, (15)式中的动力学相位因子将只包含这样的

能量差项: 

En,± − En′,∓ = kℏω ∓ 2(mω2αA0 − ℏη),

k = 0,±1,±2, · · · (16)

(16)式恰好携带了驱动场的全部信息. 将 (15)式

进行傅里叶变换, 可得到自旋频谱: 

Sx(ν) =
∑
n,k

∑
σ=±

Mσ,−σ(n+ k, n)
1

TL

∫ t0+TL

t0

dt

× exp{−i[ν + kω − 2σ(mω2αA0/ℏ− η0)] t}. (17)

TL

ν + kω − 2σ(mω2αA0/ℏ− η0)=0

显然, 由于  较大, (17)式中只有相位因子宗量为

零的那些项对积分有贡献, 其他项将随时间快速振

荡而干涉相消. 由  ,

再次得到谱峰 (11)式.

t0

上述基于单粒子能谱建立的动力学图像可以

归结为 3个部分, 即外场驱动、自由演化和自旋频

谱输出. 事实上, 该过程的物理本质是多轨道态的

量子干涉, 它可以更方便地纳入到多臂干涉仪的图

像中来理解 [40]. 由方程 (12)—(14)可知, 外场驱动

在  时刻将初始量子态“分裂”为多个不同的自旋-

轨道态, 每个自旋-轨道态携带不同的动力学相位

独立演化 (图 5). 因此, 外场驱动扮演了干涉仪中

分束器的角色, 而“分束”后的一系列自旋-轨道态

则充当干涉臂, 它们通过自由演化来完成干涉过程

中的相位积累. 干涉仪的合束操作则由对自旋频谱

νk

的测量来承担 [41]. 由方程 (15)—(17)可知, 自旋频

谱的输出过程实则是对满足“同相干涉”(in-phase

interference)条件 (即 (11)式)的那些频率  作挑

选, 而其他频率则由于“非同相干涉”(out-of-phase

interference)而抑制. 至此, 着眼于自旋频谱对于

外场的响应机制, 我们建立了动力学调控图像和量

子干涉仪图像, 其对应关系可以用图 5进行描述.

Ω = 0

Ω Ω ̸= 0

Ω/ω

目前为止, 本文分析局限于令哈密顿量 (2)中

 , 下面从微扰论的精神出发来简要讨论较小

的  会对系统带来哪些影响. 当  时, 哈密顿

量 (7)不再严格可解, 将  当作微扰参量, 则准

至微扰参量一阶修正的本征态和本征能量可写为 

|ψ(1)
n,σ⟩ = |ψσ

n⟩|σ⟩

+
Ω

2ω

∞∑
n′ ̸=n

⟨ψ−σ
n′ |ψσ

n⟩
n− n′ − 2σ(mωαA0/ℏ− η)

× |ψ−σ
n′ ⟩| − σ⟩, (18)

 

E(1)
n,σ = En,σ. (19)

Ω

En,σ−
En′,σ = kℏω

M+,+(n, n
′) =M−,−(n, n

′) ∝ Ω/ω

|Sx(ν)|
ω

ν = kω Ω |Sx(ν)|
Ω ̸= 0 |Sx(ν)| ν = kω

由于  将自旋相反的状态耦合在一起, (15)式中

的动力学相位因子将包含同自旋能量差 

 的贡献, 权重系数的量级可由 (18)式

估计为  . 因此, 自

旋频谱  中将出现一组新的不依赖于外场驱

动参数而只取决于俘获频率  的边带, 其谱位置为

 . 图 6对比了   取零和非零值时   的

变化. 可以明显看到   时   在   处

出现了峰值, 与微扰分析完全符合. 

 

外场驱动 自由演化 自旋频谱测量动力学调控图像:

量子干涉仪图像: 分束器

0



h

h

⋯
⋯ ⋯

⋯

干涉臂(相位累积) 合束器

|+1,+> ~exp(-i+1,+/h)

|-1,+>

|-1,->

|,+>

|,->

|+1,->

~exp(-i-1,+/h)

~exp(-i-1,-/h)

~exp(-i,+/h)

~exp(-i,-/h)

~exp(-i+1,-/h)

图 5    多自旋-轨道态量子干涉的示意图, 动力学调控图像

与量子干涉图像具有对应关系, 图中不同颜色的模块表示

干涉过程的不同组成部分

Fig. 5. Schematic  description  of  the  multiple  spin-orbit-

states  interference.  The  dynamical  control  image  corres-

ponds  to  the  quantum  interference  image,  where  different

colored modules in the diagram represent different compon-

ents of the interference process.
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图 6      (蓝色实线)和   (黑色虚线)时自旋

频谱   的取值 , 驱动参数固定为  

 , 其他参数以及初态选择与图 3一致

|Sx(ν)| Ω = 0

Ω = 0.15ω

ζ = 100
√

ℏ/(πmω), η = 0

Fig. 6. Spin  frequency  spectrum      for      (blue

solid  curve)  and      (green  dashed  curve).  The

driving  parameters  are  set  by    .

The other parameters and the initial state are the same as

those in Fig. 3.
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5   动力学共振

ν = ν̃ |Sx(ν̃)|
ζ η0

|Sx(ν̃)|
Rk

+ Rk
− R = ζ, η0

从 (11)式出发, 还可以得到一种由外场驱动

诱导的动力学共振效应 [31]. 图 7所示为自旋在某

一频率  处的取值   随外场参数的变化.

可以看到, 当固定其余参数时, 不论变化  还是  ,

 均出现两组共振峰, 分别对应 (20)式中的

 和   (  ). 利用 (11)式可以很容易得

到这些共振峰位置:  
ζk± = (kω + 2η ± ν̃)

ℏ
2
√
πmω2τα

,

ηk± =
kω

2
+

√
πmω2τα

ℏ
ζ ± ν̃

2
.

(20)

Rk
+−

Rk
− R = ζ, η ν̃

ζ η0 ∆ζ = ζk+1
± −

ζk± = ℏ/(2
√
πmωτα) ∆η = ηk+1

± − ηk± = ω/2

∆ζ ∆η

α ω

由 (20)式可知, 两组共振峰的相对间距, 即  

 (  )正比于  . 而每组共振峰等间距排列,

对于驱动参数  和   , 其间距分别为  

 和   .  显

然, 对共振峰间距   和   的测量提供了另一种

校准体系参数  和  的方案. 

6   进一步讨论

本节将对动力学调控的一些细节作进一步阐

述和讨论.
 

6.1    “晃动”脉冲的参数选择

x0(t)

τ = 0.01/ω

τ

τ ≪ 1/ω

τ

τ = 0.2/ω

A0 A0 A0 = Γτζ

Γ

Γ =
√
π

本文方案里, 对 BEC的晃动体现在俘获势中

心所历经的一个短时脉冲  . 前文的数值计算

中, 已假定晃动脉冲为高斯型, 且脉冲时间宽度固

定为   . 事实上, 只要保证晃动脉冲的时

间宽度  相较于系统的特征振荡时间尽可能短 (即

 ), 文中所述的关于自旋动力学相应的物

理图像依然适用. 图 8(a1)—(c1)比较了脉冲时间

宽度  取不同值时的自旋频谱. 可以看到, 在时间

宽度高至  时, 自旋频谱的特征依然没有

明显改变. 显然, 在此条件下, 脉冲的波形选取也

是任意的. 本质上, BEC晃动的相关参数最终归结

于 (6)式中的  . 可将  一般性地写为  ,

不同的脉冲波形仅影响前置因子  . 例如, 对于

(3)式中的高斯型脉冲, 前置因子为  ; 对于

如下方波: 

x0(t) =

{
ζ/τ, t0 ⩽ t ⩽ t0 + τ

0, t < t0 , t > t0 + τ,
(21)

Γ = 1前置因子为  . 图 8(a2)—(c2)给出了短时脉

冲为 (21)式所描述方波时的自旋响应频谱 .  与

图 8(a1)—(c1)对比可以发现, 该结果与高斯型脉

冲的结果完全一致. 这种对脉冲波形选取的任意性

客观上也增加了相关实验的灵活度. 

6.2    积分时间对自旋频谱的影响

T ≫ 1/ω

ν1 ν2 h半

(11)式的获得客观上要求  . 在此条件

下, 改变积分时间将起到调控自旋频谱中的谱峰宽

度的作用. 图 9(a)给出其他参数条件固定时改变

积分时间自旋频谱的变化. 可以看到, 随着积分时

间缩短, 谱峰宽度随之增大但位置不变. 图 9(b)定

量地给出  和   两个谱峰的半高宽   随积分时

间的变化. 随着 T 增大, 半高宽均展现出幂律衰减

的特征. 与之对比, 谱峰的峰值位置依然由 (11)式

决定, 不随 T 的变化而变化 (见图 9(c)). 因此, 通

过合理调整积分时间可以更方便地在实验中观测

到自旋响应信号. 

6.3    原子间相互作用的影响

g

本文的核心物理图像来自于凝聚原子不同内

外态之间的量子相干性, 这种相干性建立在粒子

间无相互作用的背景上. 原子间相互作用体现在

GP方程 (4)的参数   中. 自旋频谱在不同相互作
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图 7    自旋频谱   在   处随驱动参数

(a)   和 (b)   的变化, 其他参数以及初态选择与图 3一致

|Sx(ν)| ν =

ν̃=0.38ω ζ η0

Fig. 7. Value  of  spin  frequency  spectrum      at   

  as a function of (a)    and (b)   . The other para-

meters and the initial state are the same as those in Fig. 3.
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g

g/
√
ℏ3ω/m = 20

ν̃ = ω

ζ

用  下的变化由图 10(a)给出. 可以看到, 对于相

互作用大至  ,  自旋频谱的主要

特征几乎没有发生改变 (可见的变化是在某些频

率处出现了相互作用诱导的微弱的次级峰), 特别

是谱峰位置依然服从 (11)式. 说明此时的原子间

相互作用尚不足以破坏本文基于量子相干的物

理图像. 图 10(b)给出了在频率   处的自旋

频谱随晃动参数展示出的共振效应. 随着相互作

用增大, 晃动幅值  较大的共振峰出现显著削弱迹

象 (峰值位置仍未改变), 而其他共振峰几乎没有明

显变化. 这表明凝聚体的自旋响应在强晃动调控下

将对原子间相互更为敏感. 因此, 将晃动幅值限制

在较小范围内将使得体系对相互作用的鲁棒性

更强. 

6.4    实验方案和参数估计

针对本文提出的对凝聚体施加的晃动操作, 一

种可行的实验实现方案是在原先的俘获 BEC基础

上再施加一梯度磁场, 从而使得 BEC感受到随磁

场梯度变化的非零合力 [42]. 具体地, 在梯度磁场作

用下, 俘获势变为 

V (x) =
1

2
mω2x2 + µBmFgF

∂B

∂x
x, (22)
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图 8      对于不同脉冲宽度   的取值　(a1)—(c1)对应于 (3)式描述的高斯型脉冲; (a2)—(c2)对应于 (21)式描述的方波型

脉冲;   , 其中   对应于高斯型脉冲,   对应于方波型脉冲, 其他参数以及初态选择与图 3一致

|Sx(ν)| τ
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√

ℏ/ (Γmω) Γ =
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π

Γ = 1

Fig. 8. Value of spin frequency spectrum      for different    :  (a1)–(c1) correspond to the Gaussian pulse defined in Eq. (3);

(a2)–(c2) correspond to the square pulse defined in Eq. (21). In these figures,    , where    for the Gaus-

sian pulse and    for the square pulse. The other parameters and the initial state are the same as those in Fig. 3.

 

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

|


)|

1.0
(a)

/

0 100 200 300 400
0

0.1

0.2

0.3(b)

半
高
宽
度
/


/

1
2

0 100 200 300 400
0

1

2

3(c)

 k
/


/

1
2

=400/
=100/
=50/

|Sx(ν)| T

ν1 ν2 T

ν1 ν2 T

ζ = 250
√

ℏ/ (πmω) η0/ω = 0

图 9    (a)   在不同积分时间   下的取值 ; (b)图 (a)

中两个谱峰   和   的半高宽度随积分时间   的变化 ;

(c)图 (a)中两个谱峰   和   的峰值位置随积分时间   的

变化; 所有图中   ,   , 其他参数

以及初态选择与图 3一致
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Fig. 9. (a)  Value  of  spin  frequency  spectrum      for

different   ; (b) the half-height width of the spectrum peak

   and      appearing  in  panel  (a)  as  a  function  of    ;

(c) the peak position of     and     appearing in panel (a)

as  a  function  of    .  In  these  figures,   

and    .  The other parameters and the initial state

are the same as those in Fig. 3.
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µB mF gF

∂B/∂x

其中  是玻尔兹曼因子,   是磁量子数,   是朗

德因子,   是磁场梯度. 于是, 谐振子俘获势

的快速晃动等价于相应地改变磁场梯度.

87Rb

ω ∼ 2π× 40 Hz

τ ∼ 0.2/ω ≈ 0.8 ms T = 50/ω ≈

200 ms g

g = g3D/lylz g3D =

4ρV0πℏ2as/m as

ρ V0

ly,z =
√

ℏ/mωy,z

g3Dρ/ℏ = 1 kHz

ρ=1014 cm−3 (ωy, ωz)=2π×(134, 178)Hz

为了进一步展示本文方案的实验可行性, 对实

验中涉及的一些相关参数进行简要估计.  对于

 原子形成的 BEC, 其俘获频率可以设置为

 
[27,29]. 相应地 , 晃动脉宽和积分时

间可以分别选为  和 

 . 本文中使用的一维相互作用系数   可由

其三维形式推知为  
[29,37],  其中  

 是三维相互作用系数,   为 s波散射

长度,    和   分别为原子数密度和凝聚体体积 ;

 是俘获势的横向特征长度. 我们

选择冷原子实验的特征参数  
[23] 和

 ,  以及   
[29],

87Rb m = 1.44× 10−25 kg

g/
√
h3ω/m ∼ 0.03

并代入  原子参数   ,  可得

 . 由 6.3节分析可知, 该相互作

用远不足以破坏文中所使用的单粒子物理图像. 综

合以上分析, 本文所预言的自旋动力学响应原则上

可以在当前实验条件下被观测到.

ω, ζ, α, η0

α

∆ν = 2mω2A0∆α/ℏ ⩾ h半

h半 T

h半 ≈ CT−β C β

α

∆α ⩾ Cℏ/(2mω2A0T
β)

α

A0 = 2.5
√

ℏ/mω3 ω ≈ 2π× 40Hz m = 1.44×

10−25 kg T = 50/ω ≈ 200 ms k0 = 8× 106 m−1

C ≈ 5.2 β ≈

0.9 α

∆α/α ∼ 6× 10−3

如前所述, 作为本文所给出的自旋频谱响应效

应的一个可能的潜在应用,    等参数可通

过动力学的方式测量或校准. 以自旋轨道耦合强度

 为例简要讨论其测量精度的估算. 实验中, 待测

参数可通过对自旋频谱的峰值位置测量而获得, 于

是参数的测量精度将反映在自旋频谱的峰值位

置精度中. 作为一种定量估计, 可认为当谱峰位置

随参数的变化等于该峰的半高宽时为其测量精

度极限. 按照这种精神, 参照方程 (11), 可得精度

估值公式  . 由 6.2节分析

可知, 半高宽   随积分时间   增大而幂律减小:

 , 其中无量纲参数   和   可通过数值

拟合来确定.  于是得到自旋 -轨道耦合强度   的

测量精度满足  . 可见增大

晃动幅值或积分时间均可提高  的测量精度. 作

为一个估算的例子,  我们考虑实验中的特征参

数  ,    ,   

 ,    ,    .

另外,  对图 9(b)作幂律拟合可得   和  

 . 将以上参数代入  的精度公式, 可估算出测量

的相对精度为  .
 

7   结　论

本文提出了一种自旋-轨道耦合玻色凝聚体的

自旋频谱对外场驱动的动力学响应效应. 该效应由

对凝聚体的快速晃动和外加的迅变塞曼场来驱动.

通过对模型作适当简化, 我们在解析上精确导出了

自旋频谱对外场参数的响应关系. 对 GP方程的数

值积分结果与解析表达式符合得很好. 将该频谱响

应的物理本质归因于多自旋-轨道态之间的量子干

涉, 并给出了动力学演化在量子干涉仪背景下的物

理图像. 文章的最后对方案的实验可行性及相关参

数进行了讨论与估计. 进一步的研究包括将本文的

自旋-轨道耦合机制推广到更高维度, 并设计出更

广义的含时调控方案.

 

|

(
)|

/
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8
(a)

0 2 4 6 71 3 5 8

|

(
)|

0

0.2

0.4

0.6

1.0

0.8

(b)

/(h3/)1/2=0.1

/(h3/)1/2=10

/(h3/)1/2=5

/(h3/)1/2=20

/

h(p)

g |Sx(ν)|
|Sx(ν)| ν = ν̃ = ω ζ

g

图 10    (a)相互作用   不同时 , 自旋频谱   的取值 ;

(b)自旋频谱   在   处随驱动参数   的变化,

不同相互作用   用不同线型表示; 其他参数以及初态选择

与图 3一致
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g

|Sx(ν)| ν = ν̃ = ω ζ

g

Fig. 10. (a)  Value  of  spin  frequency  spectrum      for

different interaction coefficient   ; (b) the value of spin fre-

quency spectrum    at    as a function of   ,

and the results of different     are labelled by different line-

types.  The  other  parameters  and  the  initial  state  are  the

same as those in Fig. 3.
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Abstract

Dynamical  characteristics  of  internal  and  external  states  of  a  Bose-Einstein  condensate  are  generally

different  and  independent,  thus  requiring  different  experimental  manipulation  techniques.  The  spin-orbit

coupling recently achieved in Bose-Einstein condensates essentially connects spin and motion degree of freedom,

endowing  spin  states  with  the  ability  to  respond  to  orbital  manipulation,  and  vice  versa.  In  this  work,  a

dynamical response effect,  induced by simultaneously manipulating the internal and external states of a spin-

orbit-coupled Bose-Einstein condensate,  is  predicted. Here,  the “simultaneously manipulating the internal and

external states” means that the driving field combines the Zeeman field applied to the internal state of the atom

and the orbital potential affecting the external states of the atom. Specifically, the Bose-Einstein condensate is

assumed to  be  activated  by  an  abruptly  applied  Zeeman field  and  a  sudden  shake  of  the  trapping  potential.

After  some  reasonable  simplification  and  approximation  of  the  model  (i.e.  neglecting  the  inter-atomic

interactions and modelling the shake of the trapping potential by a short time-dependent pulse), an analytical

relationship  connecting  spin  frequency  spectrum  and  the  parameters  of  the  driving  fields  is  derived.  The

numerical calculations based on directly integrating the Gross-Pitaevskii equation are in good agreement with

the results from the analytical relationship. The physical origin of the predicted spin dynamical response can be

traced  back  to  the  quantum  interference  among  different  spin-orbit  states.  Due  to  the  fact  that  a  series  of

characteristic  parameters  of  the condensate can be manifested in the spin frequency spectrum, the dynamical

response  effect  predicted  here  provides  a  candidate  method  for  determining  and  calibrating  various  system

parameters by measuring the spin frequency spectrum.
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