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给出了一种 T矩阵法、球矢量波函数加法定理和镜像法结合研究地下旋电磁各向异性介质球电磁散射

的解析方法. 针对传统方法主要集中于单点电场求解而缺乏电场分布全面分析的局限性, 计算了沿目标中心

轴平行的 Y 轴直线 L 的地面上的散射场, 并与 FEKO仿真结果进行对比验证. 结果表明, 所提出的球矢量波

函数方法与 FEKO仿真结果高度吻合, 验证了该方法的正确性. 在此基础上, 比较了两种方法在计算地下旋

电磁各向异性介质球目标的计算效率. 最后, 给出了入射波频率和埋藏深度的变化对地面电场分布的影响,

验证了该方法在多场景下的适用性. 本文是现有的电磁散射理论的扩展, 可应用于地下目标探测等领域.
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1   引　言

地下各向异性介质球体的电磁散射在地下目

标探测 [1,2]、地质勘探 [3] 和隐身技术 [4,5] 等领域具有

重要的应用价值. 然而, 由于各向异性介质的复杂

性, 其散射特性研究面临着较大的理论与计算挑

战. 目前, 数值方法如矩量法 (method of moments,

MOM)和有限元法 (finite element method, FEM)

在解决复杂几何和电磁环境中的散射问题方面表

现出较强的适应性, 并在地下介质中的电磁散射问

题中得到了广泛应用 [6,7]. 然而, 这些数值方法高度

依赖复杂网格的离散化, 尤其在处理电大尺寸问题

时, 计算时间和内存消耗显著增加, 导致计算精度

和效率受到限制 [8–10].

相比之下, 球矢量波函数法作为一种能够避免

网格离散化依赖的研究方法, 以其潜在的高效性和

精确性, 逐渐受到关注. 然而, 现有的大多数球矢

量波函数法研究主要集中于地下各向同性介质的

散射问题, 且通常仅计算平面上的单点电场强度.

例如, Zamani等 [11] 基于微扰法求解微粗糙界面下

介质球的散射系数, 但仅适用于弱散射条件的简单

介质球. Nasr等 [12] 提出镜像法和多次反射法, 解

决了埋地圆柱体的散射问题, 但局限于圆柱形结构;

在此基础上, Zhang等 [13] 将镜像法和多次反射法

以及球矢量波函数的加法定理相结合, 成功求解了

埋地各向同性球体的电磁响应; Geng等 [14] 进一步

扩展了其方法以适应双层介质球. 然而, 上述方法

均假设介质为各向同性, 没有涉及到各向异性地下

介质目标的特性问题.
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各向异性介质因其介电常数和磁导率以张量

形式存在, 散射问题的计算复杂度显著增加, 目前

相关研究主要集中在自由空间环境中. 例如, Li等 [15]

基于 T矩阵法研究了光学频率下各向异性粒子的

散射问题, 但其适用范围仅限于小尺寸规则球体,

且仅在自由空间中有效. 樊久扬等 [16] 基于快速传

输矩阵法研究了单轴/双轴双各向异性媒质的电磁

特性, 但该方法主要应用于相对简单的几何结构,

尚未广泛验证其在地下复杂环境中的应用. 因此,

地下各向异性介质的散射问题仍鲜有研究. 然而,

地下目标的各向异性是普遍存在的, 如地下管道的

钢筋混凝土结构 [17]、地下矿藏 [18]、煤炭的分层 [19]

等都是各向异性介质.

本文在前面的基础上, 给出了一种利用各向异

性 T矩阵法 [15]、镜像法 [11] 与球矢量波函数加法定

理 [20] 求解地下旋电磁各向异性介质球的电磁散射

问题. 与以往主要计算单点电场强度 [12–14] 的研究

不同, 本文的方法实现了沿各向异性介质球轴向平

行的地面直线 L 上的电场分布求解. 为验证本文提

出的球矢量波函数方法的正确性, 采用了三维电磁

仿真软件 FEKO进行对比分析, 该软件以其高精

度和广泛应用闻名, 常用于复杂电磁散射问题的验

证 [21,22]. 在计算各向异性介质时, FEKO基于 FEM

进行求解 [23], 但由于依赖复杂网格离散化, 尤其在

大规模问题中, 计算时间和内存消耗较大. 相比之

下, 本文提出的球矢量波函数方法无需网格化, 实

现了更高效的计算和更快的收敛性. 结果表明, 本

文提出的球矢量波函数方法与 FEKO仿真结果具

有高度一致性, 同时相比 FEKO在计算效率上具

有显著优势, 且方法更加简洁、高效. 

2   理论公式

εr1 µr1 σ1

a d

E0

exp(−iωt)

图 1是地下埋藏旋电磁各向异性介质球电磁

散射的几何结构. 区域 0为自由空间, 区域 1为具

有相对介电常数  、相对磁导率   和电导率  

的各向同性导电介质, 区域 2为埋藏的旋电磁各向

异性球体, 其半径为   和埋藏深度为   . 笛卡尔坐

标系的原点位于球体中心. 平面波沿 z 轴在区域 0

中传播, 入射电场沿 x 轴方向极化, 幅值为  . 假

定时间依赖性为  , 在此后分析中已不再

显示.

旋电磁各向异性球的介电常数和磁导率可以

表示为 [15]
 

µ = µs

 µt −iµg 0

iµg µt 0

0 0 1

 , (1)

 

ε = εs

 εt −iεg 0

iεg εt 0

0 0 1

 . (2)

µs εs µt

εt

µg εg

其中  和   是常数因子;    表示磁导率在 x 轴和

y 轴方向上的表现;   表示介电常数在 x 轴和 y 轴

方向上的表现;   表示磁响应中的旋磁项;   表示

电响应中的旋电项.

入射波的电场分量可表示为 [12,13]
 

Ei1(z) = x̂E0eik0z, z < −d, (3)

x̂其中  代表沿 x 轴正方向的单位向量.

经地面反射和透射的电场可以表示为 [12,13]
 

Er1(z) = x̂RE0e−ik0z, z < −d, (4)
 

Et1(z) = x̂TE0eik1z, z < −d, (5)

R T

z = −d
R T

式中,   和  分别表示反射系数和透射系数. 通过

在  处应用电场和磁场切向分量的连续性条

件, 可以推导出  和  的具体表达式 [12,13]: 

R =
η1 − η0
η1 + η0

e−2ik0d, (6)
 

T =
2η1

η1 + η0
ei(k1−k0)d, (7)

η0 =
√
µ0/ε0 η1 =

√
µ1/ε1

k0 = ω
√
ε0µ0 k1 = ω

√
ε1µ1

ω

ε0 µ0

ε1 = ε0

(
εr1 + i

σ1
ωε0

)
µ1 = µ0µr1

式中,    和   分别是区域 0

和区域 1的波阻抗;    和  

分别是区域 0和区域 1的波数, 其中   为角频率,

 和   分别表示区域 0的介电常数和磁导率 ,

 和  分别表示区域 1

 







直线




i i

i

区域0

区域1

区域2

图 1    埋藏旋电磁各向异性球体的几何结构

Fig. 1. Geometry of the buried gyrotropic anisotropy sphere.
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的介电常数和磁导率.

Bl

如 Li等 [15] 所示, 对于旋电磁各向异性介质球

的内部场求解, 可以根据麦克斯韦方程以及球矢量

波函数的性质, 给出旋电磁各向异性介质球内部磁

感应强度  , 表示为 [15]
 

Bl=
∑
n,m

Emn

[
dmnM(1)

mn(k, r)+cmnN(1)
mn(k, r)

]
, (8)

∑
n,m

+∞ M(1)
mn (k, r)

N(1)
mn (k, r)

cmn dmn

Emn = inTE0Cmn Cmn

其中 k 是待确定的波数, 求和式  中的 n 从 1到

 , 而 m 对于每个 n 从–n 求和至 n;   

和  是各向同性介质中第一类球矢量波函

数;   和  是与旋电磁各向异性介质相关的系

数. 求和系数定义为  ,   的具

体表达式为 [15]
 

Cmn =

[
2n+ 1

n(n+ 1)

(n−m)!

(n+m)!

]1/2
. (9)

Bl磁感应强度  也可以表示为 [15]
 

Bl =
∑
v,u

Euv [duvMuv + cuvNuv] . (10)

µsµ
−1 ·Mmn µsµ

−1 · Nmn εsε
−1 ·Mmn

εsε
−1 · Nmn

µsµ
−1

基于球矢量波函数在直角坐标系下的表达式, 可

以得到  ,    ,    ,

 展开成球矢量波函数的表达式, 具体表

达式见文献 [15]. 将 (10)式两边都乘以参数  ,

表达式如下: 

µsµ
−1 ·Bl =

∑
q,p

Epq

(
dpqMpq + cpqNpq

+ ωpqLpq

)
+ ω00L00, (11)

dpq cpq ωpq ω00

εsε
−1

其中系数  ,    ,    ,    的具体表达式见文

献 [15]. 对式 (11)取旋度再乘以   , 可以得到

如下表达式: 

εsε
−1 ·

(
∇× µsµ

−1 ·Bl

)
=
∑
n,m

Emn

(
cmnMmn + dmnNmn + ωmnLmn

)
+ ω00L00, (12)

cmn dmn ωmn ω00其中系数  ,   ,   ,   的具体表达式见文

献 [15]. 由麦克斯韦方程组和本构方程, 容易推导

得到以下表达式: 

∇×
{
ε−1εs ·

[
∇×

(
µsµ

−1 ·B
)]}

− k2s B = 0. (13)

把 (12)式和 (8)式代入 (13)式中, 整理后可

以得到如下方程: 

∑
n,m

Emn

[ ˜̃
d mnMmn + ˜̃cmnNmn

]
= 0, (14)

˜̃
d mn

˜̃cmn ˜̃
d mn = 0 ˜̃cmn = 0

其中系数  ,   的具体表达式见文献 [15]. 要

让 (14)式成立, 需要   ,    , 可以得

到一个矩阵形式:
  (

p̃ p

ζ̃ ζ

)(
d

c

)
= λl

(
d

c

)
, (15)

λl =
k2s
k2
,其中 

 

p̃mn,uv =
∑
q,p

Euv

Emn

(
ppqmng̃

uv
pq + p̃pqmnẽ

uv
pq

)
,

pmn,uv =
∑
q,p

Euv

Emn

(
ppqmng

uv
pq + p̃pqmne

uv
pq

)
,

ζ̃mn,uv =
∑
q,p

Euv

Emn

(
opqmng̃

uv
pq + õpqmnẽ

uv
pq

)
,

ζmn,uv =
∑
q,p

Euv

Emn

(
opqmng

uv
pq + õpqmne

uv
pq

)
. (16)

mn, uv

λl

(dmn,l, cmn,l)
T

Vl

各系数具体表达式见文献 [15].    分别表示

矩阵的行和列; 用 l 来标注其对应的特征向量, 不

同的 l 值意味着代表的特征值和特征向量不同 .

特征值记为  ,  其对应的特征向量可表示为

 . 基于这些特征向量, 能够构建出一

个新的函数  
[15]:

 

Vl = − kl
ω

∑
n,m

Emn[dmn,lM(1)
mn (kl, r)

+ cmn,lN(1)
mn (kl, r)], (17)

kl =
ks√
λl

Bl其中  . 可以将  表示为 [15]
 

Bl = −
∑
l

αl
kl
ω

∑
n,m

Emn[dmn,lM(1)
mn (kl, r)

+ cmn,lN(1)
mn (kl, r)]. (18)

通过推导, 区域 2内部的场分布可以描述为 [15]
 

Et2 = − i
∑
n,m

Emn

∑
l

αl
k2l

εsµsω2

[
cmn,lM(1)

mn (kl, r)

+ dmn,lN(1)
mn (kl, r) + ωmn,lL(1)

mn (kl, r)
]

− i
∑
l

αl
k2l

εsµsω2
[ω00,lL

(1)
00 (kl, r)], (19)
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H t2 = −
∑
n,m

Emn

∑
l

αl
kl
µsω

[dmn,lM(1)
mn (kl, r)

+ cmn,lN(1)
mn (kl, r) + ωmn,lL(1)

mn (kl, r)]

−
∑
l

αl
klω00,l

µsω
L(1)
00 (kl, r) . (20)

埋地旋电磁各向异性球体上的初始入射波是

穿过平面的透射波, 如 (5)式表示, 可以展开成球

矢量波函数的表达式 [13,15]: 

Ei2=−T
∑
n,m

iEmn[pmnN(1)
mn(k1, r)+qmnM(1)

mn(k1, r)],

(21) 

H i2 = − k1
ωµ1

T
∑
n,m

Emn[qmnN(1)
mn(k1, r)

+ pmnM(1)
mn(k1, r)]. (22)

pmn qmn展开系数  和  分别为 [24]
 

pmn = [pθ τ̃mn (cos θ)− ipϕπ̃ (cos θ)]e−imϕ, (23)
 

qmn = [pθπ̃mn (cos θ)− ipϕτ̃mn (cos θ)] e−imϕ. (24)

π̃mn (cos θ) τ̃mn (cos θ)标准函数  和  的定义由文献 [24]

给出, 其表达式如下: 

π̃mn (cos θ) = Cmn
m

sin θ
Pm
n (cos θ) , (25)

 

τ̃mn (cos θ) = Cmn
d
dθ

Pm
n (cos θ), (26)

Pm
n (x)其中,   是连带勒让德函数. 同时, 区域 1中地

下埋藏旋电磁各向异性球体散射电磁场如下所示 [15]: 

Er2=
∑
n,m

iEmn

[
amnN(3)

mn (k1, r)+bmnM(3)
mn (k1, r)

]
,

(27) 

H r2 =
k1
ωµ1

∑
n,m

Emn[amnM(3)
mn(k1, r)

+ bmnN(3)
mn(k1, r)]. (28)

r = a根据电磁场在球表面  处的切向连续性,

并利用勒让德函数的正交性, 可得到以下方程组 [15]:  [
ξ′n (x)

ψ′
n (x)

]
amn +

∑
l

[
1

mskl

ψ′
n

(
klmsx

)
ψ′
n (x)

dmn,l

]
αl

+
∑
l

[
1

msklλl

jn
(
klmsx

)
ψ′
n (x)

wmn,l

]
αl = pmn, (29)

 [
ξn(x)

ψn(x)

]
bmn+

∑
l

[
1

mskl

ψn(klmsx)

ψn(x)
cmn,l

]
αl = qmn,

(30)
 

[
ξn (x)

ψn (x)

]
amn+

∑
l

[
µ1

µs

ψn

(
klmsx

)
ψn (x)

dmn,l

]
αl = pmn,

(31)  [
ξ′n (x)

ψ′
n (x)

]
bmn +

∑
l

[
µ1

µs

ψ′
n

(
klmsx

)
ψ′
n (x)

cmn,l

]
αl

+
∑
l

[
µ1

µs

jn
(
klmsx

)
ψ′
n (x)

wmn,l

]
αl = qmn, (32)

x = |k1a| ms =

ks/k1, kl =kl/ks,mskl =klk1, klmsx =kla

Ψn (z) ξn (z) Ψn (z) =

zjn (z) ξn (z) = zh(1)n (z) jn (kr) h(1)n (kr)

其中, 电尺寸参数定义为  , 并且定义 

 .  Riccati-

Bessel函数   和   可以表示为 :   

 ,    ,  其中   和  

分别表示第一类和第三类的球贝塞尔函数.

amn bmn

Er2 H r2 −z

z = −d

详细的求解过程已在文献 [15]中给出. 通过求

解 (29)—(32)式, 可以得到散射系数   和   .

在区域 1中, 反射波   和   沿着   方向向界

面传播. 根据镜像理论 [8], 平面上的反射和透射波

在  处的表达式如下所示: 

Er3 =
∑
n,m

iEmn[a
r
mnN(3)

mn(k1, rimg)

+ brmnM(3)
mn(k1, rimg)], (33)

 

H r3 =
k1
ωµ1

∑
n,m

Emn[a
r
mnM(3)

mn(k1, rimg)

+ brmnN(3)
mn(k1, rimg)], (34)

 

Et3 =
∑
n,m

iEmn[a
t
mnN(3)

mn(k0, r) + btmnM(3)
mn(k0, r)],

(35) 

H t3 =
k0
ωµ0

∑
n,m

Emn[a
t
mnM(3)

mn(k0, r)

+ btmnN(3)
mn(k0, r)]. (36)

Er3

(rimg, θimg, ϕimg)

Et3

(r, θ, ϕ)

µ0

µ1

r = rimg = d θ = π θimg = 0 ϕ = ϕimg = 0

atmn btmn armn

brmn

正如 Nasr等 [12] 所示, 各向异性介质球的散射

波在平面上的反射可以等效为各向异性介质球的

镜像球对该平面波的散射 (镜像法), 其地面反射

场在镜像坐标系 (局部坐标系)中的场分量   以

 表示, 而在全局坐标系中, 各向异

性介质球的散射场透过地平面的场分量  以

 表示. 局部坐标系的原点位于镜像球体的中

心, 如图 2所示. 假设自由空间的磁导率  和各向

同性导电介质的磁导率  都为 1. 在平面上点 P 处

存在  ,    ,    ,    .

最终得到由透射系数  ,    和反射系数   ,

 组成的矩阵, 具体表达式如下所示:
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   

nmn (π, 0)R(3)
n (k0d) mmn (π, 0)h(1)n (k0d) −nmn (0, 0)R

(3)
n (k1d) −mmn (0, 0)h

(1)
n (k1d)

mmn (π, 0)R(3)
n (k0d) −nmn (π, 0)h(1)n (k0d) −mmn (0, 0)R

(3)
n (k1d) nmn (0, 0)h

(1)
n (k1d)

k0
k1
mmn (π, 0)h(1)n (k0d)

k0
k1
nmn (π, 0)R(3)

n (k0d) −mmn (0, 0)h
(1)
n (k1d) −nmn (0, 0)R

(3)
n (k1d)

−k0
k1
nmn (π, 0)h(1)n (k0d)

k0
k1
mmn (π, 0)R(3)

n (k0d) nmn (0, 0)h
(1)
n (k1d) −mmn (0, 0)R

(3)
n (k1d)



×


atmn

btmn

armn

brmn

 =


amnnmn (π, 0)R(3)

n (k1d) + bmnmmn (π, 0)h(1)n (k1d)

amnmmn (π, 0)R(3)
n (k1d)− bmnnmn (π, 0)h(1)n (k1d)

amnmmn (π, 0)h(1)n (k1d) + bmnnmn (π, 0)R(3)
n (k1d)

−amnnmn (π, 0)h(1)n (k1d) + bmnmmn (π, 0)R(3)
n (k1d)

 . (37)

mmn (θ, ϕ) nmn (θ, ϕ)其中,   和  表达式如下 [13]: 

mmn (θ, ϕ) =
imPm

n (cos θ)
sin θ

eimϕ, (38)
 

nmn (θ, ϕ) =
dPm

n (cos θ)
dθ

eimϕ. (39)

Er3利用加法定理 [20], 可以将反射波  从局部坐标系转换到全局坐标系, 其具体形式如下: 

Er3′ =
∑
n,m

iEmn

[
crmnN(1)

mn (k1, r) + drmnM(1)
mn (k1, r)

]
. (40)

r r′ r′′根据加法定理, 可以展开 3个向量  ,   和  之间的关系, 其具体形式如下所示 [19]: 

M(1)
nm (k1, r) =

∑
vu

[Anm,vuM(1)
vu (k1, r

′) +Bnm,vuN
(1)
vu (k1, r

′)], (41)
 

N(1)
nm (k1, r) =

∑
vu

[Anm,vuN(1)
vu (k1, r

′) +Bnm,vuM(1)
vu (k1, r

′)], (42)

Anm,vu Bnm,vu

crmn drmn

其中  和  表示加法定理的变换系数, 可以通过递归方法求得其具体值 [20]. 将 (41)式和 (42)式

代入 (40)式, 并与式 (33)式进行比较, 可以推导出展开系数  和  的矩阵形式如下: 

[
crmn drmn

] 
∑
vu

[
Anm,vuN(1)

vu (k1, r
′) +Bnm,vuM(1)

vu (k1, r
′)
]

∑
vu

[
Anm,vuM(1)

vu (k1, r
′) +Bnm,vuN(1)

vu (k1, r
′)
]
 =

[
arnm brnm

] [ N(3)
nm (k1, rimg)

M(3)
nm (k1, rimg)

]
. (43)

crmn drmn求解系数  和  , 将其代入 (40)式, 进一

步推导出全局坐标系中的反射电场.  从 (21)—

(33)式进行迭代, 直到在点 P 处收敛. P 点电场的

计算表达式表示如下:
 

EP = Et1 +
∑
n

Er,n, n = 2, 3, 4, · · · (44)

amn bmn

amn

为了计算沿 Y 轴一条直线上的电场分布, 首

先确定图 2中所示的固定点 P 处的电场. 这个过

程从计算方程 (29)—(32), 获得一系列的散射系数

 和   开始, 然后通过一系列计算, 结合镜像

方法、球面矢量波函数的加法定理和边界条件, 推

导出点 P 处的电场. 在此基础上, 利用在点 P 处的

电场, 计算出方程 (27)和 (28)中电场系数   和

 

i i

 

 

 

i

img

img

img











r, r′ r′′图 2    加法定理中   和   之间的关系

r, r′ r′′Fig. 2. Connections  among      and      in  the  additive

theorem.
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bmn amn bmn

(r, θ, ϕ)

 . 最后, 通过得到的系数  和  , 结合位置

坐标  变化, 可以利用方程 (27)和 (28)计算

平面上沿 Y 轴不同位置的电场分布. 这一系统化

的方法能够准确描述沿 L 线的电场变化, 为全面

理解不同位置的电场分布提供了依据, 同时有助于

深入探索复杂地下环境中的散射特性. 

3   结果与讨论

εt = 15, εg = 2, εs = ε0, µt = 8, µg = 1, µs = µ0

εr1 = 3

µr1 = 1 σ1

在本文的数值分析中, 选取了地平面上沿 Y 轴

直线 L(0, y, –d)上的多个离散点, 计算了各点的

电场强度, 其中 y 的取值范围为–20—20 m. 计算

工作在一台配备 Intel(R) Core(TM) i7-1360P处

理器和 32 GB内存的笔记本电脑上完成, 基于上

部分推导得到的公式, 采用 FORTRAN编写程序

实现了电场分布的计算, 同时给出了 FEKO仿真的

结果, FEKO具体仿真图如图 3所示. 其中 U/V/N

是局部坐标系, 分别对应水平方向、垂直方向和法

向方向, 类似于局部坐标系中的 X/Y/Z 轴. 埋地

旋电磁各向异性球体的介电常数和磁导率分别设

定为  ,

区域 1的相对介电常数设为   , 相对磁导率

 , 电导率  为 0.002 S/m. 旋电磁各向异性

介质球半径 a 为 10 m. 上述这些参数设置在下面

分析中保持不变.
 
 







图 3　FEKO仿真图

Fig. 3. FEKO simulation plot.
 

通过改变入射波频率 f 和埋藏深度 d, 得到了

相应的计算结果和 FEKO仿真数据, 如图 4—图 6

所示. 此外, 针对不同参数特性, 计算了球矢量波

函数解析解与 FEKO仿真结果的计算时间, 具体

参数如表 1所列. 结果表明, 所提出的球矢量波函

数方法在计算时间上显著优于 FEKO仿真, 充分

体现了该方法在处理特定散射问题时的高效性.

图 4展示了平面上沿 Y 轴直线 L 的电场强度

分布, 对比了本文提出的球矢量波函数解析解结果

与 FEKO仿真数据. 图中的折线代表本文球矢量

波函数解析解 (下文简称解析解)的计算结果, 散

点则对应 FEKO仿真结果. 图 4的具体参数设置如

下: 入射波频率 f 为 40 kHz, 埋藏深度 d 为 20 m.
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电
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强
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B
V
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-
1
)
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本文解析解

①

图 4    沿 Y 轴直线 L 的电场分布对比

Fig. 4. Comparison  of  electric  field  distributions  along  line

L on the Y-axis.
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本文解析解
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本文解析解

①

②

图 5    不同入射波频率下沿 Y 轴直线 L 的电场分布对比 ,

曲线①频率 f = 40 kHz, 曲线②频率 f = 50 kHz

Fig. 5. Comparison  of  electric  field  distributions  along  line

L  on  the  Y-axis  at  different  incident  wave  frequencies.

Curve 1: f = 40 kHz, Curve 2: f = 50 kHz.
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图 6    不同埋藏深度下沿 Y 轴直线 L 的电场分布对比, 曲

线①埋藏深度 d = 20 m, 曲线②埋藏深度 d = 30 m

Fig. 6. Comparison  of  electric  field  distributions  along  line

L  on  the Y-axis  at  different  burial  depths.  Curve  1:  d  =

20 m, Curve 2: d = 30 m.
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由图 4可见, 解析解与 FEKO仿真结果符合

较好, 平均相对误差为 0.059%, 验证了所提解析解

的正确性. 电场强度在 y = 0处达到最大值, 并随

着距离增大呈现对称性减小的趋势, 反映出球体附

近电场分布的局部增强特性.

图 5展示了入射波频率分别为 f = 40 kHz和

f = 50 kHz时, 平面上沿 Y 轴直线 L 的电场强度

分布对比, 埋藏深度设置为 d = 20 m. 曲线①表示

频率 f = 40 kHz时的电场分布, 其中黑色实线为

本文解析解结果, 黑色实心圆点为 FEKO仿真结

果; 曲线②表示频率 f = 50 kHz时的电场分布, 其

中黑色虚线为本文解析解结果, 黑色星号为 FEKO

仿真结果.

随着入射波频率的增大, 电场强度整体呈上升

趋势. 这种变化是由于在旋电磁各向异性介质球半

径不变的情况下, 随着入射波的频率增大, 球目标

的电尺寸随之增大, 这样所得的散射场的场强也随

之增大. 从图 5可以看出, 本文提出的解析解与

FEKO仿真结果在不同频率下均保持高度一致.

低频 f = 40 kHz(曲线①)和高频 f = 50 kHz(曲

线②)条件下的平均相对误差分别为 0.059%和

0.078%. 这表明, 本文方法在不同频率下具有良好

的准确性和适用性.

图 6展示了不同埋藏深度下沿 Y 轴直线 L 的

电场强度分布对比, 入射波频率设为 f = 40 kHz.

其中, 曲线①表示埋藏深度 d = 20 m, 黑色实线为

本文提出的解析解的结果, 黑色圆点为 FEKO 仿

真结果; 曲线②表示埋藏深度 d = 30 m, 黑色虚线

为本文解析解结果, 黑色星号为 FEKO 仿真结果.

由图 6可以看出, 随着埋藏深度的增大, 电场

强度整体呈现减弱趋势, 并且最大值与最小值之间

的差异显著减小, 这是因为埋地深度的增大, 各向

异性介质球散射场回到地面的距离变长, 其场强也

就相应地减小. 深埋时电场分布更加平滑, 局部的

波峰和波谷特性逐渐消失. 这主要是由于电磁波在

传播过程中受到介质吸收, 能量随深度增大发生明

显衰减, 同时散射波与入射波的干涉效应减弱, 导

致电场分布的局部增强特性逐渐平滑化. 本文提出

的解析解与 FEKO仿真结果在不同埋藏深度条件

下均保持高度一致, 浅埋 d = 20 m (曲线①)和深

埋 d = 30 m (曲线②)条件下的平均相对误差分

别为 0.059%和 0.056%, 误差极小, 充分验证了解

析方法的准确性和可靠性. 

4   结　论

本文给出了一种针对地下旋电磁各向异性介

质球电磁散射问题的解析解方法, 结合 T矩阵法、

镜像法和球矢量波函数及其加法定理, 分析了地面

上平行于球轴、沿 Y 轴的直线 L 上电场强度的分

布. 和已有方法相比, 有以下特点: 首先, 在计算地

下特定目标 (各向异性介质球)的散射特性时, 球

矢量波函数解析解结果与 FEKO仿真结果高度一

致, 计算效率显著提高, 验证了所提出的球矢量波

函数方法在处理特定模型的准确性和高效性. 其

次, 本文系统分析了入射波频率 f 以及埋藏深度 d

对电场强度分布的影响, 结果表明, 所提方法在处

理不同物理参数变化时展现出较强的灵活性与适

应性. 与传统解析方法 [12–14] 仅能计算单点电场强

度不同, 本文方法实现了平面上沿 Y 轴直线的电

场分布计算, 显著拓展了计算范围, 提供了更为全

面的电场空间分布信息. 最后需要说明的是: 本文

的方法目前主要针对旋电磁各向异性介质球, 假设

主轴平行于 z 轴, 且相关矩阵是基于这一假设构建

的. 未来的研究可以进一步探讨如何将该方法推广

到任意各向异性球体的散射问题, 并详细分析当主

轴不平行于 z 轴时的计算方法. 此外, 本文所给出

的矢量波函数方法目前主要适用于规则几何形状,

对于复杂几何结构或多层介质, 其适用性仍存在一

定的局限性. 未来的研究还可以扩展该方法的适用

范围, 针对复杂几何形状及多层介质结构中的电磁

散射问题开展深入研究, 进一步提高方法的计算精

度与应用广度, 以满足更复杂工程场景的需求.
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Abstract

The  electromagnetic  scattering  of  buried  gyrotropic  anisotropic  media  is  crucial  for  resource  exploration

and  environmental  monitoring.  However,  the  existing  analytical  solutions  for  electromagnetic  scattering  of  a

gyrotropic  anisotropic  sphere  are  primarily  limited  to  free-space  cases  due  to  computational  complexity.  To

address this limitation, an analytical solution that combines spherical vector wave functions (SVWFs), the T-

matrix method, the image method, and the addition theorem of SVWFs is proposed in this work. The proposed

method is detailed as follows. The transmitted field of a vertically incident plane wave transmitting through the

ground serves as the first incident field on the gyrotropic anisotropic sphere, which can be expanded in terms of

SVWFs.  Using  the  analytical  solution  for  a  gyrotropic  anisotropic  sphere  in  free  space,  expressions  for  the

internal electromagnetic field are derived. Based on the orthogonality of the SVWFs in the surface of the buried

gyrotropic anisotropic sphere, the first scattered field is obtained. This scattered field then acts as the incident

field on the ground, and its reflection is calculated using the image method. The reflected field can then serve as

the  secondary  incident  field  for  the  dielectric  sphere,  and  this  process  is  repeated  iteratively  until  the  field

components on the ground converge.

　　Unlike  the  existing  methods  of  computing  the  field  at  a  fixed  point  for  buried  homogeneous  cylinder  or

isotropic  sphere,  the  proposed  method  computes  the  electric  field  distribution  along  a  line L  on  the  ground,

which  is  parallel  to  both  the Y-axis  and  the  sphere’s  central  axis.  The  comparison  of  the  results  from  the

proposed  method  with  FEKO  simulation  results  shows  their  excellent  agreement  with  each  other,  with  an

average  relative  error  below  0.1%,  thereby  validating  the  correctness  of  the  proposed  analytical  solution.

Moreover,  compared  with  FEKO  simulation  method,  the  proposed  analytical  method  indicates  a  significant

advantage  in  computational  efficiency.  Using  the  analytical  model  established  in  this  work,  the  influence  of

incident wave frequency, buried depth and other parameters on the distribution of electric field along the Y-axis

is  also  analyzed  in  detail.  These  findings  provide  practical  value  for  enhancing  the  accuracy  of  geological

exploration and the reliability of environmental monitoring.
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