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本文通过扩展的改进多参数指数型 (the extended improved multiparameter exponential-type, EIMPET)

势能模型, 结合实验光谱数据, 研究了 H2 和 HD分子的热力学性质. 首先利用解析势能曲线计算得到分子的

振转能级, 其次结合量子统计系综理论计算了分子在 100—6000 K温度下的配分函数、摩尔热容、摩尔熵、摩

尔焓以及约化摩尔吉布斯自由能. 计算结果与美国国家标准与技术研究所 (National Institute of Standards

and Technology, NIST)数据库中的数据具有良好的一致性. 本文的理论方法可用于预测某些气态物质的热

力学性质.
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1   引　言

气态分子的热力学性质是物理化学领域中的

一个重要研究课题, 其在能源转化 [1]、天体物理 [2]、

生态环境保护 [3,4]、光学材料研究 [5] 等领域都有广

泛应用. 2005年, Angelova和 Frank[6] 使用 Morse

势研究了 HCl, HF, KCl, K2 等分子的热力学性质,

分析了影响比热值的因素; 2010年, Halpern[7] 通

过量子化学和统计力学方法, 成功计算了氩二聚体

的结构和热力学性质; 2015年, Liu等 [8] 用代数方

法 (algebraic method, AM)计算了溴分子在 600—

2100 K温度范围内的振动亥姆霍兹自由能、熵和

热容,  相比于简单谐振子模型 (simple harmonic

oscillator, SHO)计算精度提高了近 50%; 2017年,

Jia等 [9] 利用改进的Manning-Rosen势函数, 导出

包括振动热容和振动熵等热力学函数公式, 并以

Li2 分子为例讨论了热力学量与温度的关系, 在他

们后续的研究中, 利用改进的 Rosen-Morse势计算

了磷二聚体在 298—6000 K的摩尔焓以及通过建

立硫二聚体的吉布斯自由能的表达式, 预测了硫二

聚体的吉布斯自由能和熵值 [10,11]; 2018年, Iko等 [12]

使用渐进迭代法 (asymptotic  iteration  method,

AIM)研究了 K2 分子在不同振动量子数下配分函

数、平均能量、熵、比热容等; 2020年, Okorie等 [13]

利用改进的变形指数型势 (improved deformed ex-

ponential-type potential, IDEP)推导得出配分函

数和热力学函数, 得到了 H2, CO, N2, LiH分子的

振动平均能、自由能、熵和比热容; 同年, Bakhti等 [14]

通过多参数指数型势 (multi-parameter exponen-

tial-type potential, MPETP)描述分子内部的振

动情况, 得到 O2 和 H2 分子在 5000—120000 K的
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熵、比热、自由能; 2022年, Oluwadare等 [15] 通过

量子力学模型和 Hellmann-Feynman定理, 系统地

研究了一维谐振子系统中双原子分子的热力学性

质、抗磁磁化率和 Massieu函数, 并得出了这些性

质与状态数、原子数、振动频率和温度之间的具体

关系; 2024年, Strekalov[16] 使用乘积近似模型得

到的配分函数进一步计算了 CO分子的热力学性

质. 上述研究为探索双原子分子的热力学性质做出

了贡献.

除了以上方法, 还包括密度泛函理论、从头计

算、分子动力学等 [17–20] 理论可用于计算分子的相

关热力学性质. 需要注意的是, 构建解析势能函数

求得分子体系完全振转能级来获得正确的配分函

数, 是计算体系热力学性质的基础. 本文基于课题

组扩展的改进多参数指数型 (the extended impr-

oved multiparameter exponential-type, EIMPET)

势能模型 [21], 研究获得了基态 H2 和 HD分子的精

确势能曲线以及完全振转能级, 然后通过量子统计

系综理论计算了 H2 和 HD分子的热力学性质, 并

将所得计算结果与美国国家标准与技术研究所

(National Institute of Standards and Technology,

NIST)[22] 数据库数据进行了比较和分析. 

2   理论与方法

扩展改进多参数指数型 (EIMPET)势能模型

是课题组前期从 IMEPT势 [23] 和 Morse势 [24] 导

出的变分代数基础上的进一步改进, 表达式如下 [21]: 

UEIMPET (r) = UIMPET (r) + Λ (r) δ U (r) , (1)

Λ (r) δ U (r)

Λ (r) δ U (r)

其中  为对 IMPET函数的扩展项 , 该

部分旨在改善 IMPET势的精度,   ,   分

别表示为 

Λ (r) = λ

(
r

re

)4

, (2)
 

δ U (r) = UIMPET (r)− UMorse (r) . (3)

UIMPET (r) UMorse (r)  为 IMPET势,   为Morse势, 分

别表示为 

UIMPET (r) = De

(
1− ere/k − q

er/k − q

)2

, (4)
 

UMorse (r) = De

[
1− e−β(r−re)

]2
, (5)

 

k =
1

2πcωe

√
2µ

De
− 32π4c2µ2r2eαeωe

3h2
− 1

re

, (6)

 

q = −

(
1

πcωek

√
De

2µ
− 1

)
e

re
k . (7)

β = [f2/(2De)]
1
2 f2 f2 =

4π2µω2
e c

2 De µ h

r re ωe

αe c

λ λ

λ

这里,    ,    为二阶力常数 [25],   

 ,    是离解能,    为分子约化质量,    为

普朗克常数,    是核间距,    是平衡核间距,    和

 为实验振动和转动光谱常数,   为光速. (2)式中

 为拟合的无量纲参数, 最终的势能曲线由  来决

定.  而   的最优值可以由 EIMPET势与 RKR

势 (Rydberg-Klein-Rees)数据的最小方均根误差

(RMS)来确定: 

RMS =

√
1

N

∑
(UEIMPET − URKR)

2
, (8)

URKR N式中,   为 RKR势能数据,   为根据实验光谱

获得的 RKR势能点个数.

Ev,J

通过 EIMPET势计算得到分子的势能数据

后, 将其代入一维薛定谔方程中进行求解就能得到

分子全套的振转能级  
[26]: 

− ℏ
2µ

d2Ψv,J (r)

dr2
+

[
U (r) +

J (J + 1) ℏ2

2µr2

]
Ψv,J (r)

= Ev,JΨv,J (r) , (9)

ℏ = h/2π Ψv,J (r) U (r)其中  ;    为波函数;    是势能函

数, 借助 Le发布的计算程序 LEVEL[26] 计算分子

的完整振转能级.

Q (T )

Qint (T ) Qt (T )

要求解分子的相关热力学性质, 其中的重中之

重就是获得分子在不同温度下的配分函数. 总的配

分函数  由两部分组成: 一是内部配分函数

 , 二是平动配分函数  组成, 表示为 

Q (T ) = Qint (T ) ·Qt (T ) , (10)

Qt(T ) =
(
2πmkBT/h

2
)3/2

V

m kB T

V

其中平动配分函数为  ;

 为分子的质量;   为玻尔兹曼常数;   为开尔文

温度;   为体积.

在忽略自旋相互作用下内部配分函数为 

Qint (T ) = σ

nmax∑
n

(2− δΛ,0) (2S + 1)

vmax∑
v

Jmax∑
J

(2J + 1)

× exp
(
−hc

En,v,J − ε0
kBT

)
, (11)

σ σ = 0.5

σ

其中  是对称因子, 所若算分子是同核分子,   ;

若所算分子为异核分子, 则   = 1, 本文中所计算
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σ

σ n (2− δΛ,0) (2S + 1)

Λ

S (2J + 1)

ε0

的 H2 分子为同核分子,    = 0.5, HD分子为异核

分子,    = 1;    为电子量子数;   

为电子简并度,   为投射到核间距轴上的电子轨道

角动量量子数;   为电子自旋角动量量子数;  

为旋转简并度;   为最低能级.

Cm (T )

通过量子统计系综理论可以计算分子体系的

摩尔热容  :
 

Cm (T ) = NAkB
∂

∂T

[
T 2 ∂

∂T
lnQ (T )

]
, (12)

NA Sm (T )

Q (T )

其中  为阿伏伽德罗常数; 类似地, 摩尔熵 

与  关系为
 

Sm (T ) = NAkB
∂

∂T
[T lnQ (T )] . (13)

Gm (T )摩尔吉布斯自由能  为
 

Gm (T ) = −NAkB lnQ (T ) . (14)

Gr (T )约化摩尔吉布斯自由能  为
 

Gr (T ) = − [Gm (T )−Hm (Tr)]

T
. (15)

∆Hr (T )相对摩尔焓  为
 

∆Hr (T ) = Hm (T )−Hm (Tr) , (16)

Hm (Tr)其中  表示在 298.15 K温度条件下的摩尔焓.
 

3   结果与讨论
 

3.1    分子势能曲线

准确的配分函数是计算摩尔热容、摩尔熵、摩

尔吉布斯自由能等相关热力学性质的重要基础, 而

De

re ωe αe

获得配分函数前需要通过精确分子势能来获得可

靠的能级数据. 因此, 首先通过 EIMPET势能函

数来得到分子精确的势能曲线. 势能函数所需的

参数列于表 1中, 光谱常数来源于文献 [27,28]. 对于

H2, 计算用到的 RKR数据取自文献 [29], 而 HD

的 RKR数据是通过表 1的实验光谱常数 [30,31] (  ,

 ,   ,   )结合 RKR程序反演得到.
 
 

λ

表 1    H2 和 HD分子电子基态的实验光谱常数和可调

参数  的值

λ

Table 1.    Experimental spectral constants and adjustable

parameter    of the ground electronic states of H2 and HD

molecules.

分子 De/cm–1 re/Å ωe/cm–1 αe/cm–1 λ

H2 38292.984[28] 0.74144[28] 4401.213[27] 3.0622[27] –0.01

HD 38295.8[30] 0.74141[30] 3813.15[31] 1.986[31] –0.04
 

r ⩾

图 1为 H2 和 HD分子的势能曲线 ,  该图对

IHH (improved Hulburt-Hirschfelder)[32], IMPET,

EIMPET势能模型和 RKR数据进行了比较. 由图

可知, 与 IHH和 IMPET势能模型相比, EIMPET

势能模型有较高的精度. 值得注意的是, H2 和 HD

分子的 EIMPET与 IMPET、IHH曲线, 在平衡构

型附近, 与 RKR值有很大程度上的重叠. 随着核

间距的增加, H2 和 HD分子的势能曲线都逐渐偏

离 RKR数据; 对于H2 分子, 在1.13 Å (1 Å=10–10 m)

处势能曲线与 RKR数值点开始出现明显偏差, 而

IHH势能曲线在 1.02 Å附近出现偏离情况, 在核

间距  1.2 Å可观察到 EIMPET和 IMPET曲线

的偏差愈加明显, 而 EIMPET曲线能更快地收敛
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图 1    H2 和 HD分子电子基态势能曲线　(a) H2 分子不同势能曲线对比图; (b) HD分子不同势能曲线对比图

Fig. 1. Potential  energy  curves  of  the  ground  electronic  states  for  H2  and  HD  molecules:  (a)  Comparison  of  different  potential

energy curves for the H2 molecule; (b) comparison of different potential energy curves for the HD molecule.
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r ⩾于离解能. 类似地, 对于 HD分子, 在  0.99 Å处

观察到 EIMPET势能数据更接近 RKR值. 以上

结果表明, H2 和 HD分子 EIMPET势可作为求解

薛定谔方程获取可靠能级数据的解析势.

λ

λ

λ

λ

λ λ

另外, 还给出了 EIMPET势能在不同   值势

能曲线的变化趋势, 如图 2所示. 从图 2(a)可以看

到, 对于 H2 而言, EIMPET势能曲线取   = –0.01

的结果更接近 RKR值; 而取   = 0.05时, 随着核

间距增大, 势能曲线逐渐小于实验值; 当   = –0.1

时, 计算得到的势能曲线结果在核间距 r > 1.75 Å

却大于 RKR值. 而对于 HD分子, 如图 2(b)所示,

相比于  取值为–0.2和 0.05的势能结果,    值为

–0.04的 EIMPET势在渐近区附近与 RKR值更

接近. 

3.2    分子热力学性质

分子热力学性质可由热力学方程 (10)—(16)

计算获得. 表 2展示了计算得到的 H2 分子摩尔热

Cm (T )

∆Cm ∆Cm

∆Cm

容  以及计算值与 NIST数据库 [22] 中数据的

绝对误差  ,   总体上随着温度的升高而增

加, 这是因为 H2 在较高温度下易解离成两个原子,

从而导致误差的增大, 而在 100—500 K的温度区

域  出现由大变小的趋势, 且在低温区域差异

很大, 这可能是 H2 分子在低温区正氢和仲氢的存

在比例不同, 低温区以仲氢为主, 随着温度的升高

仲氢会向正氢转换, 而纯正氢在气态时的热力学性

质与混合态截然不同, 因此出现这样的差异 [33]. 对

于三种势能模型得到的数据, 在高温区域 (T ≥

900 K), 由 IMPET势得到的摩尔热容绝对误差均

大于 EIMPET势, 另外, IHH势得到的计算结果

在 100—900 K和 5300—6000 K温度区间的误差

虽小于 EIMPET势 (图 3), 但 EIMPET势的平均

绝对误差相对更小. 对于 HD分子而言, 它的总体趋

势与 H2 分子相似, 随着温度升高, 误差逐渐增大,

且相对于 IHH和 IMPET势, HD分子的 EIMPET
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图 2    (a) H2 和 (b) HD分子不同 l 值的 EIMPET势能曲线

Fig. 2. EIMPET potential energy curves for (a) H2 and (b)

HD molecules with various l values.
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图 3    H2 和 HD分子的摩尔热容与 NIST实验数据的比较

图 (AE为绝对误差 )　 (a) H2 分子的摩尔热容 ; (b) HD分

子的摩尔热容

Fig. 3. Comparison  of  molar  heat  capacity  of  H2  and  HD

molecules  with  NIST  experimental  data  (AE  represents

absolute  error):  (a)  Molar  heat  capacity  of  H2  molecule;

(b) molar heat capacity of HD molecule.
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∆Cm

Cm (T )

势计算误差更小. 虽然在高温和低温区域   较

大, 但 H2 和 HD分子的 EIMPET势平均绝对误差

最小, 分别为 0.519和 0.236 J·K–1·mol–1, 因此, 使

用该势计算  是更好的选择.

Sm(T ) Hr(T ) Gr(T )

Sm(T )

借助 (13)式—(16)式, 进一步计算了分子的

 ,   和  , 从表 3看到, 以 EIMPET

势能函数为基础的计算模型计算得到的 H2 和 HD

分子的  方均根误差为 0.3824 J·K–1·mol–1 和

∆Hr (T )

Gr(T )

Gr(T )

0.1443 J·K–1·mol–1,   分别为0.9586 kJ·mol–1

和 0.4863 kJ·mol–1,   分别为0.1754 J·K–1·mol–1

和 0.0495 J·K–1·mol–1.  对于上述四个热力学量 ,

EIMPET势计算 H2 分子得到的方均根误差值

均小于 IHH和 IMPET势计算所得结果, 而对于

HD分子的   而言 ,  虽然 IHH的误差略小于

EIMPET势的结果, 但后者仍得到了较为精确的

计算值.

 

表 2    H2 分子不同温度下的摩尔热容以及绝对误差
Table 2.    Molar heat capacity of H2 molecule at different temperatures and absolute errors.

T/K
CNIST
m

/(J·K–1·mol–1)

CIHH
m

/(J·K–1·mol–1)

CIMPET
m

/(J·K–1·mol–1)

CEIMPET
m

/(J·K–1·mol–1)

∆CNIST-IHH
m

/(J·K–1·mol–1)

∆CNIST-IMPET
m

/(J·K–1·mol–1)

∆CNIST-EIMPET
m

/(J·K–1·mol–1)

100 28.154 29.521 29.520 29.520 1.367 1.366 1.366

300 28.849 29.210 29.212 29.212 0.361 0.363 0.363

500 29.260 29.265 29.270 29.270 0.005 0.010 0.010

700 29.441 29.432 29.452 29.452 0.009 0.011 0.011

900 29.881 29.857 29.910 29.908 0.024 0.029 0.027

1100 30.581 30.535 30.629 30.626 0.046 0.048 0.045

1300 31.423 31.354 31.491 31.487 0.069 0.068 0.064

1500 32.298 32.204 32.384 32.378 0.094 0.086 0.080

1700 33.139 33.017 33.243 33.236 0.122 0.104 0.097

1900 33.917 33.763 34.040 34.031 0.154 0.123 0.114

2100 34.624 34.432 34.768 34.757 0.192 0.144 0.133

2300 35.263 35.029 35.430 35.416 0.234 0.167 0.153

2500 35.842 35.560 36.036 36.018 0.282 0.194 0.176

2700 36.370 36.036 36.595 36.573 0.334 0.225 0.203

2900 36.856 36.464 37.119 37.091 0.392 0.263 0.235

3100 37.311 36.856 37.616 37.581 0.455 0.305 0.270

3300 37.740 37.218 38.096 38.051 0.522 0.356 0.311

3500 38.149 37.558 38.565 38.508 0.591 0.416 0.359

3700 38.544 37.882 39.029 38.958 0.662 0.485 0.414

3900 38.928 38.196 39.491 39.405 0.732 0.563 0.477

4100 39.301 38.502 39.952 39.849 0.799 0.651 0.548

4300 39.665 38.803 40.412 40.292 0.862 0.747 0.627

4500 40.017 39.099 40.868 40.732 0.918 0.851 0.715

4700 40.355 39.388 41.316 41.164 0.967 0.961 0.809

4900 40.676 39.671 41.750 41.585 1.005 1.074 0.909

5100 40.976 39.942 42.163 41.988 1.034 1.187 1.012

5300 41.252 40.199 42.548 42.369 1.053 1.296 1.117

5500 41.498 40.439 42.900 42.721 1.059 1.402 1.223

5700 41.712 40.656 43.211 43.038 1.056 1.499 1.326

5900 41.890 40.849 43.476 43.315 1.041 1.586 1.425

6000 41.965 40.934 43.590 43.436 1.031 1.625 1.471

MAE — — — — 0.564 0.587 0.519

∆CNIST-model
m = |CNIST

m − Cmodel
m |*  ; MAE: mean absolute error
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本研究利用 EIMPET势计算得到的摩尔熵、

相对摩尔焓和约化摩尔吉布斯自由能等热力学量

与温度的关系, 见图 4—图 6. 图 4在 100—6000 K
温度区间内, 对使用 IHH, IMPET和 EIMPET势

能计算得到的摩尔熵与 NIST数据库数据进行了

对比. 图上方展示了计算值与 NIST数据的比较,

下方显示了三种势能计算所得摩尔熵与 NIST数

据库数据之间的绝对误差, 结果表明, H2 和 HD分

子的计算值与 NIST数据具有良好的一致性. 对

于 H2 分子, IHH势、IMPET势与 EIMPET势计

算结果在较低温度下的误差几乎一致, 随着温度升

高, 特别在 3600 K以上, 三种势能模型计算结果

之间的差异变得明显, 且 EIMPET势所得结果的

绝对误差较小; 类似地, HD分子也呈现出相似趋

势, 并且三种模型在 HD分子上的差异更加显著,

不同的是, IHH势在 1100—4200 K温度下误差出

现小于其他两种势能的情况. 图 5(a), (b)展示了

两个分子的相对摩尔焓随温度升高的变化趋势, 总

体与 NIST数据保持一致. 如图 6(a), (b)所示, 分

子的约化摩尔吉布斯自由能误差在整个温度区间

 

表 3    H2 和 HD分子不同势能模型下的预测数据与 NIST数据的方均根误差
Table 3.    Root mean square error of predicted data for H2 and HD molecules under different potential energy models com-

pared to NIST data.

热力学量 H2EIMPET H2IMPET H2IHH HDEIMPET HDIMPET HDIHH

Cm/(J·K–1·mol–1) 0.6894 0.7750 0.7019 0.3431 0.6338 0.4055

Sm/(J·K–1·mol–1) 0.3824 0.4096 0.4591 0.1443 0.2732 0.1575

DHr/(kJ·mol–1) 0.9586 1.1052 1.2110 0.4863 0.9749 0.5946

Gr/(J·K–1·mol–1) 0.1754 0.1805 0.2005 0.0495 0.0859 0.0452
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图 4    H2 分子 (a)和 HD分子 (b)的摩尔熵与 NIST实验数据的对比

Fig. 4. Comparison of the molar entropy of H2 (a) and HD molecules (b) with NIST experimental data.
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图 5    (a) H2 分子的摩尔焓; (b) HD分子的摩尔焓

Fig. 5. (a) Molar enthalpy of the H2 molecule; (b) molar enthalpy of the HD molecule.
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内较小, 并且 H2 分子的 EIMPET势结果优于 IHH

和 IMPET势 ,  EIMPET势数据的绝对误差在

0.187 J·K–1·mol–1 以内, 且在低温区域出现较大偏

差, 原因与摩尔热容的变化趋势类似; 而 HD分子

的绝对误差范围在 0.001—0.1 J·K–1·mol–1 之间 .

需要注意的是, 随着温度升高, 分子内部运动剧烈,

分子的高振转能级贡献增加, 进而可能使得振转能

级误差引起的热力学量计算值与实验值在高温区

域会出现相对较大的偏差. 总体来说, 这些结果仍

验证了 EIMPET势能模型在计算气体双原子分子

热力学性质方面的优势及其实际应用价值. 

4   结　论

本文基于扩展的改进多参数指数型 (EIMPET)

势能模型确定了 H2 和 HD分子的解析势能曲线,

并通过数值方法求解了分子的完全振转能级. 此

外, 根据量子统计系综理论计算了 H2 和 HD分子

的摩尔热容、摩尔熵、约化摩尔吉布斯自由能和相

对摩尔焓, 结果与 NIST数据库中的数据相吻合.

本文提出了一种以 EIMPET势能模型为基础来计

算气相双原子分子热力学性质的量子化学方法, 可

为进一步研究三原子分子的热力学性质提供参考.
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图 6    (a) H2 分子的约化摩尔吉布斯自由能; (b) HD分子的约化摩尔吉布斯自由能

Fig. 6. (a) The reduced molar Gibbs free energy of the H2 molecule; (b) the reduced molar Gibbs free energy of the HD molecule.
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Abstract

Cm (T ) Sm (T ) Gr (T )
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H2  molecule  and  their  isotopes  represent  one  of  the  modern  clean  energy  sources.  It  is  imperative  to

understand  their  thermodynamic  properties  for  comprehending  their  behaviors  under  various  conditions.

Thereby  promoting  their  more  in-depth  applications.  In  this  paper,  an  extended  improved  multiparameter

exponential-type  potential  (EIMPET)  combined  with  the  quantum  statistical  ensemble  theory  is  used  to

investigate  and  analyze  the  thermodynamic  properties  of  H2  and  HD molecules.  Firstly,  reliable  energy  level

data  for  molecules  are  obtained  using  the  EIMPET potential.  Subsequently,  the  one-dimensional  Schrödinger

equation  is  solved  with  the  LEVEL  program  to  determine  the  rovibrational  energy  levels  of  the  molecules.

Finally, the quantum statistical ensemble theory is integrated to determine the partition functions, molar heat

capacity, molar entropy, molar enthalpy, and reduced molar Gibbs free energy of H2 and HD in a temperature

range of 100–6000 K. The calculation results indicate that compared with IHH potential and IMPET potential,

the EIMPET potential is closer to RKR data. A comparison of the calculated thermodynamic properties of the

molecules reveals  that the results  from the EIMPET potential-based method accord well  with those from the

NIST  database.  Specifically,  for  H2,  the  root  mean  square  (RMS)  errors  for    ,    ,    ,  and

 are  0.6894  J·K–1·mol–1,  0.3824  J·K–1·mol–1,  0.1754  J·K–1·mol–1,  and  0.9586  kJ·mol–1,  respectively,  while

for  HD,  the  RMS  errors  are  0.3431  J·K–1·mol–1,  0.1443  J·K–1·mol–1,  0.0495  J·K–1·mol–1,  and  0.4863  kJ·mol–1,

respectively. All of these results are superior to those obtained using IMPET potential, and to those obtained

using  IHH potential  as  a  whole.  These  findings  demonstrate  the  advantages  and practical  applications  of  the

EIMPET  potential  in  calculating  the  thermodynamic  properties  of  diatomic  gas  molecules,  providing  a

foundation for subsequently studying the thermodynamic properties of triatomic molecules.

Keywords: H2  molecule,  HD  molecule,  the  extended  improved  multiparameter  exponential-type  potential
energy model, thermodynamic properties
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