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三味中微子振荡的量子资源特性研究*
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中微子振荡是一个有趣的物理现象, 其量子性能够在宏观距离的振荡上得以保持并被检测到. 中微子振

荡的量子资源特性是一个值得探索的主题, 这种在粒子物理学和量子信息学之间建立起的联系, 对于研究基

本粒子的基本性质以及探索将中微子作为一种资源应用于量子信息处理的可能性而言, 都有着重要意义. 因

此, 中微子物理学与量子信息理论的交叉研究受到了越来越多的关注. 这篇综述主要介绍利用量子资源理论

来表征三味中微子振荡的量子资源特性, 包括量子纠缠、量子相干、量子非局域性和熵不确定度等. 除此之

外, 还介绍了三味中微子振荡中的量子资源理论的权衡关系, 主要基于单配性关系和完全互补性关系, 这些

权衡关系可以帮助我们有效理解量子资源如何在中微子振荡中转化和分配. 中微子振荡的量子信息理论研

究仍处于不断发展中, 期望本综述能为该领域的发展带来启示.
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1   引　言

在标准物理模型中, 中微子是一种质量极小的

费米子, 与其他物质粒子之间的相互作用只有弱亚

原子力和引力, 这种弱相互作用的特性也导致它们

能够穿过大量普通物质. 中微子振荡的现象早在半

个多世纪前就被提出 [1,2]. 迄今为止, 一些实验利用

太阳中微子 [3,4]、大气中微子 [5]、反应堆中微子 [6,7]

以及加速器产生的中微子 [8,9], 已经获取了关于不

同中微子味之间相互转变的确凿实验证据. 中微子

和反中微子同时产生, 并能以三种不同的味态被探

测到, 即电子 (e)中微子、μ子中微子和 τ 子中微子.

中微子味态是质量本征态的线性组合. 中微子振荡

描述了中微子在传播过程中能够从一种给定的味

态类型转换成另一种味态类型, 即三种味态在传播

过程中可以相互转化. 中微子振荡也意味着中微子

具有确定的质量. 近年来, 关于中微子振荡的参数

准确测量与分析吸引了大量理论和实验方面的研

究 [10–12]. 为了验证中微子振荡的量子性, 研究者们

考虑了 Leggett-Garg不等式 [13,14], 该不等式被称

为 Bell不等式的“时间模拟”, 能够测试在不同时

间测量的单个系统的关联函数. 研究表明, 实验观

察到的中微子振荡的振荡概率可以违反 Leggett-

Garg不等式施加的经典极限. 由于中微子的弱相

互作用, 在中微子振荡过程中产生的退相干效应相

较于其他在量子信息处理过程中被广泛应用的粒

子系统中的退相干效应要更弱一些. 在量子信息科

学与粒子物理学深度融合的前沿研究领域, 探寻中

微子于未来量子信息处理进程中所具备的潜在应

用价值, 一个关键的部分就是利用量子资源理论对

中微子振荡的量子特性进行量化分析.
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量子资源理论为研究量子物理学中的不同现

象提供了一个通用性极强且功能强大的框架 [15].

一个统一且定义严谨的量子资源理论框架能够助

力我们研究诸多相关量子问题, 例如在施加约束条

件下量子态的表征量化以及操控 [16,17], 还有不同量

子关联度量之间的权衡关系 [18–21]. 量子纠缠、量子

相干和量子非局域性等是量子资源理论中最基本

的概念, 可以用量子资源理论的工具进行严格的度

量和表征 [22–25]. 它们在量子信息处理中有许多潜在

的应用, 包括量子隐形传态 [26,27]、量子密码学 [28,29]、

量子计算 [30,31]、量子密钥分发 [32,33] 等. 此外, 量子

资源理论中的权衡关系对于多粒子系统中量子关

联的量化和分类具有重要意义. 量子信息理论中常

见的权衡关系有量子关联的单配性关系 [34,35] 和完

全互补性关系 [36,37]. 单配性关系主要是基于各种量

子关联度量, 探究它们在多体系统中的分配和信息

转移关系. 完全互补关系可以将量子系统中的各种

量子关联联系起来, 为研究量子关联之间的相互作

用 (如纠缠和量子相干)提供有效途径. 熵不确定

性关系对于探究量子系统的不确定度具有重要意

义, 能展现中微子振荡在量子通信中的潜在应用价

值. 这些量子关联度量和权衡关系对于探究中微子

系统的量子资源特性具有重要的研究意义, 第 3节

和第 4节会展示出它们在三味中微子系统中的具

体研究.

l1

l1

量子信息理论在中微子振荡中的研究主要基

于量子资源度量和资源分配特性, 例如纠缠和量子

相干, 它们通常可以用味态跃迁概率来表示. 在

关于中微子振荡的量子特性的诸多研究中, 众多对

中微子振荡的量子性验证工作主要聚焦于 Leggett-

Garg不等式 [14,38,39].  然而 ,  用 Leggett-Garg不等

式检验中微子振荡的量子性存在一些局限性, 主要

在于它只能作为判断量子相干性的定性准则. 因

此, 违反 Leggett-Garg不等式不是量化相干性度

量的良好指标. 随后, Song等 [40] 提出利用量子资

源理论中的  范数相干度量对中微子传播中的量

子相干性进行定量分析, 精准地量化了中微子振荡

中的相干性. 此后, 利用  范数相干对中微子振荡

的相干性研究吸引了众多研究者们的关注 [41–45].

纠缠作为一种最基本的量子资源, 存在多种量化方

法. 近年来, 研究者们用各式各样的纠缠度量方式

来量化中微子振荡中的量子性 [46–52]. 其中, 对于三

味中微子振荡的纠缠量化, Li等 [51] 利用真正的多

体纠缠度量, 包括广义的几何测量 [53,54]、three-π
纠缠 [55]、多体共生纠缠 [56]、并发填充 (concurrence

fill)[57] 等, 通过对比分析, 得到了量化三味中微子

振荡系统纠缠最优的度量方式. 此外, Blasone等 [58]

通过单配性关系构建的剩余纠缠量化了三味中微

子振荡的纠缠. 其他类型的量子关联对中微子振荡

量子性的研究也受到了众多科研工作者的关注, 包

括量子导引 [59]、量子失谐 [49,50]、Bell非局域性 [60,61]、

量子相干的非局域性优势 [62,63]、熵不确定性关系 [64,65]

等. 对中微子振荡的量子特性研究, 除了上述提到

的量子资源, 利用量子资源理论的权衡关系对中微

子振荡在量子信息理论中的研究也具有重要意义.

Li等 [60] 和Wang等 [66] 基于各种量子关联的单配

性关系研究了三味中微子振荡中的量子资源分配

和转化关系.  Blasonet等 [58] 和 Bittencourt等 [67]

利用完全互补性关系研究了量子关联 (例如纠缠和

相干)在中微子振荡中的相互作用. 这些权衡关系

在三味中微子振荡中的研究都会在第 4节展示.

近年来, 对中微子振荡的量子特性研究除了以

上提到的量子资源及其权衡关系, 还有其他方面的

量子理论在该领域的贡献和探索. 限于篇幅, 本文

仅概述三味中微子振荡中的量子资源特性研究, 主

要基于常见的量子资源度量以及量子资源间的权

衡关系和互补性关系. 

2   三维中微子振荡模型

中微子振荡描述的是在中微子传播过程中, 三

种不同的中微子味态之间的振荡概率相互转换的

现象. 在这种情况下, 可以将中微子振荡的每一个

味态作为一个量子比特系统来研究, 此时三味中微

子振荡系统就可以看作是一个三量子比特的物理

系统. 因此, 可以在量子资源理论框架下研究中微

子振荡的多体量子资源特性. 对于中微子振荡的量

子特性研究主要基于平面波近似和波包方法下的

中微子振荡模型进行研究, 本节主要介绍平面波近

似和波包方法下的三味中微子振荡模型. 

2.1    平面波近似下的三味中微子振荡

|ve⟩ |vμ⟩ |vτ⟩ |ν1⟩
|ν2⟩ |ν3⟩

在标准的三味中微子振荡模型中, 三种类型的

中微子味态  ,    ,    是其质量本征态   ,

 ,   的线性叠加, 可以表示为 [68,69]
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|vα⟩ =
∑
k

U∗
αk |vk⟩ , (1)

k = 1, 2, 3, α = e, μ, τ U∗
αk式中  .    是轻子混合矩阵

U 中元素的复共轭形式 ,  该混合矩阵 U 被叫作

Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata矩阵, 它可以

用三个混合角和一个 CP违反相位表示 [70]: 

 

U =

 c12c13 s12c13 s13e−iδcp

−s12c23 − c12s13s23e−iδcp c12c23 − s12s13s23eiδcp c13s23

s12s23 − c12s13c23eiδcp −c12c23 − s12s13s23eiδcp c13c23

 , (2)

cij ≡ cos θij , sij ≡ sin θij
|vk⟩ Ek

|vk(t)⟩

式中  . 中微子质量本征态

 是能量为   的哈密顿量的本征态, 其随时间

演化的质量本征态  可以表示为
 

|vk(t)⟩ = e−iEkt/ℏ |vk(0)⟩ , (3)

|vk(0)⟩ t = 0式中  表示   时刻的质量本征态. 该式呈

现了中微子质量本征态随时间以平面波的形式演

化. 利用混合矩阵 U, 可以将中微子味本征态的时

间演化与中微子质量本征态的时间演化联系起来,

表达式为
 

|vα(t)⟩ =
∑
k

U∗
αk|vk(t)⟩

=
∑
k

U∗
αke

−iEkt/ℏ|vk⟩, (4)

|vk⟩ =∑
β
Uβk |vβ⟩

通过用味本征态来表示质量本征态,  即  

 , (4)式可以表示成
 

|vα(t)⟩ =
∑
β

∑
k

U∗
αke

−iEktUβk |vβ⟩

=
∑
β

aαβ(t) |vβ⟩ . (5)

在三味中微子振荡情形下, (5)式可以展开成下列

形式:
 

|vα(t)⟩ = aαe(t) |ve⟩+ aαμ(t) |vμ⟩+ aατ(t) |vτ⟩ , (6)

aαβ(t) =
∑

k
U∗
αke

−iEkt/ℏUβk

Uf(t)

να(t) ≡ (νe(t)νμ(t)ντ(t))

Uf(t) να(t) =

Uf(t)να(0)

式中  是味 α到味 β的

转化振幅, 构成了所谓的味演化矩阵  的元素.

在矩阵运算中,    由味演化

矩阵  与 t = 0时刻的味态联系起来, 即 

 .

已知初始为 α味中微子, 在振荡过程中探测

到 β味中微子的概率为
 

Pαβ = |aαβ(t)|2 =
∣∣∣∑

k
Uβke−iEkt/ℏU∗

αk

∣∣∣2 , (7)

化简后可得到下列形式 [71]:
 

Pαβ = δαβ − 4
∑
i>j

Re
(
Û∗
αiÛβiÛαjÛ

∗
βj

)

× sin2
(
∆m2

ij

Lc3

4ℏE

)
+ 2

∑
i>j

Im
(
Û∗
αiÛβiÛαjÛ

∗
βj

)

× sin
(
∆m2

ij

Lc3

2ℏE

)
, (8)

∆m2
kl = m2

k −m2
l L ≈ ct

Pαβ = |aαα(t)|2

Pαβ = |aαβ(t)|2 Pαα + Pαβ = 1

sin2
(
∆m2

ij

Lc3

4ℏE

)

式中  , E 是中微子的能量,  

(c 为自由空间中的光速)为中微子源与探测器之

间的距离. 值得注意的是生存概率 

和振荡概率  满足  . 为

了方便计算, (8)式中的  可以写成
 

sin2
(
∆m2

ij

Lc3

4Eℏ

)

= sin2
(
1.27∆m2

ij

L

E

)
. (9)

∆mij式中,    表示质量平方差, 单位为 eV; L 表示

中微子传播距离, 单位为 km; E 表示中微子能量,

单位为 GeV. 这里中微子味态可以被映射为 

|ve⟩ ≡ |1⟩e ⊗ |0⟩μ ⊗ |0⟩τ ≡ |100⟩, (10)
 

|vμ⟩ ≡ |0⟩e ⊗ |1⟩μ ⊗ |0⟩τ ≡ |010⟩, (11)
 

|vτ⟩ ≡ |0⟩e ⊗ |0⟩μ ⊗ |1⟩τ ≡ |001⟩. (12)

因此中微子味态的跃迁概率变化可以视为三量子

比特的状态随着时间发生演化, 即 

|ψα(t)⟩=aαe(t)|100⟩+aαμ(t)|010⟩+aατ(t)|001⟩. (13)
 

2.2    波包近似下的三味中微子振荡

ρα(x, t)

本节主要回顾波包方法 [72,73] 下的中微子振荡

理论. 原则上, 中微子系统的状态是由纯态描述的,

例如 (4)式中的状态. 通过使用波包方法, 描述中

微子态  演化的密度矩阵依赖于时间和位置,
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这种矩阵通过对时间积分, 可以得到 [52]
 

ρα(x) =
∑
k,j

UαkU
∗
αjfjk(x) |vj⟩ ⟨vk| , (14)

fjk(x) = exp
[
− i

∆m2
jkx

2E
−

(
∆m2

jkx

4
√
2E2σx

)2 ]

ρα(x) |vα⟩ = |δαe⟩e |δαμ⟩μ |δατ⟩τ
|vi⟩ =

∑
α
Uαi |vα⟩

式中,   .

通过建立标识关系, 可以方便地用中微子振荡的味

态特征态来表示  , 即  .

结合  , 可以得到
 

ρα(x) =
∑
βγ

Fα
βγ(x) |δβeδβμδβτ⟩ ⟨δγeδγmδγτ| , (15)

Fα
βγ =

∑
kj
U∗
αjUαkfjk(x)UβjU

∗
γk k, j = 1, 2,

3;β, γ = e, μ, τ

式中,   ( 

 ). 密度矩阵 (15)式是一个混态, 可

以写成: 

ρα
eμτ(x) =

0 0 0 0 0 0 0 0

0 Fα
ττ (x) Fα

τμ(x) 0 Fα
τe(x) 0 0 0

0 Fα
μτ(x) Fα

μμ(x) 0 Fα
μe(x) 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 Fα
eτ(x) Fα

eμ(x) 0 Fα
ee(x) 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


. (16)

ρα(x)由  描述的中微子在位置 x 转变为 η 味中微

子的概率为 

Pαη(x) = ⟨vη| ρα(x) |vη⟩ = Fα
ηη(x). (17)

 

3   三味中微子振荡中的量子资源

本节介绍量子信息理论在三味中微子振荡中

的具体研究, 主要包括基本的量子资源度量, 例如

纠缠、相干和非局域性等. 

3.1    三味中微子振荡中的量子纠缠

量子纠缠作为最基本的量子资源, 对于量化中

微子振荡的量子性具有重要意义. 对于三味中微

子振荡, 现有一些研究利用不同的纠缠度量来量

化中微子在振荡过程中的纠缠演化. Svetlichny[74]

利用几种真正的多体纠缠度量对三味中微子系

统的纠缠进行了量化, 其中主要包括广义的几何

测量 (GGM)[53,54]、three-π 纠缠 [55]、多体共生纠缠

(GMC)[56]、并发填充 (concurrence fill)[57] 等. 为了

|ψN ⟩

介绍这四种纠缠度量在中微子系统中的具体研究,

需要简述这些纠缠度量的数学表达式. 首先广义几

何度量被定义为给定状态与不是真正多方纠缠的

所有状态的集合的优化距离, 它可以度量任意粒子

数的纯态的纠缠, 对任意一个 N 体纯态   , 其

计算方法如下: 

G (|ψN ⟩) = 1−max
{
λ2I:L | I ∪ L = {A1, . . . , AN} ,

I ∩ L = ∅}, (18)

λI:L |ψN ⟩式中  是   两体划分 I∶L 中的最大施密特

系数.

three-π 纠缠是基于负熵 [75] 的单配性关系构建

的剩余纠缠, 对于一个三体系统, 其数学表达式为 

πABC =
1

3
(πA + πB + πC) , (19)

πA = N2
A(BC) −N2

AB −N2
AC πB = N2

B(AC)−

N2
BA −N2

BC πC = N2
C(AB) −N2

CA −N2
CB

NA(BC)

NAB NAC

其中  ,   

 ,    是剩余

纠缠,   是三体系统在两体划分 A 和 BC 下

的负熵,   和  分别表示子系统 AB 和子系

统 AC 的负熵.

|ψ⟩ABC

真正的多体共生纠缠是一种基于众所周知的

并发纠缠的量化多体纠缠的计算方法. 对于三比特

纯态  , 多体共生纠缠可以表示为 [56]
 

CGMC (|ΨABC⟩) = min
{
2
[
1− Tr

(
ρ2
A

)]
,

2
[
1− Tr

(
ρ2
B

)]
, 2[1− Tr

(
ρ2
C

)
]
}
. (20)

2021年, Xie和 Eberly[57] 基于海伦公式, 引入

了一种三粒子纠缠三角测度的 concurrence fill方

法. 与其他三体纠缠方法相比, concurrence fill有

两个优点: 1) 包含更多的信息; 2)它总是平滑的.

而其他的纠缠度量包含一个取最小值的过程, 这将

导致出现具有非解析特征的峰值. Xie和 Eberly[57]

提出了一个 concurrence三角形的概念, 其中三角

形三条边的长度是这个量子系统的三个二部共生

纠缠的平方. 然后将 concurrence fill定义为并发

三角形面积的平方根. 基于此, 给出了 concurrence

fill的表达式: 

FABC ≡
[16
3
Q
(
Q− C2

A(BC)

)(
Q− C2

B(AC)

)
×
(
Q− C2

C(AB)

) ]1/4
, (21)

C2
A(BC), C

2
B(AC), C

2
C(AB) 2[1− Tr(ρ2

A)]

2[1− Tr(ρ2
B)] 2[1− Tr(ρ2

C)]

16/3 0 ⩽ FABC ⩽ 1

其中  分别为  ,

 ,    . Q 是半周长 ,  系数

 确保  .
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t = 0

接着就可以用 (21)式, 分别求出它们在三味

中微子振荡中的纠缠. 当考虑初始   时刻为电

子中微子时, 其三味中微子振荡演化状态为 

|ψe(t)⟩ = aee(t)|100⟩+aeμ(t)|010⟩+aeτ(t)|001⟩. (22)

|ψe(t)⟩对于  , 广义的几何测量 (GGM)、three-

π 纠缠、多体共生纠缠 (GMC)、concurrence fill在

三味中微子振荡中的纠缠表达式分别为 

G
(
ρeeμτ
)
= 1−max

{
λee, λ

e
μ, λ

e
τ
}
, (23)

其中, 

λee = max{Peτ + PeμPee},

λeμ = max{Pee + Peτ, Peμ},

λeτ = max{Pee + Peμ, Peτ}, (24)
 

πeμτ (ρe) =
4

3

[
− P 2

ee − P 2
eμ − P 2

eτ + Pee

√
P 2
ee + 4PeμPeτ

+ Peμ

√
P 2
eμ + 4PeePeτ

+ Per

√
P 2
eτ + 4PeePeμ

]
, (25)

 

CGMC
(
ρeeμτ
)
= min

{
4Pee (Peμ + Peτ) ,

4Peμ (Pee + Peτ) , 4Peτ (Pee + Peμ)
}
, (26)

 

F
(
ρeeμτ
)

= 8

{
P 2
eeP

2
eμP

2
eτ [PeτPeμ + Pee (Peμ + Peτ)]

3

}1/4

.

(27)

同样也可以求出 μ子中微子振荡中的纠缠表

达式. 通过对比分析, 可以发现这几种纠缠度量方

式在三味中微子振荡中的具体演化方式, 就可以得

到量化三味中微子振荡中纠缠的最佳方法. 如图 1

所示, 四个纠缠度量演化趋势相同, 均为先升后降.

然而, 它们在中微子传播过程中所包含的信息量不

同. 对于初始电子中微子振荡, concurrence fill可

达到最大值 0.89, 而 GGM, three-π 和 GMC三种

纠缠度量达到的纠缠最大值分别为 0.32, 0.55和

0.88. 对于三味中微子振荡的纠缠度量, 与其他三

种纠缠度量相比, concurrence fill是一种更自然的

度量方式, 原因有两个方面: 1) concurrence fill随

比率 L/E 的变化更平滑, 因为它考虑了所有的两

部分纠缠. GGM和 GMC具有非解析尖端, 这是

由于表达式中的非解析最小参数, 它缺少对整体的

纠缠分布的考虑. 2)在电子和 μ子中微子传播过

程中,  concurrence  fill包含了更多的量子资源 .

concurrence fill总是大于或等于其他三个纠缠度

量方法. 所有这些特性都使 concurrence fill在量

子资源理论中, 对于三味中微子振荡中的纠缠量

化, 是一种优秀的纠缠度量方式.

除了上述几种真正的多体纠缠度量方式, 还存

在其他的纠缠度量可用于对三味中微子纠缠的量

化. Li等 [65] 利用三体形成纠缠 [76]、三体共生纠缠 [77]

和三体并发负熵 [76] 从理论和实验两个方面探究了

三味中微子振荡中的纠缠特性, 揭示了它们在三味
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图 1    四种不同种类的纠缠度量 , 包括广义的几何测量 (GGM)、three-π 纠缠、多体共生纠缠 (GMC)、concurrence fill, 在三味电

子中微子振荡系统和三味 μ子中微子振荡系统中的时间演化 [51]　(a) 三味电子中微子系统中不同多体纠缠测度的演化图像 ;

(b) 三味 μ子中微子系统中不同多体纠缠测度的演化图像

Fig. 1. Four kinds of multipartite entanglement measures, including generalized geometric measure (GGM), three-π, genuinely mul-
tipartite concurrence (GMC), and the concurrence fill for three flavors electron neutrino oscillation system and three flavors muon

neutrino  oscillations[51]:  (a)  Dynamic  of  different  multipartite  entanglement  measures  in  three  flavor  electron  neutrino  system;

(b) dynamic of different multipartite entanglement measures in three flavor muon neutrino system.
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中微子振荡中的层级关系. 其中, 实验方面主要基

于对大亚湾中微子和 MINOS中微子合作组公布

的中微子振荡实验数据进行分析. 研究结果表明,

对于电子中微子振荡, 三体共生纠缠是比三体形成

纠缠和三体负熵更合适的纠缠度量, 它能捕获更多

的量子资源, 而对于 μ子中微子振荡, 三体共生纠

缠和三体负熵都比三体形成纠缠更适合量化中微

子振荡系统中的纠缠. 此外, Li等 [65] 基于冯·诺依

曼熵的单配关系构建的剩余纠缠, 通过对其三个剩

余纠缠求平均构建多体纠缠, 以确保所构建的纠缠

度量在味排序改变下保持不变. 通过该方式构建的

多体纠缠熵也可以量化三味中微子振荡的纠缠. 

3.2    三味中微子振荡中的相干性

l1

三味中微子振荡的相干性可以用定性和定量

两种方法来研究. Leggett-Garg不等式可以作为一

种定性标准,   范数可以作为定量度量. 本节从这

两个方面来介绍三维中微子振荡中的量子相干性.

K3

1985年 Legget与 Garg提出了 Leggett-Garg

不等式, 该不等式主要有两个基本假设: 宏观实在

性和非破坏性测量 [72,73]. 第一个假设意味着在系统

上执行测量只会显示已存在的值, 即系统总是处于

宏观可区分状态中的一个; 第二个假设意味着可以

在不改变系统状态及其后续演化的情况下对系统

进行测量. 基于这两个假设, 得到的是一系列的不

等式. Leggett-Garg不等式的最简单形式由参数

 构造, 其定义为 

K3 = C (t1, t2) + C (t2, t3)− C (t1, t3) , (28)

C (ti, tj) = ⟨Q̂ (ti) Q̂ (tj)⟩ Q̂(t)其中  ,   是一个二分可

观测量,  它只能取两个离散值中的一个 ,  通常

由+1和–1标记. 因此, 违反 Leggett-Garg不等式

可以证明量子相干性的存在.

K3

(t0 = 0, t1 = t, t2 = 2t)

K3

Naikoo等 [78] 探究了介质、电荷共轭和宇称破

坏效应同时存在的情况下, 三种味中微子振荡的

Leggett-Garg不等式. 在该项研究中, 主要聚焦于

Leggett-Garg不等式的  参数, 通过使用 T2K[79],

NOνA[80] 和未来实验 DUNE[81] 中的参数数据来检

验 Leggett-Garg不等式的有效性. 当考虑初始中

微子状态为 μ子中微子, 并选择相等的时间间隔

 时 , Leggett-Garg不等式中

的  项变为以下相关函数的和: 

K3 = C(0, t) + C(t, 2t)− C(0, 2t) ⩽ 1. (29)

Q̂ = 2 |να⟩ ⟨να| − 1

|νμ⟩

为了计算出时间关联函数 C, 选取的二分可观

测量为  , 如果中微子状态仍处于

初始状态  , 结果为+1, 反之则为–1. 最终可以

直接计算出关联函数 [78]
 

C(0, t) = 4δαμ⟨νμ(t)|να⟩⟨να|νμ(t)⟩

− 2⟨νμ(t)|να⟩⟨να|νμ(t)⟩ − 2δαμ + 1

=

{
2Pμ→μ(t)− 1, α = μ,

1− 2Pμ→α(t), α ̸= μ,
(30)

 

C(t, 2t) = 1− 2Pμ→e(t)− 2Pμ→e(2t)

+ 4α(t)Pμ→e(2t) + 4β(t), (31)
 

α(t) = |U11
f (t)|2, (32)

 

β(t) = Re[U11
f (t)Ū21

f (t)U22
f (2t)Ū12

f (2t)

+ U11
f (t)Ū31

f (t)U32
f (2t)Ū12

f (2t)], (33)

U ij
f Uf Ū ij

f = U ij∗
f U ij

f

K3

  是味演化矩阵   中的元素,    是  

的复共轭. 结合 (13)式和 (14)式, 得到  项为 

K3 = 1− 4Pμ→e(t) + 4α(t)Pμ→e(2t) + 4β(t). (34)

α = 0.5, β = 0

K3

K3

K3

值得注意的是, 当   时, Leggett-

Garg不等式恢复到平稳极限. Formaggio等 [82] 和

Naikoo等 [83] 研究了在平稳条件下中微子振荡中

的 Leggett-Garg不等式. 图 2展示了  对于三个

不同实验设置的能量变化, 其中 δ取值不同得到

 的不同变化. 和反中微子振荡相比, 中微子振荡

情况下的  在更多的能量区间总是大于 1, 即违

反 Leggett-Garg不等式的现象更加突出 .  违反

Leggett-Garg不等式可以解释为量子性的存在, 因

为量子性是唯一与 Leggett-Garg不等式原理相矛

盾的理论. 如果进行测量的量子态是哈密顿量本征

态的相干叠加, 则揭示了这种量子性. 反之则意味

着这个量子态没有足够的相干性.

此外, Fu和 Chen[39] 分析了基于大亚湾实验

参数下的三味中微子振荡中的 Leggett-Garg不等

式. Gangopadhyay和 Sinha[84] 分析了振荡参数对

Leggett-Garg不等式违反的影响.

虽然违反 Leggett-Garg不等式可以证明相干

性的存在, 然而即使存在量子相干, 也有可能看不

到任何参数空间的 Leggett-Garg不等式违反. 相

反, 如果有足够的相干性就能观察到 Leggett-Garg

不等式的违反. 所以 Leggett-Garg不等式不是量

化相干性的一个良好指标. Song等 [40] 于 2018年
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l1

提出了利用量子资源理论中的相干性度量的方

法来量化三味中微子振荡中的相干性. 对于中微

子振荡来说,   范数相干是最容易计算的相干性度

量, 它等于给定密度矩阵的所有非对角元素的总

和, 即
 

C(ρ) =
∑
i ̸=j

|ρij | ⩾ 0. (35)

Cmax = d− 1

l1

C 的最大值由   限定, 其中 d 是密

度矩阵 ρ的维度. 在三味中微子振荡情形下, C 的

最大值为 2. 对于三味电子和 μ子中微子振荡, 其

 范数相干可以由振荡概率表示:
 

Ce = 2

[√
Pee(t)Peμ(t) +

√
Pee(t)Peτ(t)

+
√
Peμ(t)Peτ(t)

]
, (36)

 

Cμ = 2

[√
Pμe(t)Pμμ(t) +

√
Pμe(t)Pμτ(t)

+
√
Pμμ(t)Pμτ(t)

]
. (37)

当两个振荡概率与生存概率均为 1/3时, 三味

中微子振荡相干性达到最大值为 2. 而当两个振荡

Pee(t)

ξ = Peτ(t)/Peμ(t) ξ > 0.5

ξ < 0.5

Pμμ(t)

Pμτ(t)

l1

概率与复活概率相比很小时, 相干性将接近于零.

此外, 如图 3(a)中的插图所示, 相干关于复活概率

偏导数表明  的微小变化将会导致相干的剧烈

变化, 对应插图中复活生存概率小于 0.1和大于

0.9的相干变化. 为了量化所测量的相干性, 实验

上复活概率可以由各个中微子实验合作组给定, 而

 是由理论预测确定的. 当  

时,  相干随 ξ的变化平缓 ;  当   时 ,  相干随

ξ的变化较为剧烈. 对于大亚湾中微子振荡, 相干

可达到约 0.8, 即使振荡概率小于 10%, 对于 Kam-

LAND下的三味中微子振荡, 其相干性普遍较高,

甚至最大值可以达到 2, 这意味着更多的量子资源

可以用于 KamLAND实验中的中微子振荡. 对于

三味 μ子中微子振荡, 如图 4所示, 理论相干性表

现出更复杂的行为, 其峰值出现在概率   和

 相同的点上. MINOS相干性的实验数据分

布在理论预测线附近, 这与相干性的理论预测是一

致的. 另一方面, T2K相干性的实验数据也与理论

符合得很好. 以上结果都表明  范数相干可以成为

量化数千公里宏观距离上三味中微子振荡中相干

性的可靠工具, 证明了中微子是一种除了光子以外

可以适用于长距离量子通信的基本粒子. 
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K3图 2      对于三个不同实验设置的能量变化 [78]　(a), (b) DUNE; (c), (d) NOνA; (e), (f) T2K. 其中 CP破坏相位 δ取不同的值,

时间可以用长度 (基线 )来确定 , DUNE, NOνA和 T2K的长度分别为 1300, 810和 295 km. (a), (c), (e)对应于初始中微子态 ;

(b), (d), (f)对应于初始反中微子态

Fig. 2. The Variations in K3 as a function of the energy for three experimental setups for different values of the CP-violating phase δ[78]:

(a), (b) DUNE; (c), (d) NOνA; (e), (f) T2K. The time can be identified with the length (baseline) which is 1300, 810 and 295 km for
DUNE, NOνA and T2K, respectively. The panels (a), (c), (e) correspond to the initial neutrino state, and panels (b), (d), (f) corres-

pond to the initial antineutrino state.
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3.3    三味中微子振荡中的非局域性

三味中微子振荡过程中, 其贝尔非局域性, 即

一种模态非局域性是否持久?  针对这个问题 ,

Banerjee等 [50] 利用贝尔不等式的衍生形式Mermin

不等式和 Svetlichny不等式对其进行了研究 .

Mermin不等式是 Bell不等式的一种推广形式, 它

的违反表明了多体系统中各方之间存在标准的非

局域相关性 [85]. 这意味着对于一个三体系统, 概率

分布 P 不能写成局部形式: 

P (a1a2a3) =

∫
dλρ(λ)P1 (a1|λ)

× P2 (a2|λ)P3 (a3|λ) , (38)

a1, a2, a3这里 λ是共享局部变量;   是测量结果. 然

而, 这并不能确保真正的多方非局域性. 如果任意

两个子系统是非局部相关的, 但与第三个子系统不

相关, 则仍然可以违反 Mermin不等式. 为了探索

真正的非局部相关性, 基于混合非局域-局域实在

论 [74] 的 Svetlichny不等式是一个不错的选择, 如

下所示: 

PB (a1a2a3) =

3∑
k=1

Pk

∫
dλρij(λ)

× Pij (aiaj |λ)Pk (ak|λ) , (39)

M3

其中 B 代表两体划分部分. 对于一个三比特量子

系统, Mermin不等式参数   
[86] 和 Svetlichny不

等式参数 [87] 定义为 
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图 3    三味电子中微子振荡情况下理论与实验中的相干 [40]　 (a)来自于大亚湾三个地下实验所获取的实验数据下的相干, 分别

由 EH1, EH2, EH3对应的误差棒描述; (b) KamLAND合作实验的中微子振荡相干. 图 (a)插图分别展示了相干对于中微子生存

概率以及比率 ξ的导数. 图中红线是理论上的相干, 红色带状区域是理论拟合预测值周围的 3σ置信区间的相干. 误差棒所展示

的相干在短距离情况下与理论 3σ范围内一致

Fig. 3. Coherence in theory and experiment for three-flavor electron neutrino oscillations[40]: (a) Coherence based on the experiment-

al data obtained from the Daya Bay collaboration in three underground experimental halls, which is described by the error bars cor-

responding to  EH1,  EH2 and EH3 respectively;  (b)  coherence  of  neutrino  oscillations  under  the  T2K collaboration.  The insets  in

panel (a) show the derivatives of coherence with respect to the neutrino survival probability and the ratio ξ. The red line in the pic-

ture shows the coherence in theory, and the red band indicates the coherence within the 3σ confidence interval around the theoret-

ically fitted prediction. The coherence indicated by the error bars is consistent with the theoretical 3σ range in the short-distance case.
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图 4    三味 μ子中微子振荡情况下理论与实验中的相干 [40].

图中红线是理论上的相干, 红色带状区域是理论拟合预测

值周围的 3σ置信区间的相干 , 黑色方块展示的MINOS合

作实验的中微子振荡相干, 蓝色圆圈是 T2K实验中微子振

荡相干.  误差棒所展示的相干在短距离情况下与理论

3σ范围内一致

Fig. 4. The  coherence  in  theory  and  experiment  for  three-

flavor μ neutrino oscillations[40]. The red line shows the co-

herence  in  theory,  and  the  red  band  indicates  the  coher-

ence within the 3σ confidence interval around the theoretic-

ally  fitted  prediction.  The  black  squares  show  the  coher-

ence  of  neutrino  oscillations  in  the  MINOS  collaboration,

while the blue circles show the coherence of neutrino oscilla-

tions in the T2K collaboration. The coherence indicated by

the error bars is consistent with the theoretical 3σ range in

the short-distance case.
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M3 = ABC +AB′C +ABC ′ −AB′C ′, (40)
 

S3 = ABC +AB′C +ABC ′ −AB′C ′

+A′BC −A′B′C −A′BC ′ −A′B′C ′, (41)

X ′(X = A,B,C)

M3 ⩽ 2 S3 ⩽ 4

M3

S3

其中 X 和  对应于每个量子位的两

种不同的测量设置. 两种参数的经典界限分别为

 和   .  值得注意的是 ,  对于 Mermin

不等式的违反, 至少有一个两体部分必须具有非局

域相关性, 而 Svetlichny不等式只有在所有各方都

具有非局域相关性时才会被违反. 如图 5和图 6所

示, 对于初始三种味 (即电子中微子、μ子中微子、

τ 子中微子)的中微子振荡,   的经典界限在各个

情形中均被突破, 这意味着在系统中存在剩余非局

域性. 而对于  的经典界限, 三种味的中微子振荡

均存在未突破的参数区间. 也就是存在真正的多体

非局域性缺失的情况. 有趣的是, 对于初始电子中

微子振荡, 在其未检测到真正的多体非局域性的时

间演化区间, 另外两种味的中微子, 可以观察到更

强的振荡行为. 虽然真正的多体非局域关联在时间

演化中主要存在 (反过来表明存在真正的三方纠

缠), 但也存在其消失的特定演化区间.

本课题组研究了引力效应下三维中微子振荡

中的非局域性, 通过改变引力效应的强度来得到不

同引力效应下的 Svetlichny不等式的违反程度, 结

果表明在引力效应存在时, 三味中微子振荡过程中

所呈现出的真正三方非局域特性将会发生显著变

化, 具体表现为既可能出现增强的态势, 也可能出

现被削弱的情况 [61]. 

3.4    三味中微子振荡中的熵不确定性关系

不确定性原理被视为量子世界的一个重要特

征, 它通常与经典世界中的对应情况有所不同 .

Renes和 Boileau[88] 提出了基于熵的三体不确定性

关系: 

S(R̂ | B) + S(Ŝ | C) ⩾ qMU , (42)

S(R̂ | B) S(Ŝ | C)

S(R̂ | B) = S(ρR̂B)− S(ρB) qMU = − log2 c(R̂, Ŝ)

c = maxi,j{|⟨ΦR̂
i | ψŜ

j ⟩|2} R̂ Ŝ

|ΦR̂
i ⟩ |ΦŜ

i ⟩

其中  和   是条件冯 ·诺依曼熵 ,

 ,    .

 代表可观测量   和   对应

本征态  和  的最大重叠.

Li等 [65] 利用熵不确定性关系进一步揭示了三

味中微子振荡的量子特征. 为了更好地探索三味中
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图 5    三味中微子振荡情况下参数   的变化 [50]　(a)初始电子中微子; (b)初始 μ子中微子; (c)初始 τ 子中微子. 黑色虚线对应
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Fig. 5. Variation of the parameter     for three-flavor neutrino oscillations[50]: (a) Initial electron neutrino oscillation; (b) initial μ

neutrino oscillation; (c) initial τ neutrino oscillation. The black dotted line corresponds to the classical bound of   .
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图 6    三味中微子振荡情况下参数   的变化 [50]　(a)初始电子中微子; (b)初始 μ子中微子; (c)初始 τ 子中微子. 黑色虚线对应
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Fig. 6. Variation of the parameter     for three-flavor neutrino oscillations[50]: (a) Initial electron neutrino oscillation; (b) initial μ

neutrino oscillation; (c) initial τ neutrino oscillation. The black dotted line corresponds to the classical bound of   .

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 74, No. 7 (2025)    070301

070301-9

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


微子振荡中的熵不确定性关系, Li等 [65] 基于下列

不等式: 

S(X | B) + S(Z | C) ⩾ qMU,

S(Y | B) + S(X | C) ⩾ qMU,

S(Z | B) + S(Y | C) ⩾ qMU, (43)

X Y Z其中  ,    ,    是三个非对易算符. 通过相加可以

得到总的熵不确定性关系: 

S(X|B) + S(Z|C) + S(Y|B) + S(X|C)

+ S(Z|B) + S(Y|C) ⩾ 3qMU. (44)

U=S(X|B)+

S(Y|B)+S(Z|B)+S(X|C)+S(Y|C)+S(Z|C)
在此, 不相容测量的总不确定度为 

 .

在初始电子中微子振荡中, 总熵不确定度为 [65]
 

U = 4 [Hbin (λ1)− 1] + Peμ log2 Peμ + Peτ log2 Peτ

− 2Pee log2 Pee + 3 [(Pee + Peμ) log2 (Pee + Peμ)

+ (Peτ + Pee) log2 (Peτ + Pee)] , (45)

Hbin (λ1) = −λ1 log2 λ1 − (1− λ1) log2 (1− λ1)

λ1 =
1

2
(1−

√
(Pee + Peμ)2 + 2(Pee − Peμ)Peτ + P 2

eτ)

其中  ,

 .

类似地, 可得到 μ子中微子振荡中总的不确定度: 

U = 4 [Hbin (λ2)− 1]− 2Pμμ log2 Pμμ + Pμe log2 Pμe

+ Pμτ log2 Pμτ + 3[(Pμe + Pμμ) log2(Pμe + Pμμ)

+ (Pμτ + Pμμ) log2 (Pμτ + Pμμ)] , (46)

其中, 

λ2=
1

2

[
1−
√

(Pμe+Pμμ)2+2(Pμμ − Pμe)Pμτ+P 2
μτ

]
.

U
如图 7所示, 从理论和实验两个方面分析了

由 (46)式所描述的总的熵不确定度  在三味中微

子振荡中的变化. 熵不确定度在电子和 μ子中微子

振荡中呈现先减小后增大的趋势且均大于其最低

边界, 这表明由 (44)式描述的熵不确定性关系在

三味中微子振荡中总是成立. 此外, Li等 [65] 还研

究了三味中微子振荡中熵不确定度与纠缠的关系,

他们发现在中微子传播过程中熵不确定度和纠缠

之间呈现出反关联的变化趋势, 当纠缠在振荡中达

到最大值时, 熵不确定度达到最小值. 从理论上讲,

这是因为量子纠缠的本质是一种非经典关联, 原则

上量子关联越强, 测量的不确定度越小, 即纠缠越

大, 测量的不确定度越小, 反之亦然. Blasone等 [63]

和Wang等 [64] 在两味中微子振荡中也证明了这一

理论. 不确定性的降低以及纠缠的增加使得中微子

系统能够提供更多的量子资源. 因此, 展现出较高

的量子特性将有利于实现中微子中不相容测量的

较小不确定度.
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图 7　总的熵不确定度在三味电子和 μ子中微子振荡中的

演化 [65]　(a)总的熵不确定度在电子中微子振荡中的演化,

其中 EH1, EH2和 EH3是大亚湾合作项目针对三个不同实

验提供的数据; (b)总的熵不确定度在电子中微子振荡中

的演化. 橄榄线表示总的熵不确定度的理论值 , 红线是

(62)式中的右式 , 对应于总的熵不确定关系的下届 , 黑色

方块代表MINOS+合作项目的实验数据

Fig. 7. The  evolution  of  the  total  entropic  uncertainty  in

three flavor electron and μ neutrino oscillations[65]:  (a) The

evolution of the total entropic uncertainty in electron neut-

rino oscillation, where EH1, EH2 and EH3 are the data ad-

dressed from Daya Bay collaboration for three different ex-

perimental;  (b)  the  evolution  of  the  total  entropic  uncer-

tainty  in  muon  neutrino  oscillation.  The  olive  line  repres-

ents the theoretical value of the total entropic uncertainty,

and the red line corresponds to the lower bound of the total

entropic  uncertainty  relation.  The  black  squares  stand  for

the experiment data from MINOS+ collaboration. 

4   三味中微子振荡中的权衡关系
 

4.1    三味中微子振荡中的单配性关系

在研究多体系统量子相关的过程中, 最重要的

性质之一是单配性, 它描述了多体系统中不同组成

部分之间共享关联资源的约束条件 [34]. 例如, 在三

体系统中, A 和 B 双方之间的相关性越强, A 和
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C 双方之间的相关性就越少, 它们表现出互补的行

为. 单配性关系为研究多体系统的量子关联结构提

供了有效途径. 我们团队 [66] 利用各种量子关联的

单配性关系分析了三味中微子系统中的量子关联

的分配和转化, 主要基于形成纠缠 [89]、量子失谐 [90]

以及几何失谐 [91] 等量子关联.

|ψ⟩AB对于任意两体纯态  , 形成纠缠被定义为 

Ef (|ψ⟩AB) = S (ρA) = −
∑

µj log2 µj , (47)

ρA = TrB (|ψ⟩AB⟨ψ|) µj ρA

ρAB

这里  ,    是   的本征值 .  对

于两体混态  , 利用凸顶构造的方法, 可以得到

两体混态的形成纠缠 

Ef (ρAB) = min
{pi,|ϕi⟩AB}

∑
i

piEf (|ϕi⟩AB) , (48)

ρAB =∑
i
pi |ϕi⟩AB ⟨ϕi| pi

这 里 最 大 化 是 取 遍 所 有 的 纯 态 分 解 

 ,  其中   表示纯态分解的概率 ,

对于一个三量子比特系统, 基于形成纠缠平方的单

配性关系由下列等式描述 [92]: 

E2
f
(
ρA|BC

)
⩾ E2

f (ρAB) + E2
f (ρAC) , (49)

Ef
(
ρA|BC

)
Ef (ρAB) Ef (ρAC)

其中  量化的是 A 与 BC 之间的纠缠 ,

 和  是 A 与 B(C)之间的纠缠.

除了纠缠, 量子失谐也是一个主要的量子关联

度量, 其被定义为 

D (ρAB) = S̃ (ρA | ρB)− S (ρA | ρB) , (50)

S̃ (ρA | ρB) = min{MB
j }
∑

j pjS
(
ρA|j

){
MB

j

}这里  是测量

诱导的量子条件熵.    是在子系统 B 上执行

的投影测量. 基于失谐平方的单配性关系如下 [19]: 

D2
(
ρA|BC

)
⩾ D2 (ρAB) +D2 (ρAC) . (51)

另一方面, 量子失谐的几何测度被定义为两体系

统 AB 的给定量子态与最近的经典态之间的最小

平方希尔伯特-施密特距离 [91]
 

DG (ρAB) = min
σAB∈Ω

∥ρAB − σAB∥22 , (52)

其中最小值是在经典态集合 Ω上取得的, 这里的

距离是 2-范数的平方, 也被称为希尔伯特-施密特

范数. 对任意的三比特纯态, 几何失谐的单配性关

系被描述为 [93]
 

DG
(
ρA|BC

)
⩾ DG (ρAB) +DG (ρAC) . (53)

为了更好地验证三味中微子振荡的单配性关系, 我

们构建了剩余关联度量. 对于三味电子中微子振

荡, 基于以形成纠缠和失谐单配性关系的剩余关联

如下: 

E2
R (ρ

e
ABC) = E2

f (ρ
e
A|BC)− E2

f (ρ
e
AB)− E2

f (ρ
e
AC) ,

(54)
 

D2
R (ρ

e
ABC) = D2(ρeA|BC)−D2 (ρeAB)−D2 (ρeAC) .

(55)

DG(ρ
e
A|BC) =

2Pee(Peτ + Peμ) DG(ρ
e
AC) = 2PeePeτ DG(ρ

e
AB) +

DG(ρ
e
AC) = DG(ρ

e
A|BC)

对于几何失谐, 通过计算, 我们得到了 

 ,    ,   

 . 所以几何失谐在三味中微

子振荡中满足: 

DG(ρ
e
AB) +DG(ρ

e
AC) = DG(ρ

e
A|BC). (56)

类似地可以得到 μ子中微子振荡中的上述三种量

子关联的单配性关系.

如图 8和图 9所示, 形成纠缠的平方、量子失

谐的平方、几何量子失谐在三味中微子振荡中均呈

现出单配性行为. 这些关系的成立会限制中微子振

荡中的关联演化, 即在中微子传播过程中, 系统中

A 与 BC 之间的关联提供了一个严格的界限来限

制子系统 AB 和 AC 之间的关联. 这种限制使得在

中微子振荡中, 两个子系统之间的关联演化产生了

互补行为. 在这些单配性关系中, 我们发现量子失

谐的平方在中微子振荡中具有单配性, 而量子失谐

本身在这种情况下不具有单配性, 这表明对中微子

振荡中单配性性质的研究本质上依赖于对合适关

联度量的选择. 对于几何量子失谐, 其单配性关系

在三味中微子系统中是饱和的, 也就是说, 由几何

量子失谐度量的单个子系统与三味中微子振荡系

统其余子系统之间的关联包含了简化后的成对中

微子子系统的关联. 研究结果还表明, 剩余关联是

一种合理的度量方式, 它不仅能够清晰地刻画中微

子振荡中量子关联的结构, 还能对中微子振荡中单

配性关系所施加的约束进行量化. 这些单配性关系

有助于更好地理解三味中微子系统中关联的分布

情况, 并为研究量子通信中的信息交流及信息转换

提供了一种有效的途径.

对于三味中微子振荡中的单配性研究, 除了上

述量子关联的单配性关系, Li等 [60] 基于量子相干

和两体非局域性的单配性关系研究了相干和非局

域性在中微子系统中的分配和转化. 此外, 近期

我们基于量子纠缠研究了三味中微子振荡中的完

全单配性关系 [61],  该关系包含了三味中微子系

统中整体以及所有两体子系统之间的纠缠, 在此
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情形下, 不仅能够以一种有效的方式探究多体关

联, 而且还可以更加详细地研究三味中微子振荡中

量子关联的分布.
 

4.2    三味中微子振荡中的完全互补性关系

在多体量子系统中, 完全互补性关系 [94] 可以

将不同的量子资源联系起来, 例如纠缠、相干、失

谐. 完全互补性关系为理解量子系统局域和非局域

方面的相互作用提供了一种有效途径. Blasone等 [58]

从完全互补性关系的角度研究了中微子振荡中不

同量子关联的演化. 为了更好地介绍三味中微子振

荡中的完全互补性关系的应用, 接下来简单回顾下

完全互补性关系.

给定一个两量子比特纯态, 对于子系统 k 的完

全互补性关系如下:
 

P2
k + V2

k + C2 = 1, k = 1, 2, (57)

Pk

Vk

C

其中  是系统的可预见性, 与系统的先验 (未经性

测量)的粒子性行为有关;   是可见度, 与系统的

相干有关;   是共生纠缠, 用来量化子系统 k 与另

一个子系统之间的纠缠. 对于三体纯态系统, 完全

互补性关系由以下形式描述:
 

Phs (ρA) + Chs (ρA) + Cnl
hs
(
ρA|BC

)
=
dA − 1

dA
, (58)

Phs (ρA) =
∑dA−1

i=0

(
ρAii
)2 − 1

dA

Chs (ρA) =
∑dA−1

i ̸=k

∣∣ρAik∣∣2
Cnl
hs
(
ρA|BC

)
其中  是可预见性度

量,   是希尔伯特-施密特量

子相干性 (一种可见性的测量方法),   

是 A 和 BC 的非局域相干.

如果将 (58)式中的单个子系统转化成两体子

系统 AB, 完全互补性关系描述为
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图 8    三味电子中微子振荡情况下的单配性关系验证 [66]　(a)电子中微子振荡中的剩余形成纠缠的平方; (b)剩余失谐的平方与

剩余失谐的对比; (c)电子中微子振荡中几何失谐的单配性验证, 可以观察到单配性关系   在

电子中微子振荡中始终保持

DG(ρ
e
AB) +DG(ρ

e
AC) = DG(ρ

e
A|BC

)

Fig. 8. Tests of  the monogamy relation for three-flavor electron neutrino oscillations[66]:  (a) The residual squared entanglement of

formation in the electron neutrino oscillations; (b) the residual squared of quantum discord in comparison to the residual quantum

discord;  (c)  the  monogamy of  the  geometric  measure  of  quantum discord  in  electron  neutrino  oscillations.  One  can  see  that  the

monogamy relation    holds in electron tineutrino oscillations.
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图 9    三味 μ子中微子振荡情况下的单配性关系验证 [66]　(a) μ子中微子振荡中的剩余形成纠缠的平方; (b)剩余失谐的平方与

剩余失谐的对比; (c) μ子中微子振荡中几何失谐的单配性验证, 可以观察到单配性关系   在

μ子中微子振荡中始终保持

DG(ρ
e
AB) +DG(ρ

e
AC) = DG(ρ

e
A|BC

)

Fig. 9. Tests  of  the  monogamy  relation  for  three-flavor  muon  neutrino  oscillations[66]:  (a)  The  residual  squared  entanglement  of

formation in the μ neutrino oscillations; (b) the residual squared of quantum discord in comparison to the residual quantum discord;

(c) the monogamy of the geometric measure of quantum discord in μ neutrino oscillations. One can see that the monogamy relation

  holds in muon tineutrino oscillations.
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Cre (ρAB) + Pvn (ρAB) + Svn (ρAB) = log2 (dAdB) ,
(59)

Svn

Cre Pvn

其中,   是冯·诺依曼熵, 代表子系统 AB 的纠缠;

 是相对熵相干;   是可预测性度量. 与单个子

系统的局域相干相比, 两体子系统的局域相干不会

消失. 后文也将探讨中微子系统的这种效应.

对于三体混态情形, 子系统 AB 的完全互补性

关系形式如下: 

Pvn (ρAB) + Cre (ρAB) + SAB|C (ρABC)

+ IAB:C (ρABC) = log2 (dAdB) , (60)

IAB:C (ρABC) = Svn (ρAB) + Svn (ρC) −
Svn (ρABC) SAB|C (ρABC) = Svn (ρABC)− Svn (ρC)

其 中,   

 ,   .

Cnl
hs (ρ

α
e|μτ) =

Chs
(
ραeμ
)
+ Chs (ρ

α
eτ)

μτ eμ eτ

在 (13)式描述的三味中微子态中,  

 总是成立 ,  也就是说子系统 e

和  之间的非局域相干等于子系统  和  两体关

联之和. 因此 (58)式可以写成以下形式: 

Phs (ρ
α
e ) + Chs

(
ραeμ
)
+ Chs (ρ

α
eτ) = 1/2, (61)

Chs
(
ραeμ
)
= [aαe(t)aαμ(t)

∗]
2
+ [aαμ(t)a

∗
αe(t)]

2

Chs (ρ
α
eτ) = [aαe(t)a

∗
ατ(t)]

2
+ [aατ(t)a

∗
αe(t)]

2

Chs
(
ρeeμ
)

Chs (ρ
e
eτ)

Chs
(
ρμeμ
)

Chs
(
ρμeτ
)

其中,    ,

 .  由该等

式描述的完全互补性关系如图 10所示, e和 μ之

间共享的两体关联大于 e和 τ 之间的两体关联. 因

此, 相干项   相对于   在互补性关系

中做出了更为突出的贡献. 而对于 μ子中微子振荡

的情况, 难以区别  和  之间的主导

贡献, 两者之间呈现一种反关联关系.

eμ针对子系统  , 可以求出由 (59)式描述的完

全互补性关系的相关项:
 

Svn
(
ραeμ
)
= − (Pαe + Pαμ) log2 (Pαe + Pαμ)

− Pατ log2 Pατ, (62)
 

Pvn
(
ραeμ
)
= 2 + Pαe log2 Pαe + Pαμ log2 Pαμ

+ Pατ log2 Pατ, (63)
 

Cre
(
ραeμ
)
= − Pαe log2 Pαe − Pαe log2 Pαe

+ (Pαe + Pαe) log2 (Pαe + Pαe) . (64)

 

0

0.5
(a)

0.4

0.3

0.2

0.1C
C

R
 c

o
m

p
o
n
e
n
ts

5 10 15 20 25 30

//(kmSMeV-1)

hse
e c

hse
em c

hse
et

0

0.5
(b)

0.4

0.3

0.2

0.1C
C

R
 c

o
m

p
o
n
e
n
ts

5 10 15 20 25 30

//(kmSMeV-1)

hsme c
hsmem c

hsmet

图 10    (55)式描述的完全互补性关系中的关联度量在三味中微子振荡中的演化 [58]　(a)电子中微子振荡中的完全互补性关系中

的关联演化; (b) μ子中微子振荡中的完全互补性关系中的关联演化

Fig. 10. Evolution of the correlation measures in the complete complementarity relations described by Eq. (55) in three-flavor neut-

rino oscillations[58]: (a) Evolution of the correlation measures in the complete complementarity relations for electron neutrino oscilla-

tions; (b) evolution of the correlation measures in the complete complementarity relations for μ neutrino oscillations.
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图 11    (53)式描述的完全互补性关系中的相关项在三味电子中微子振荡中的演化 [58]　 (a)子系统   中的完全互补性关系 ;

(b)子系统   中的完全互补性关系; (c)子系统   中的完全互补性关系

eμ eτ
μτ

Fig. 11. The  complete  complementarity  relation  terms  for  three-flavor  electron  neutrino  oscillations[58]:  (a)  The  complete  comple-

mentarity relation terms for     subsystem; (b) the complete complementarity relation terms for     subsystem; (c) the complete

complementarity relation terms for    subsystem.
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eμ eτ

Pvn Cre Svn

eτ Svn

图 11和图 12分别给出了由 (59)式描述的完

全互补性关系中的相关项在电子和 μ子中微子振

荡中的演化. 对于   和   子系统, 可预测性度量

 、相对熵相干   、纠缠熵   三者均呈现出强

烈的振荡行为, 而对于   子系统, 纠缠熵   会达

到一个稳定振荡, 即在最大值附近发生微小振荡变

化, 这种行为在较长的时间演化区间内会持续存

在. 这种稳定振荡行为可能对量子信息任务很有用. 

5   结论与展望

本文主要回顾了三味中微子振荡中的一些量

子性研究. 首先阐述了三味中微子常见的振荡模

型, 主要基于平面波和波包方法下的中微子振荡.

之后着重介绍了三味中微子振荡中具体的量子性

研究, 从量子信息理论中的资源理论中的关联度量

和权衡关系两个方面进行介绍分析. 在中微子振荡

量子资源特性的研究中, 回顾了纠缠、相干、非局

域性和不确定度等常见的资源度量在中微子系统

中的具体表现, 揭示了它们在三味中微子振荡中的

演化特征. 在三味中微子振荡的纠缠研究中可以通

过对比不同的纠缠度量在三味中微子振荡中的具

体表现, 得到中微子振荡中最优的纠缠量化方式.

对于中微子振荡的相干性, 可以利用 Leggett-Garg

不等式和资源理论中的相干性度量分别进行定性

和定量分析. Mermin不等式和 Svetlichny不等式

呈现了三味中微子振荡中的模态非局域性的具体

表现. 熵不确定性关系解释了中微子振荡中熵不确

定度和量子关联之间的反关联关系. 最后简要介绍

了单配性关系和完全互补性关系等权衡关系在三

味中微子振荡中的具体应用, 单配性关系和完全互

补性关系对于研究中微子系统中量子资源的分配

和转移具有重要研究意义.

这些资源度量和权衡关系与许多量子信息处

理任务直接相关, 不仅在揭示中微子振荡的内在量

子特征方面具有不可或缺的作用, 而且对于挖掘中

微子作为量子信息处理潜在资源的可能性具有关

键的研究价值. 在中微子量子信息理论这一研究领

域, 基本物理效应下的中微子振荡的量子性研究目

前吸引了众多研究者的关注, 例如引力效应对中微

子振荡相干性的影响 [95] 和非标准相互作用对中微

子振荡中量子关联的影响 [96]. 在该研究背景下, 还

可以研究基础物理效应存在时, 中微子振荡中量子

资源间的分配关系及不确定关系的变化行为. 此

外, 考虑 PMNS矩阵中的 CP违反相位对中微子

振荡量子性的影响也是一个值得探讨的课题. 当引

入中微子的自旋性质以及手性振荡时, 中微子可以

看作一个超纠缠态 [97], 其中自旋、手性以及味态可

以看作中微子超纠缠态中不同的自由度, 那么利用

量子资源理论可以研究中微子超纠缠态不同自由

度之间的相互作用. 最后, 在量子场论的框架下,

研究中微子振荡的量子性也是一个具有重要意义

的研究方向, Blasone等 [98] 探讨了中微子振荡中

的 Leggett-Garg不等式. 对中微子量子性的研究,

众多科研工作者正持续深入地进行探索与钻研, 不

断推动着该领域边界的拓展与理论的深化. 虽然考

虑到目前的技术, 中微子的操纵是一个巨大的挑

战, 但对中微子振荡的量子特性研究是迈向中微子

量子信息处理的重要一步.
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Abstract

Studying  the  quantum  resources  of  neutrino  oscillations  is  a  topic  worth  exploring.  This  review  mainly
introduces  the  use  of  quantum resource  theory  to  characterize  the  quantum resource  characteristics  of  three-
flavor neutrino oscillations, and the specific evolutionary patterns of different entanglement measures in three-
flavor  neutrino  oscillations.  In  addition,  by  comparing  the  cases  of  different  entanglement  evolutions,  the
optimal  method  of  quantifying  entanglement  in  three-flavor  neutrino  oscillations  can  be  obtained.  Moreover,
this review also focuses on the quantifying the quantumness of neutrino oscillation observed experimentally by
using the l1-norm of coherence. The maximal coherence is observed in the neutrino source from the KamLAND
reactor. Furthermore, we examine the violation of the Mermin inequality and Svetlichny inequality to study the
nonlocality  in  three-flavor  neutrino  oscillations.  It  is  shown  that  even  though  the  genuine  tripartite  nonlocal
correlation  is  usually  existent,  it  can  disappear  within  specific  time  regions.  In  addition,  this  review  also
presents  the  trade-off  relations  in  the  quantum  resource  theory  of  three-flavor  neutrino  oscillations,  mainly
based on monogamy relations and complete complementarity relations. It is  hoped that this review can bring
inspiration to the development of this field.
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