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基于 Dicke模型引入非厄米原子-场耦合, 本文通过调节非线性原子-光子相互作用研究开放 Dicke模型

的量子相变和奇异点. 通过厄米算符进行相似变换, 然后对系统对角化得到有效的非厄米哈密顿量, 并利用

自旋相干态变分法计算宏观量子态的能量泛函. 非厄米 Dicke模型主要结果是: 系统超辐射相和相关量子相

变完全消失, 出现了不稳定的非零光子数态; 在泵浦场产生的非线性原子-光子相互作用影响下, 系统的量子

相变发生了显著变化; 能谱出现两个奇异点, 两个奇异点之间的能谱为复数, 而其他区域为纯实数; 红、蓝腔-

泵浦场失谐调控下, 相图显示出丰富的量子相变. 随着原子-场耦合强度的增大, 系统出现从超辐射相到正常

相的新奇反向量子相变, 不同于 Dicke模型.
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1   引　言

标准量子力学中系统的哈密顿量通常是厄米

的, 这保证了系统对应的能量本征值为实数, 并且

时间演化算符为幺正算符. 然而实际系统中普遍存

在增益和损耗, 其反映的物理现象相比厄米系统更

符合实际, 这类系统由非厄米哈密顿量描述. Bender

等 [1–3] 提出的宇称-时间 (parity-time, PT)对称表

明在空间反演 (P)和时间反演 (T)共同作用下不

变的非厄米哈密顿量具有实数本征值. 需要注意的

是, 系统的能量本征值并非在整个参数区域内都是

实数, 随着系统参数的变化, 能谱可能经历由实数

到复数的相变 [1,4,5]. 发生相变的临界值被称为奇异

点 (exceptional point, EP)[6], 在奇异点处系统的

本征态和本征值将同时合并. 非厄米系统 [7,8] 引起

了大量研究人员的关注, 研究发现了许多新奇效应

和应用, 例如单向不可见性 [9]、线性响应理论 [10]、

趋肤效应 [11]、体边对应 [12] 和量子相变 [13–16] 等, 还

可利用非厄米理论研究量子多体系统 [17,18]、实现高

性能激光器 [19] 以及增强传感器灵敏度 [20] 等.

接近绝对零度时, 系统会发生由量子涨落引起

的量子相变, 这一现象证明了多体物理中相关的物

理性质. 当系统的外部参数达到临界点时, 其基态

性质会发生剧烈变化, 此时系统发生了量子相变.

Dicke模型 [21] 描述了 N 个二能级原子与单模光场

之间的相互作用, 展示了丰富的量子相变现象. 在

热力学极限下, 当原子-场耦合强度达到临界值时,

系统经历从正常相 (NP)到超辐射相 (SP)[22–24] 的

量子相变. 量子相变在各种扩展的 Dicke模型 [25,26]

中得到表征, 例如包含原子间相互作用的 Dicke模

型 [27]、非线性光相互作用的 Dicke模型 [28] 以及原
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子-光力学系统 [29,30] 等. 然而, 在原子-场系统中观

察到量子相变的必要条件极为苛刻, 需要集体原

子-光子相互作用与原子的能级空间数量级相当,

因此在原子-场系统实验中观察超辐射相变仍是一

项具有挑战性的任务. 在传统的原子-场系统中, 通

过将玻色-爱因斯坦凝聚体 (BEC)囚禁在高精度

光腔内 [31–34] 可以实现这一必要条件, 因此该模型

被认为是探索多体现象的重要平台. 最近, 涉及环境

增益和损耗的非厄米系统实验 [35–38] 取得了相关进展.

本文研究了 BEC实验 [34] 中泵浦激光器产生的

非线性原子-光子相互作用影响下的非厄米 Dicke

模型. 分析具有耗散耦合的单模光场中 N 个二能

级原子的宏观量子态, 利用自旋相干态 (SCS)变

分法 [39,40] 得到基态能量泛函, 通过二阶偏导判定

基态解的稳定性. 自旋相干态变分法可以揭示多体

物理系统的基态特性, 同时可考虑正常自旋态和反

转自旋态, 并产生多稳的宏观量子态. 本文采用自

旋相干态变分法, 展示了原子-光子相互作用下非

厄米 Dicke模型的基态相图、量子相变特性以及奇

异点的特殊现象. 

2   模型和基态能量泛函

∆a

(ℏ = 1)

考虑由 N 个二能级冷原子与光腔耦合的系统,

其中原子-场之间存在耗散耦合 (图 1(a)), 大失谐

 下原子能级跃迁如图 1(b)所示, 关于能级跃迁

参考文献 [22,34]. 系统的非厄米哈密顿量表示为

 
[35–38]

 

H = ωfa
†a+ ω0Sz +

ig
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√
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+
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N
Sza

†a, (1)

a† a

ω0 ωf

Si (i = z,±)

[S+,

S−]=2Sz [Sz, S±]=±S± S = ±N/2

式中  和  分别表示光场的产生算符和湮灭算符,

 是两个原子能级之间的跃迁频率,    是腔场的

有效频率. 赝角动量算符是一种类似于角动量算符

的数学构造, 但其并不对应于真实的角动量, 通常

用于描述涉及自旋轨道耦合情况下某些特定系统

(如二维电子气)中的粒子行为, 表示为轨道角动量

算符和自旋角动量算符的和. 该系统中集体原子的

赝角动量算符  描述了满足 SU(2)李代

数对易关系的集体原子算符, 其对易关系为  

 和  , 自旋量子数  ,

N 是总粒子数, g 是两个动量态之间虚原子-场耦合

强度.

ωc |0, 0⟩ ↔ |±k, 0⟩
|±k,±k⟩ ↔ |0,±k⟩ g0

|0, 0⟩ |±k,±k⟩
px = py = 0 px = py = ±k |0, 0⟩ ↔ |0,±k⟩

|±k,±k⟩ ↔ |±k, 0⟩ ωp

Ωp ωa

∆a = ωp − ωa |±k, 0⟩ |0,±k⟩

ω0 = 2k2/ (2m)

|0⟩ = |0, 0⟩ |1⟩ = |±k,±k⟩ ωf =

ωc − ωp + g20/∆a

|0⟩ |1⟩ g20/∆a

图 1(b)表明, 腔模频率  引起 

和  的过渡, 单光子Rabi频率  ,

其中  和   表示原子动量态, 分别对应

 和   . 跃迁  

和  由频率为  的泵浦激光器控

制,   为泵浦拉比频率.   为原子跃迁频率. 在大

失谐  下 ,  态   和   可以绝

热消除, 由此得到有效的二能级模型, 其分裂能量

 是反冲能量的两倍. 二能级态可以

简化为  和   . 频率为  

 的腔模诱导了平衡拉曼通道在状

态  和状态   之间的转变,    与哈密顿量

(1)式中非线性原子-光相互作用 U 关联.

已有实验 [35,38] 通过光学系统实现了两个长寿

命原子自旋波之间的耦合, 该系统的耦合强度为纯

虚数 [35,37,38], 这与哈密顿量 (1)式中的原子-场耦合

完全一致 [35]. 文中考虑了原子不同动量态的耦合,

哈密顿量中的虚数相互作用可以看作系统的反

PT对称性 [35,38]. 2016年, Peng等 [35] 利用原子体
 





Pump

(a)

00

p

a

p

|0〉=|0, 0〉
|1〉=|+, +〉0

a

|0, +〉|+, 0〉(b)

∆a图 1    (a) 横向泵浦激光器捕获光腔中冷原子的实验原理图; (b) 大失谐   下原子能级跃迁图

∆a

Fig. 1. (a) Experimental schematic for cold atoms trapped in an optical cavity with a transverse pumping laser; (b) transition dia-

gram of atomic energy level in the large detuning   .
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Λ

Λ

Λ

系本身的特点, 即原子热运动实现了光模式之间的

耦合, 具体是原子在一个通道中和光发生相互作用

后量子态发生改变, 该原子通过热运动又进入了另

外一个光通道, 与这束光发生相互作用, 将之前那

束光的信息传达给这束光, 从而实现了两个光模式

之间的间接耦合, 构建出了 PT反对称的哈密顿

量. 传统的 PT对称实验都是两个光模式之间的直

接耦合, 而热原子体系中的耦合是间接的, 原子间

的自旋波先发生耦合, 再把耦合信息传达给光. 正

是由于中间多出的这一步, 使得一些新颖的光学现

象和光控制手段成为可能. 该实验只需要改变光的

旋性, 就能使整个体系发生从线性到非线性的转

变, 实现一种类四波混频的过程, 这在一般的体系

中是做不到的. 2024年, Zheng等 [38] 再次将该思

想进行了延伸, 两个空间分离的光学通道在 54 ℃

的石蜡包裹的 87Rb蒸气池中传播. 通过原子的热

运动实现了两个通道中产生的自旋波之间的耗散

耦合, 具体通过   型电磁诱导透明相互作用来实

现. 实验中通过将强控制光与弱探测光重叠, 在两

个空间分离的光通道中形成了  型电磁诱导透明,

这促使形成集体自旋波并提高相干性 [35,37,38]. 在一

定温度下, 原子以一定的速度随机运动并在腔体内

发生碰撞, 这样原子就可以传递不同通道中自旋波

的能量和动量, 并导致原子间的相互激发与耗散耦

合. 第二通道的控制光与特定能级跃迁共振, 第一

个通道的控制光通过红移调制进行有效耦合, 增强

不同通道自旋波之间的信息传递. 实验采用的抗松

弛涂层和空间分离的光通道实现了原子在不同通

道的随机运动和原子与腔壁的碰撞形成的自旋波

之间的耗散耦合. 实验通过调节原子的热运动和频

率可实现能量和相位的有效耦合, 同时利用自旋波

的相干性使耦合保持而不引入额外的噪声, 还通过

 型电磁诱导透明特性实现不同通道之间信息的

有效转移. 总之, 该实验实现了自旋波之间的有效

耦合和相对低噪声下的量子态传输. 基于这两个实

验方案, 打破传统开放系统耗散项的引入来实现原

子与光场间的耗散耦合, 本文构建了拓展的非厄

米 Dicke哈密顿量. 非厄米物理的最新进展将原

子、分子和光学物理领域联系在一起, 促使新的现

象和应用的出现 [35], 其研究重点通常集中在本征

值和本征态的简并性以及复数能谱上.

在量子相变的实验中, 通过引入泵浦激光以改

变腔场的频率 [23,24,32,34], 由此产生了额外的非线性

原子-光子相互作用, 只存在于具有非零动量的激

|±k,±k⟩
ωf = ∆+ 7U/6 ∆ = ωc − ωp ωc

ωp

ωp

|±k,±k⟩ |0, 0⟩

发态  
[32] 的原子中. 光腔的有效频率 [22] 为

 ,  其中   表示空腔   和

泵浦频率  之间的失谐 [32]. 哈密顿量 (1)式的最

后一项描述了非线性原子-光子相互作用 [32,34], 这

种相互作用导致了空腔频率  的色散位移 [22,32,34].

图 1是横向泵浦激光器捕获光腔中冷原子的实验

原理图, 动量态   和   之间通过耗散相

互作用耦合.

a |α⟩ =
α |α⟩ α = γeiη

假设玻色场的试探波函数是相干态 

 , 其具有复本征值  , 在玻色相干态平

均后, 赝自旋算符的有效哈密顿为 

H̃ = ⟨α |H| α⟩ = ωfγ
2 +Hsp (γ, η) , (2)

其中, 

Hsp (γ, η) =

(
ω0+

U

N
γ2

)
Sz+

ig√
N
γ cos η (S+ + S−) .

(3)

H†
sp (γ, η) ̸= Hsp (γ, η)

不同于普通 Dicke模型, 这是一个非厄米自旋哈密

顿量,   . 对角化非厄米自旋哈

密顿量, 并利用试验态找到实能谱: 

|±ψ (θ, ϕ)⟩r = R (θ, ϕ) |s,±s⟩ , (4)

r

R (θ, ϕ) = eθ/2(S+eiϕ+S−e−iϕ)

R (θ, ϕ)R−1 (θ, ϕ) = 1 R (θ, ϕ)

θ ϕ

其中, 下标“  ”表示非厄米哈密顿量中的右矢态.

由于非厄米哈密顿量在幺正变换下仍是非厄米的,

变换算符  与普通量子力

学中有所不同, 其是厄米的但不是幺正的. 厄米变

换算符满足关系  , 在  

的作用下对角化非厄米哈密顿量得到实数能谱, 非

厄米哈密顿量 (3)式被 Mostafazadeh[41–43] 称为赝

厄米哈密顿量. 根据赝厄米理论 [41–46] 可知, 利用厄

米算符进行相似变换可以将赝厄米哈密顿量转换

为厄米哈密顿量, 在这个过程中需要确定角度参数

 和  . 假设具有实数本征值的试验态是哈密顿量

(3)式的本征态, 在相似变换下有: 

Hsp (γ, η) |±ψ (θ, ϕ)⟩r = E±|±ψ (θ, ψ)⟩r,

r ⟨±ψ (θ, ϕ)|H†
sp (γ, η) = r ⟨±ψ (θ, ϕ)|E±.

H†
sp (γ, η)假设复共轭哈密顿量  的本征态为

 

H†
sp (γ, η) |±ψ (θ, ϕ)⟩l = E±|±ψ (θ, ϕ)⟩l,

l ⟨±ψ (θ, ϕ)|Hsp (γ, η) = l ⟨±ψ (θ, ϕ)|E±,

其中下标“l”表示左矢态, 左矢态可以由矩阵算子 [44,45]

从右矢态中生成: 

|±ψ (θ, ϕ)⟩l = χ|±ψ (θ, ϕ)⟩r,
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χ = R−2 (θ, ϕ)

|s,±s⟩ |±ψ (θ, ϕ)⟩l =
R−1 (θ, ϕ) |s,±s⟩

矩阵算子为  ,  因此根据极值自旋

相干态  也可以生成左矢态  

 .

对应的正交条件是: 

l⟨±ψ (θ, ϕ) | ±ψ (θ, ϕ)⟩r = 1,

l⟨±ψ (θ, ϕ) | ∓ψ (θ, ψ)⟩r = 0,

或 

r ⟨±ψ (θ, ϕ) |χ| ±ψ (θ, ϕ)⟩r = 1,

l ⟨±ψ (θ, ϕ)
∣∣χ−1

∣∣ ∓ψ (θ, ϕ)⟩l = 0.

R (θ, ϕ)

Sz, S+, S−

通过厄米算符  进行相似变换 ,  自旋算子

 变成如下形式: 

R(θ, ϕ)
−1
SzR (θ, ϕ)

= Sz cosh θ +
1

2
sinh θ

(
S+eiϕ − S−e−iϕ) ,

R(θ, ϕ)
−1
S+R (θ, ϕ)

= S+cosh2
θ

2
+ e−iϕSz sinh θ − e−2iϕS−sinh2

θ

2
,

R(θ, ϕ)
−1
S−R (θ, ϕ)

= S−cosh2
θ

2
− eiϕSz sinh θ − e2iϕS+sinh2

θ

2
.

Hsp (γ, η)在此条件下对有效自旋哈密顿量  进行对

角化可得 

1

2

(
ω0 +

U

N
γ2

)
eiϕ sinh θ

= − ig√
N
γ cos η

(
cosh2

θ

2
− e2iϕsinh2

θ

2

)
,

1

2

(
ω0 +

U

N
γ2

)
e−iϕ sinh θ

=
ig√
N
γ cos η

(
cosh2

θ

2
− e−2iϕsinh2

θ

2

)
. (5)

θ ϕ由此确定角度参数  和  并得到非厄米自旋哈密顿

量的能量函数为 

E±
sp (γ) = ±N

2

√(
ω0 +

U

N
γ2

)2

− 4g2γ2

N
, (6)

γ H可以看出能量函数只与参数  有关. 总哈密顿量 

的能量函数为 

E± (γ) = ωfγ
2 ± N

2

√(
ω0 +

U

N
γ2

)2

− 4g2γ2

N
, (7)

每个原子的平均能量函数为 

ε± (γ) =
ωfγ

2

N
± 1

2

√(
ω0 +

U

N
γ2

)2

− 4g2γ2

N
. (8)

 

3   非厄米 Dicke模型的奇异点和量子
相变的消失

(U = 0)考虑无非线性相互作用  的非厄米哈密

顿量, 耗散原子-场耦合影响下系统的能谱发生变

化. 每个原子对应的平均能量:
 

ε± (γ) =
ωfγ

2

N
± 1

2

√
ω2
0 −

4g2γ2

N
, (9)

ge =
√
Nω0/2γ

γ

能谱由奇异点  划分为实数区域和复

数区域, 奇异点取决于变分参数  . 能谱的奇异点

和复数区域是非厄米哈密顿量产生的关键影响.

ω0 = 1 MHz g ∈

[0, 35] ω0

根据实验 [22–24,34],  文中选取原子频率为

 , 腔与集体原子的耦合强度范围为 

 , 能量、频率和耦合常数都以  为单位.

Im[ε±]

g np

ge ge

Im[ε+] = Im[ε−] = 0

ge

g

np

|−ψ (θ, ϕ)⟩ |+ ψ(θ,

ϕ)⟩ np = γ2/N = 1

g = 1

g np

ge

g < ge

|±ψ (θ, ϕ)⟩ g > ge

图 2给出了能量本征值的虚部   关于耦

合强度  和平均光子数  变化的相图. 奇异点曲线

 把能谱分为实数区域和复数区域, 图 2中   下

方区域  , 对应能谱的纯实数区

域,    上方能谱虚部不为 0. 图 3(a), 图 3(b)分别

为能量实部 (1)和虚部 (2)随着原子-场耦合强度 

和平均光子数  变化的图像, 其中黑线和红线分别

表示自旋向下态  和自旋向上态  

 . 图 3(a)中平均光子数为  , 能谱

与图 2横点线对应; 图 3(b)取耦合强度   , 能

谱与图 2竖点线对应. 根据图像可以看出, 不论以

耦合强度  还是平均光子数  为变量, 两个本征值

在奇异点  处重合, 其对应的本征态是简并的. 当

 时, 能量函数有两个实数分支, 分别对应宏

观量子态  , 在   的区域能量函数变

为复数.

稳定态是根据能量函数的极值条件确定的, 根

据变分法得到极值方程:
 

∂ε±
∂γ

=
2γ

N

ωf ∓
g2√

ω2
0 −

4g2γ2

N

 = 0. (10)

γ = 0极值方程 (10)有一个解  , 用二阶导证明零光

子数解的稳定性:
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∂2ε±
∂γ2

=
2

N

[
ωf ∓

g2ω2
0

(ω2
0 − 4g2γ2/N)

3/2

]
, (11)

 

∂2ε±
∂γ2

(γ = 0) =
2

N

(
ωf ∓

g2

ω0

)
. (12)

γ− = 0

γ+ = 0

根据二阶导可知解  是全区域稳定的, 而稳

定解  只有在以下区域是稳定的:
 

g <
√
ωfω0. (13)

gc =
√
ωfω0 γ± = 0

NPbi (N−, N+)

ε∓ (γ = 0) = ∓ω0/2

具有稳定零光子数的区域被称正常相 (NP) , 其边

界为  , (13)式内出现了具有   的

双稳态  . 两个零光子数对应的能量

是  , 分别对应于基态 (自旋向下)

γ+ = 0 γ− = 0

和反转态 (自旋向上)的能量. 这与正常 Dicke模

型的情况正好相反, 正常 Dicke模型的全区域稳定

解为  ,  而稳定解   的范围是 (13)式 .

这是非厄米哈密顿量 (1)式的关键影响之一.

极值方程 (10)具有非零的光子数: 

np+ =
γ2+
N

=
1

4

(
ω2
0

g2
− g2

ω2
f

)
, (14)

γ−

该解在 (13)式的区域内是正实数. 同时, 非零光子

数解  不存在. 非零光子数 (14)式在 (13)式对应

的区域中是不稳定的: 

∂2ε+
∂γ2

(γ+) =
2ωf

N

(
1− ω2

0ω
2
f

g4

)
< 0, (15)
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γ+ np+ > 0

S̃+

由此可知, 非零光子数解  对于  是不稳定

的, 不稳定的非零光子数对应的态  与 NP在同

一区域, 其对应的平均能量为 

ε+ (γ+) =
1

4

(
ω2
0

g2
+
g2

ω2
f

)
. (16)

原子布居数表示为 

∆na = ± ω0

2
√
ω2
0 − 4g2γ2/N

, (17)

∆na (γ = 0) = ±1/2

S̃+ ∆na (γ+) =

ωfω0/2g
2

零光子数解对应的布居数为  ,

不稳定态  对应的原子布居数为  

 .

ε±

np g

S̃+ NPbi (N−, N+)

图 4(a), 图 4(b)分别为平均能量  和平均光

子数  随原子-场耦合强度  的变化情况. 在非厄

米原子-场耦合的影响下, Dicke模型中不再产生稳

定的非零光子态, 也不会出现超辐射相和相关的量

子相变. 不稳定态  和双稳态  共存

于同一区域.
  

0

2

4

+

+, -
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0

2

4

(a)

(b)


p


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
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

+


ε± np

g

ωf = ω0

图 4　(a) 平均能量   和 (b) 平均光子数   随原子-场耦

合强度   变化的示意图 , 腔频率与原子跃迁频率满足关

系  

ε±

np

g

ωf = ω0

Fig. 4. (a)  The  average  energy      and  (b)  the  average

photon number    as a function of the atom-field coupling

strength    with the cavity frequency and the atomic trans-

ition frequency satisfy the relation   .
  

4   非线性原子-光子相互作用诱导的
多个 EP和量子相变

在冷原子实验中, 额外的泵浦场提供了能量来

平衡耗散腔耦合的损失, 因此超辐射相和相关的量

np g U

g np

U

ge =
1

2

(
ω0√
np

+ U
√
np

)
,

g U

子相变会重新出现在非厄米系统中. (8)式为非线

性相互作用影响下系统的能量函数, 分别考虑给定

光子数  , 耦合强度   和非线性相互作用   对系

统能谱的影响, 以及给定耦合强度  , 光子数  和

非线性相互作用  对系统能谱的影响. 根据系统的

能量函数 (8), 非线性相互作用影响下奇异点的表

达式表示为   可看出奇异

点的位置受到非零光子数的影响, 而非零光子数与

原子-场耦合强度  和非线性相互作用  密切相关.

Im[ε±]

Imε+ = Imε− = 0

g

U

U = 20

g = 15

U

U

图 5展示了本征值的虚部   在 U-g 平面

的相图, 其中三角形区域外   . 选

定耦合强度 g 时可以看到随着原子-光子相互作用

U 变化时, 能谱出现两个 EP, 随着耦合强度的增

大, 能谱的复数区域增大. 图中虚线与图 6选取的

参数对应. 图 6(a)和图 6(b)分别显示了能量实部

和虚部随着原子-场耦合强度  和原子-光子相互作

用  变化的图像. 图 6(a)取原子-光子相互作用

 , 对应图 5横虚线的情况, 图 6(b)取耦合

强度  , 对应图 5竖虚线的情况. 根据图 6(b)

可以看出, 以原子-光子相互作用  为变量时出现

了两个 EP, 而在图 3中无非线性相互作用  的情

况下, 只存在一个 EP. 能谱在两个奇异点之间是

复数, 在其他区域是实数.

Im[ε±] np-U

np

U

np

U

U = 20

np

np = 1

U

图 7为本征值的虚部  在  平面的相

图. 选定光子数  可以看出随着原子-光子相互作

用  变化时, 能谱出现两个 EP. 图 8(a)和图 8(b)

分别显示了能量实部和虚部随着光子数  和原子-

光子相互作用  变化的图像. 图 8(a)取原子-光子

相互作用  , 对应图 7横虚线的情况, 结合

图 7和图 8(a)可知在  很小的范围内能谱会出现

两个 EP. 图 8(b)取光子数   , 对应图 7竖虚

线的情况. 结合图 2、图 5和图 7可知, 在原子-光

子相互作用  的影响下, 能谱在一定条件下会出现

两个 EP.

U

γ

通过变分方法研究含有非线性原子-光子相互

作用  的非厄米哈密顿量 (1)式的稳定态. 能量函

数的极值解由 (8)式对变分参数  的一阶导数决定: 

∂ε±
∂γ

=
γ

N

2ωf ±
U

(
ω0 +

γ2U

N

)
− 2g2√(

ω0 +
U

N
γ2

)2

− 4g2γ2

N

 = 0.

(18)
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γ = 0其总是有一个零光子数解  , 其对应的二阶导为 

∂2ε±
∂γ2

=
2ωf

N
±
U

(
ω0+

U

N
γ2

)3

−2g2
(
3
U2

N2
γ4+ω2

0

)
[(

ω0 +
U

N
γ2

)2

− 4g2γ2

N

]3/2
.

(19)

γ = 0将零光子数解  代入二阶导 (19)式得到 NP

对应的区域: 

∂2ε± (γ = 0)

∂γ2
=

∓2g2 ± Uω0 + 2ωfω0

Nω0
> 0. (20)

由极值方程 (18)得到非零光子数解为 

np± =
1

U2

[(
2g2 − ω0U

)
∓ 4g |ωf|

√
X

Y

]
, (21)

X = ω0U − g2 Y = U2 − 4ω2
f

np±

其中  ,    .  解析地导出

了解  对应的二阶导数: 

∂2ε± (np±)

∂γ2
= ±Y

√
Y

X

np±
g
. (22)

S∓

S∓ X > 0, Y > 0 X <

0, Y < 0

由稳定态  表示的 SP由正光子数 (21)式和正二

阶导数 (22)式共同确定. 根据 (21)式, 可以得到

稳定态  必要的条件分别为  和 

 . SP的相边界由非零光子数 (21)式确定: 

gU =
√
ω0U. (23)

∂ε± (γ = 0) /

∂γ = 0

SP和NP之间的相边界可以根据方程 

 确定, 得到相边界: 

gc± =
√

(±ωf + U/2)ω0. (24)

将非零光子数 (21)式代入 (8)式得到 SP中每个

原子的平均能量: 

ε± (γ ̸= 0) = ωfnp± ± g
√
X/Y , (25)

零光子数解对应的平均能量为 

ε± (γ = 0) = ±1

2
ωf, (26)

gc± |+ψ⟩
|−ψ⟩

相边界  分别对应自旋向上态   和自旋向下

态  .

(∆ > 0)

(∆ < 0)

S− gc−

N− g > gc−

N− N+

gc+

NPbi (N−, N+) N−

gc+ gc− N−

S+ ∆ = −40

S+ gc+ gc−

gU =
√
ω0U

gc+ gc−

NPbi (N−, N+) gc+ gc−

S+ N−

图 9(a), 图 9(b)分别展示了红失谐  和

蓝失谐  情况下系统在 g-U 空间的相图. 在

图 9(a)中, 态   对应的 SP位于边界线   下方,

而态  对应的 NP存在于   的区域. 随着

耦合强度的增大, 发生了 SP向 NP的反向相变,

这与普通 Dicke模型正好相反. 零光子态  和 

在相边界  上方区域都是稳定的, 被称为双稳态

 , 其中   是能量较低的基态. 曲线

 和   之间的区域只存在   对应的单个 NP.

反转态  不存在. 图 9(b)所示的蓝失谐 (  )

情况下出现了反转态  , 其中相边界  和  来

源于 (24)式, 这两条相边界的交点是一个多稳态

临界点. 同时, 由 (23)式给出的相边界 

与相边界  和   共同划分出了更多的相分区.

双稳态  出现在  和  的边界线上

方. 稳定的反转态   与正常态   共存于标记为
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Fig. 8. The real part and the imaginary part of the eigenvalue    as functions of the photon number   (a) and the atom-photon

interaction   (b).
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N−

NPco (N−, S+) NP(N+)

gc+ gc−

γ = 0

SP(S−) gc− gU

(1)的区域中, 其中能量较低的   为基态, 区域

(1)表示为   .    出现在相边界

 和   包围的区域. 根据变分法, 零光子数态

 对应的不稳定区域称为不稳定的宏观真空

(UMV).   位于相边界  和  以下.
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图 9　g-U 空间 (a)红失谐   和 (b)蓝失谐  

的相图. 图 (b)中标签 (1)表示  

∆ = 40 ∆ = −40

NPco (N−, S+)

Fig. 9. Phase diagrams in the g-U  space for  (a)  red detun-

ing     and (b) blue detuning    . Label (1) is

the NP denoted by   .
 

ge =
1

2

(
ω0√
np

+ U
√
np

)
,

值得一提的是, 从文中给出的奇异点表达式

  发现奇异点位置受非零

光子数解的影响. 而从图 9的量子相变的相图可以

看出, 满足 (24)式的相边界受到原子和腔场频率、

耦合强度和非线性相互作用等的影响, 通过刻画光

子数解能够得到不同相区的相边界. 虽然非零光子

数解也受到频率、耦合强度和非线性相互作用等的

影响, 如 (14)式和 (21)式 . 可见相变点和奇异点

之间有复杂的关系, 通过 (24)式可以得到在某些

确定参数下, 在某位置处奇异点和相变点重合, 但

仅仅是少数特殊点, 目前未得到奇异点和量子相变

点的准确定量关系. 

5   结　论

本文基于原子-场之间的非厄米耦合实验, 以

ge

S̃+

光学相干态和原子自旋相干态作为试验波函数, 利

用变分法研究了非厄米 Dicke模型的宏观量子态.

通过幺正变换算子对角化非厄米哈密顿量, 引入原

子极值态的双正交集计算平均值. 能量函数在整个

耦合强度区域内不是完全实数, 存在奇异点  , 超

过奇异点能谱变得复杂. 平均光子数为零对应的正

常相具有实能量和原子布居数, 同时耗散的非厄米

相互作用破坏了超辐射相. 非厄米 Dicke模型的反

转自旋态  是不稳定的, 量子相变不再存在.

gU gU

U

ω0 g

ωf < 0

S+ U

N → ∞

在实验中加入了由泵浦场引起的原子-光子非

线性相互作用 [31–34], 从而实现了玻色-爱因斯坦凝

聚体中的量子相变. 泵浦场通过非厄米相互作用来

平衡损失, 以恢复超辐射相. 在能量泛函中观察到

两个奇异点. 两个奇异点之间的能谱是复数, 其他

区域的能谱则是纯实数. 当原子-场相互作用增大

到临界值  时, 超辐射相才会出现, 而  取决于

原子-光子非线性相互作用参数  和泵浦激光器的

频率  . 当增加耦合强度  时, 系统可观察到从超

辐射相到正常相的反向量子相变, 这与普通 Dicke

模型中的量子相变正好相反. 当有效频率  

时, 系统出现反转态  . 在原子-光子相互作用 

影响下出现了不同于二阶量子相变的一阶相变临

界点. 自旋相干态变分法可以同时考虑正常态和反

转态来揭示双稳态, 这种方法在宏观量子态的理论

研究中具有优势. 最后, 值得注意的是, 理论预测

独立于热力学极限 (  ), 结果对于任意数量

的原子都是有效的, 特别是对于单个原子.
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Abstract

Dicke  model,  as  an  important  many-body  model  in  quantum  optics,  describes  the  interaction  between

multiple identical two-level atoms and a quantized electromagnetic field. This spin-boson model shows collective

phenomena in light-matter interaction systems and can undergo a second-order quantum phase transition from

a normal phase to a superradiant phase when the coupling strength between the two-level atoms and the optical

field  exceeds  a  critical  value.  Dicke  model  embodies  unique  many-body  quantum  theories.  And  it  has  been

widely studied and obtained many significant research results  in quantum information,  quantum process,  and
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other quantum systems. Meanwhile, Dicke model also has wide applications in quantum optics and condensed

matter physics.

　　The extended Dicke model,  describing the interaction of  a Bose-Einstein condensate in an optical  cavity,

provides a remarkable platform for studying extraordinary quantum phase transitions in theory and experiment.

Based  on  the  recent  experiment  on  non-Hermitian  coupling  between  two  long-lived  atomic  spin  waves  in  an

optical  cavity,  in  this  work  we  use  spin-coherent-state  variational  method  and  present  the  macroscopic

quantum-state energy of the non-Hermitian Dicke model.

　　The  spin  coherent  state  variational  method  has  an  advantage  in  the  theoretical  research  of  macroscopic

quantum states, especially in the normal and the inverted pseudospin states. In the variational method, optical

coherent  states  and atomic  extremum spin coherent  states  are  used as  the  trial  wave functions.  A Hermitian

transformation operator is proposed to diagonalize the non-Hermitian Hamiltonian, which is different from the

ordinary quantum mechanics where the transformation operator must be unitary. Herein, the energy function is

not necessarily real in the entire coupling region. Beyond an exceptional point, the spectrum becomes complex

and introducing biorthogonal sets of atomic extremum states is necessary to evaluate the average quantities.

　　The normal phase (for the zero average photon number) possesses real energy and atomic population. The

non-Hermitian interaction destroys the superradiant phase (for the stable nonzero average photon number) and

leads to the absence of quantum phase transition. However, the introduced atom-photon interaction, which is

induced by the pump field experimentally, can change the situation, dramatically. The pump field can balance

the loss by the non-Hermitian atom-photon interaction to achieve the superradiant phase.

　　An interesting double exceptional point are observed in the energy functional. There is the real spectrum

below the first exceptional point and beyond the second exceptional point, while there is a complex spectrum

between these  two exceptional  points.  The  superradiant  phase  appears  only  beyond a  critical  value,  which  is

related to the nonlinear interaction and the pump laser. A new and inverted quantum phase transition from the

superradiant  phase  to  the  normal  phase,  is  observed  by  modulating  the  atom-field  coupling  strength.  The

superradiant phase of the population inversion state appears for a negative effective frequency and a large atom-

photon interaction.  The influence of  the dissipative coupling may be observed in cold atom experiment in an

optical cavity. All the parameters adopted in this work are the actual experimental parameters.

Keywords: non-Hermitian  Dicke  model,  nonlinear  atom-photon  interaction,  quantum  phase  transition,

exceptional point
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