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对原子核形状共存和壳效应的研究有助于人们深入理解原子核内部结构. 物理学家们在 Zn, Ge, Se, Kr

的同位素研究中, 发现了显著的形状共存现象与刚性三轴性特征. 为了深入探究形状共存现象及其对原子核

基态性质的影响, 我们采用相对论 Hartree-Bogoliubov理论中密度依赖的介子交换模型, 对 N = 32—42的偶

偶核 Zn, Ge, Se, Kr同位素的基态性质进行了系统研究, 获得的势能面清晰地展现了这些同位素存在形状共

存和三轴性特征. 计算获得了原子核的基态能量、形变参数、双中子分离能、中子半径、质子半径和电荷半

径, 结果都支持 N = 40为新幻数, 部分结果也支持 N = 32, 34为新幻数. 尤其, 三轴形变在其中扮演着重要

角色. 进一步, 我们探讨了壳效应与形状共存现象之间可能存在的关联及其对原子核基态性质的影响, 并分

析了这些变化的物理机制.
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1   引　言

近年来, 核物理学界对原子核基态的形状共存

与壳效应展现出了浓厚的兴趣, 这些奇特现象推动

了对原子核复杂结构的实验研究. 实验中观测到的

原子核展现出多样化的形状特征 [1], 不仅丰富了我

们对原子核多样性的认识, 同时也对当前各种理论

框架构成了重大挑战, 要求理论模型能够更为精确

和全面地描述这些现象 [2–5]. 原子核是由核子组成

的极其复杂的量子多体系统, 在内禀系中, 由于对

称性的自发破缺, 原子核可以有各种形状, 大多数

原子核的基态具有轴对称的四极形变, 表现为长椭

球形或扁椭球形. 然而, 也存在一些原子核的形态

更为复杂, 并不遵循这种轴对称的规律. 物理学家

们为了解决这一问题, 引入了三轴形变的概念 [6,7].

同时, 原子核轴对称性被打破, 也是导致形状共存

现象的产生的原因之一 [8,9].

为了深入探究这些现象的本质, 核物理学家已

发展出许多理论方法. 2008年, 圣宗强等 [10]、焦朋

等 [11] 和王刚等 [12] 在相对论平均场理论下用 NL3

参数组系统地研究了多个同位素链中的偶偶核, 并

在后续对原子核形状演变做了更进一步的探讨.

2016年, Nomura等 [13] 基于 Gogny-D1 M能量密

度泛函的自洽平均场近似所提供的微观数据, 运用

相互作用玻色子模型, 对质量数 A = 100附近的

原子核的形状相变进行了详细研究, 发现了 Zr和

Sr原子核中存在着显著的长椭球形和扁椭球形共

存的现象. 2022年, Karim等 [14] 在协变密度泛函

数理论 (CDFT)的框架下, 利用密度依赖的介子

交换和点耦合模型, 系统地研究了 I同位素 (Z =

53, N = 70—80)的基态性质, 结果清楚地展现了原

子核的形状相变和形状共存现象. 2023年, Zhang

等 [15] 采用连续谱中的形变相对论 Hartree-Bogoliu-
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bov (RHB)理论研究了 Kr和 Sr同位素的基态性

质. 同时也预测了在这些同位素链中可能存在形状

共存现象. 此外, 集体哈密顿量以及基于机器学习

的密度泛函理论等多种方法也被用于研究原子核

的形状共存 [16–21].

原子核的形状主要由其核子数以及核子之间

的相互作用决定. 原子核中的质子和中子两两配

对, 当质子或中子壳层被完全占满时, 即达到所谓

的“满壳”状态, 此时原子核具有相对稳定的能量状

态, 核子之间的相互作用力达到了一种平衡, 原子

核的基态通常呈现为球形 [22]. 当添加或减少核子

时, 这种平衡状态可能会被打破, 从而导致原子核

发生形变, 形成其他非球形形状, 例如长椭球形或扁

椭球形等. 在研究不同原子核沿着同位素链的形状

相变时, 我们通过理论计算发现当中子数为传统幻

数时, 例如 N = 50, 原子核的形状呈现为标准的球

形. 当中子数为新幻数时, 例如 N = 32, 34, 40[23–26],

原子核通常会出现形状共存与三轴性特征. 值得注

意的是, 幻数的稳定性可能显著依赖于核区: 近期

研究表明, 在超镄核区 (Z = 102—110, N≈258),

由于极端质子-中子比与强库仑排斥效应, 可能存

在新的壳层闭合现象 [27]. 这种幻数随核区变化的

特性进一步凸显了核结构对形变、连续谱效应等微

观机制的敏感性. 这让我们对新幻数的研究产生了

兴趣. 在本文中, 我们基于协变密度泛函理论, 深

入探究了中子数包含新幻数的 Zn, Ge, Se, Kr同

位素的基态性质, 此外还探究了这些同位素中可能

存在的形状共存与三轴性. 通过采用具有密度依赖

的介子交换的 RHB理论, 我们计算了这些同位素

的势能面. 在此基础上我们还获得了这些同位素的

基态形变值、结合能、双中子分离能、质子半径、中

子半径以及电荷半径, 计算的结果都支持 N = 40

为新幻数, 部分结果也支持 N = 32, 34为新幻数.

该方法实现了对原子核的基态性质的自洽描述, 为

理解原子核复杂结构提供了新的视角与见解. 

2   理论框架

CDFT在描述稳定核和奇特核的基态性质方

面非常有效. 它对原子核形状演化及相变和多种形

状共存等现象提供了特殊的视角. 在我们目前的研

究中, 采用了基于介子交换相互作用的 CDFT, 详

细内容可见对此方面有开创性贡献的文献 [28–31].

在基于介子交换相互作用的 CDFT的这一理论框

架下, 我们选用了 DD-ME2参数集进行 RHB计

算. 在下面, 我们将对理论框架进行概述. 在采用

DD-ME2参数组进行 RHB计算时, 该体系的拉格

朗日密度表示为 

L = ψ̄i {iγµ∂µ −M}ψi +
1

2
∂µσ∂µσ

− U(σ)− gσψ̄iψiσ

− 1

4
ΩµνΩµν +

1

2
m2

ωω
µωµ − gωψ̄iγ

µψiωµn

− 1

4
R⃗µνR⃗µν +

1

2
m2

ρρ⃗
µρ⃗µ − gρψ̄iγ

µτ⃗ψiρ⃗µ

− 1

4
FµνFµν − eψ̄iγ

µ 1− τ3
2

ψiAµ, (1)

ψ M

mσ mω mρ σ ω ρ

gσ gω gρ e

Ωµν R⃗µν Fµν

其中  表示狄拉克旋量,    表示核子质量. 符号

 ,   和  分别表示  ,   和  介子的质量. 相

应的耦合常数分别为  ,    和   .    与质子的电

荷有关. 场张量  ,   和  分别表示为 

Ωµν = ∂µΩν − ∂νΩµ ,

−→
R

µν
= ∂µ−→ρ ν − ∂ν−→ρ µ

,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ . (2)

ω ρ⃗ A

ω0 ρ⃗0 A0

ρ3

对于满足时间反演对称性的静态原子核而言,

其内部不产生流. 因此, 空间分量   ,    和   消失

了. 剩下的是类时间分量   ,    和   . 由同位旋

守恒可得只有  分量存在. 经典变分原理可以给

出核子运动的狄拉克方程: 

{−iα · ∇+ β (M + S(r)) + V (r)}ψi (r) = εiψi (r) ,
(3)

以及介子和光子运动的克莱因-高登方程: 

−∆σ(r) + ∂σU(σ) = − gσρs(r),{
−∆+m2

ω

}
ω0(r) = gωρv(r),{

−∆+m2
ρ

}
ρ0(r) = gρρ(r),

−∆A0(r) = eρp(r), (4)

其中相互作用势分为标量势与矢量势: 

S(r) = gσσ,

V (r) = gωω + gρτ3ρ+ eA0 +ΣR
0 , (5)

其中 

ΣR
0 =

∂gσ
∂ρv

ρsσ +
∂gω
∂ρv

ρvω +
∂gρ
∂ρv

ρtvρ. (6)

ρtv  代表同位旋矢量密度, 即质子和中子矢量密度
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之差. 更多细节可以参考文献 [31]. 

3   数值计算结果与讨论

本研究基于上述理论框架开展计算, 采用了

DD-ME2参数组与可分离对力. 计算使用代码可

在 Niksic等 [32] 论文中下载. 在讨论结果之前, 需

要先解释数值方面的问题. 本文利用三轴相对论

Hartree-Bogoliubov(RHB)模型, 对总能量进行约

束计算, 这个过程使我们能够准确定位全局基态最

小值并跟踪基态形状的演变. 使用三维谐振子基求

解 RHB方程. 对于玻色子, 壳层的数量固定为 NB =

20, 费米子的壳层数则固定为 Nf = 12. 约束计算

是通过对轴向和三轴质量四极矩施加约束来实现

的, 使用二次约束的方法 [33] 使用函数的变化不受

限制. 

⟨Ĥ⟩+
∑
µ=0,2

C2µ

(⟨
Q̂2µ

⟩
− q2µ

)2

, (7)

⟨Ĥ⟩ ⟨Q̂2µ⟩式中,   为总能量;   为四极算符的期望值.
 

Q̂20 = 2z2 − x2 − y2, Q̂22 = x2 − y2, (8)

q2µ C2µ ∑
µ=0,2

λµQ2µ

λµ = 2C2µ(⟨Q̂2µ⟩ − q2µ). Q̂2µ

q2µ C2µ

  是多极矩的约束值,   是相应的刚度常数. 二

次约束为系统增加了一个额外力项  ,

其中  此外, 四极矩   与

约束值  之间的差取决于刚度常数的值, 即  

的值越小, 四极矩与相应的约束值的偏差越大. 然

而, 增大刚度常数常常会导致自洽计算无法收敛.

我们使用增广拉格朗日方法 [34] 确保了自洽计算过

程的收敛性. 在数值计算的过程中, b 范围从 0到

0.6, 步长为 0.05, g 从 0°到 60°, 步长为 5. 我们使

用了 Tian等 [35] 提出的在坐标空间中可分离的有

限范围配对相互作用, 由下式给出: 

V PP (r1, r2, r
′
1, r

′
2)=−Gδ(R−R′)P (r)P (r′), (9)

R = 1/2 (r1 + r2) r = (r1 − r2)

P (r)

式中,   为质量中心;  

为相对坐标;   为形状因子, 由下式给出: 

P (r) =
1

(4πa2)3/2
exp

(
− r2

2a2

)
, (10)

G a G

a

式中,   为配对强度;   为配对宽度. 具体数值   =

728 MeV·fm3,     = 0.644 fm. 此数据通过 Gogny

力 D1S参数确定[35], 更加具体的推导过程可在Niksic

等 [36] 论文中查看. 在此基础上, 我们计算了基态形

变下的几种物理量, 其中包括比结合能, 双中子分

离能, 中子半径, 质子半径以及电荷半径.

从图 1中可发现, N = 40时, 70Zn, 72Ge, 74Se,
76Kr都算出了球形极小值, 这与我们的预期相同.

当壳层闭合时, 原子核的能量最低, 也最稳定. 核

子在空间中的分布趋向于均匀, 从而形成球形核.

但是除了 70Zn外, 所有核都出现了形状共存现象

或者三轴性. N = 32时, 62Zn, 64Ge, 68Kr都出现了

明显的三轴形变, 这与其他理论模型预测的结果一

致 (例如, 沈水法等 [37] 通过自洽推转壳模型计算表

明, 64Ge在基态和集体转动态下可能存在g = –30°

的三轴形变), 66Se也出现了形状共存现象. N = 34

时, 64Zn, 66Ge, 68Se, 70Kr均出现了形状共存现象.

具体形变值可以查看表 1. 我们计算得出的形变值

与传统的幻数核之间有明显的差异. 例如 N = 50

时, 80Zn, 82Ge, 84Se, 8 6Kr均为标准球形核, 其形变

值均为 0. 当然, 原子核的形变受到核子数, 核子间

相互作用等多种因素的影响, 实验测量中也没有发

现完美的球形核, 理论计算出原子核的形变值不为

零, 并不能直接推断出壳层一定不闭合. 因此我们

可以尝试通过其他物理量, 例如比结合能, 双中子

分离能等来间接分析这个问题.

图 2展示了 Zn, Ge, Se, Kr四条同位素链的

结合能与比结合能. 图 2中清晰地展示了原子核的

结合能随着中子数的增加而增加, 实验数据与理论

 

表 1    势能曲面极小值点, 坐标 (b, g)为极小值

点, 第一极小值能量最低, 对应基态位置
Table 1.    The  minima  of  the  potential  energy  sur-

faces. The coordinates (b, g) specify the locations of
these  minima.  The  primary  minimum,  which  is  the

deepest, corresponds to the ground state of the nuc-

leus.

原子核 第一极小值 第二极小值 实验四极形变值b

62Zn (0.25, 20) 无 0.216

64Zn (0.23, 0) (0.24, 60) 0.236

70Zn (0, 0) 无 0.216

64Ge (0.26, 27) 无 0.259

66Ge (0.25, 60) (0.24, 0) 0.172

72Ge (0, 0) (0.21, 60) 0.240

66Se (0.26, 60) (0.25, 0)

68Se (0.27, 60) (0.25, 0) 0.242

74Se (0.22, 60) (0, 0) 0.302

68Kr (0.27, 38) 无

70Kr (0.30, 60) (0.25, 0)

76Kr (0, 0) (0.19, 60) 0.290
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计算符合得很好. 而在 N = 40时, 70Zn, 72Ge的比

结合能均达到最大值, 而 74Se, 76Kr只是接近最大

值, 这可能与库仑斥力有关, 质子之间存在库仑斥

力, 这种斥力会随着质子数的增加而增大. 当质子

数过多时, 库仑斥力会削弱核子之间的相互作用,

从而影响比结合能. 也可能与原子核的形变有关,

 

10

20

30

40

50

60

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

/(
O)

0

4

7

11

14

18

21



62Zn

10

20

30

40

50

60

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

/(
O)

0

4

7

11

14

18

21



64Zn

10

20

30

40

50

60

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

/(
O)

0

4

7

11

14

18

21



70Zn

10

20

30

40

50

60

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

/(
O)

0

4

7

11

15

18

22



64Ge

10

20

30

40

50

60

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

/(
O)

0

4

7

11

14

18

21



66Ge

10

20

30

40

50

60

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

/(
O)

0

3

7

10

13

17

20



72Ge

10

20

30

40

50

60

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

/(
O)

0

4

8

13

17

20



66Se

10

20

30

40

50

60

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

/(
O)

0

4

7

11

15

18

22



68Se

10

20

30

40

50

60

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

/(
O)

0

3

7

10

13

17

20



74Se

10

20

30

40

50

60

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

/(
O)

0

3

6

9

12

15

18



68Kr

10

20

30

40

50

60

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

/(
O)

0

3

7

10

13

17

20



70Kr

10

20

30

40

50

60

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

/(
O)

0

3

7

10

13

16

20



76Kr

图 1    采用 DD-ME2有效相互作用 , 通过约束四极变形的三轴 RHB计算生成中子数 N = 32, N = 34, N = 40的 Zn, Ge, Se,

Kr同位素的势能曲面. 所有势能面经过归一化处理, 最小值代表基态能量. 等高线由能量相同点连成, 相邻等高线之间的能差为

0.6 MeV

Fig. 1. The potential energy surfaces of Zn, Ge, Se, Kr isotopes, with neutron numbers N = 32, N = 34, and N = 40. These sur-

faces are generated through triaxial RHB calculations with constrained quadrupole deformation, employing the DD-ME2 effective

interactions. The scale of the potential energy is consistent across all surfaces, and the lowest minimum represents the ground state.

The contours join points on the surface with the same energy, and the separation between neighboring contours is 0.6 MeV.
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当 N = 40时, 70Zn, 72Ge计算所得到的第一极小

值都是球形, 而 74Se的第一极小值是一个明显的椭

球形, 这种形变会影响核子之间的相互作用与原子

核的稳定性, 从而导致比结合能的变化. 但是我们

认为影响最大的原因是质子数的区别. 除了中子数

外, 质子数对原子核的稳定性也有着很大的影响.

当质子数和中子数都满足特定条件时, 原子核才会

达到最大的比结合能, 这点在 70Zn上体现得尤为

明显.
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图 2　采用 DD-ME2有效相互作用 , 通过约束四极变形的

三轴 RHB计算生成中子数 N = 32—42的 Zn, Ge, Se, Kr

偶偶核同位素的结合能与比结合能, 并与参考文献 [38,39]

中的实验值进行对比

Fig. 2. The binding energy per nucleon and the total bind-

ing energy of N = 32–42 Zn, Ge, Se, Kr isotopes in the tri-

axial  RHB  calculations  using  both  the  DD-ME2 interac-

tions,  with  comparisons  made  to  experimental  data  from

Ref. [38,39].
 

双中子分离能被认为是研究原子核壳层结构

的重要物理量. 它指的是从原子核内部分离出两个

中子所需要的能量, 其计算公式为 

S2n (Z,N) = EB (Z,N)− EB (Z,N−2) , (11)

其中 EB(Z, N)表示具有 Z 个质子和 N 个中子的

原子核的结合能. 我们知道在传统幻数中, 如 N =

50时, 双中子分离能会出现明显的下降. 这是因为

幻数核对应的核子填充了特定的壳层, 形成了满壳

层或接近满壳层的结构. 再增加中子会导致这个额

外的中子无法填充到已有的满壳层中, 而是需要进

入下一个更高的能级. 这个额外的中子与原子核的

相互作用相对较弱, 因此移除这两个中子所需的能

量会突然减小, 即双中子分离能快速下降. 在 El

Adri和 Oulne[40] 的研究中, 就展示了 Ge, Se, Kr,

Sr同位素链在 N = 50与 N = 70时, 双中子分离

能所产生的明显的下降现象. 同样, 图 3中展示了

Zn, Ge, Se, Kr四条同位素链的双中子分离能随着

中子数 N 的变化而减小. 在 N = 32时, 62Zn与64Ge

理论预测的双中子分离能都出现了明显的下降; N =

34时, 68Se与 70Kr的双中子分离能都出现了明显

的下降; N = 40时, 70Zn, 72Ge, 76Kr的双中子分离

能都出现了明显的下降. 值得注意的是, 导致双中

子分离能突变的原因不只是新幻数, 也可能与形变

有关, 比如出现形状共存现象时, 长椭球形和扁椭

球形的竞争和混合也可能会导致分离能减小, 这一

点在 74Se体现得尤为明显. 在 74Se中存在较强的球

形核与长椭球形的竞争, 如果考虑第二极小值, 74Se

的双中子分离能也会发生突变. 通过与实验数据进

行对比, 可以观察到在部分接近质子滴线的核素

中, 实验数据的趋势与理论预测存在一定偏离. 这

种差异可能源于两方面原因, 一是接近质子滴线的

核素测量难度大, 实验存在明显的误差; 二是理论

与实验所预测的形变不同. 同时, 大部分同位素的

理论计算与实验数据表现出良好的一致性.
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图 3　采用 DD-ME2有效相互作用 , 通过约束四极变形的

三轴 RHB计算生成中子数 N = 32—42的 Zn, Ge, Se, Kr

偶偶核同位素的双中子分离能, 并与参考文献 [38,39]中的

实验值进行对比

Fig. 3. The  two-neutron  separation  energy  for N  =  32–42

Zn, Ge, Se, Kr isotopes, obtained through triaxial RHB cal-

culations  using  the  DD-ME2 interactions,  with  compari-

sons made to experimental data from Ref. [38,39].
 

同样地, 原子核中子、质子半径以及电荷半径

也同样常被用来揭示原子核的壳层结构. 具体来

说, 当核内的质子和中子数接近幻数时, 质子和中
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Rc =
√
R2

p + 0.64,

子的分布更加紧凑, 半径较小, 反之, 未闭合的壳

层会导致较大的半径和较不规则的形状. 电荷半径

能够反映出原子核的整体大小, 通常也与壳层结构

紧密相关. 由于质子带正电, 所以电荷半径是通过

质子半径计算得来:     其中 0.64

为体积修正, 通过质子体积得出. 在图 4(a)中, 可

以观察到 N = 34时, 70Kr的中子半径出现了明显

的突变, 在图 4(b)中与图 4(c)中, 观察到 N = 34

时, 64Zn, 68Se的电荷半径均发生了突变, N = 40

时, 70Zn, 72Ge, 74Se, 76Kr的电荷半径都处于一个

转折的位置, 这个结果与前面计算出的形变值、比

结合能与双中子分离能都有很好的对应. 在图 4(c)

中加入了电荷半径的实验值, 可以观察到 Zn, Ge,

Se同位素链的理论预测与实验数据整体符合良好,

但 Kr同位素链的电荷半径变化趋势与实验观测

存在显著差异, 导致这一现象的原因可能是当前

RHB理论高估了 N = 40中子闭壳效应对质子分

布的刚性约束. 尽管计算显示该核素维持球形基

态 (b≈0), 但本文引用的实验数据在此处仍有明显

的 b 形变值. 从而使实验测量的电荷半径 (Rc) 大

于理论值. 当然, 现有实验数据的稀疏性进一步限

制了趋势分析的可靠性: 在 N = 34—40的区间内,

已发表的 Kr同位素电荷半径仅有 3个数据点, 并

且靠近质子滴线导致电荷半径测量依赖间接方法,

这会引入约 0.05 fm的系统误差. 可能要等待新一

代放射性束流装置 (如 FRIB, HIAF)的高精度数

据来进一步分析该问题 [41,42]. 

4   结　论

本文采用具有密度依赖的介子交换相互作用

的 RHB理论系统地研究了 Zn, Ge, Se, Kr(32<N<

42)偶偶核同位素的基态性质. 计算获得的势能面

清楚地揭示了原子核的三轴性与形状共存现象. 通

过精确定位势能面上最小值的位置, 得到了原子核

基态的结合能、形变参数、双中子分离能, 以及中

子、质子、电荷半径等物理性质, 讨论了形状共存

与三轴性对这些原子核基态性质的影响, 以及这些

原子核基态性质与壳层闭合之间存在的关联. 结果

表明, 新幻数 N = 32, 34, 40在一些原子核基态性

质上展现出较强的稳定性. 值得注意的是, N = 32,

34的潜在幻数性质呈现出显著的核素依赖性, 例

如: 在 N = 32时, 62Zn和 64Ge的双中子分离能出

现了明显的下降趋势, 但相同中子数的 64Se未表现

出类似突变; 在 N = 34时, 68Se和 70Kr的双中子

分离能显著下降, 而 70Kr的电荷半径同时出现反

常增大. 这种幻数效应随核区变化的现象与近期实

验观测一致 [23,24,43], 表明幻数的稳定性可能受形

变、连续谱效应等核结构因素的调制 [26]. 在 N =

40时, 计算得到的形变参数、比结合能、双中子分

离能、电荷半径所表现出的特征都支持 N = 40为

新幻数这一结论. 然而, 我们发现一些原子核在中

子数 N = 32, 34, 40处具有三轴性并且存在形状

共存现象, 这与传统幻数核的球形闭壳特征存在明

显差异. 未来工作可结合张量力修正、大尺度壳模

型计算及新一代放射性束流装置 (如 FRIB, HIAF)

的高精度数据, 进一步厘清核力参数化、质子-中子

平衡与演生对称性的关联, 为极端条件下核结构的

研究提供更完备的理论框架.
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图 4    采用 DD-ME2有效相互作用, 通过约束四极变形的

三轴 RHB计算生成中子数 N = 32—42的 Zn, Ge, Se, Kr

偶偶核同位素的中子、质子半径与电荷半径 , 并与参考文

献 [38,39]中电荷半径的实验值进行对比

Fig. 4. The neutron, proton, and charge radii for N = 32–42

Zn, Ge, Se, Kr isotopes in the triaxial RHB calculations us-

ing  the  DD-ME2 interactions,  with  comparisons  made  to

charge radii experimental data from Ref. [38,39].
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Abstract

The atomic nucleus is an extremely complex quantum many- body system composed of nucleons, and its

shape is  determined by the number of  nucleons and their  interactions.  The study of atomic nuclear shapes is

one  of  the  most  fascinating  topics  in  nuclear  physics,  providing  rich  insights  into  the  microscopic  details  of

nuclear  structure.  Physicists  have  observed  significant  shape  coexistence  phenomena  and  stable  triaxial

deformation  in  isotopes  of  Zn,  Ge,  Se,  and  Kr.  This  paper  aims  to  delve  deeper  into  the  influences  of  shape

coexistence  and  triaxiality  on  the  ground-state  properties  of  atomic  nuclei,  as  well  as  to  verify  new  magic

numbers.  We  employ  the  density-dependent  meson-exchange  model  within  the  framework  of  the  relativistic

Hartree-Bogoliubov (RHB) theory to systematically study the ground-state properties of even-even Zn, Ge, Se,

and Kr isotopes with neutron numbers N = 32–42. The calculated potential energy surfaces clearly demonstrate

the  presence  of  shape  coexistence  and  triaxial  characteristics  in  theseisotopes.  By  analyzing  the  ground-state

energy,  deformation  parameters,  two-neutron  separation  energy,  neutron  radius,  proton  radius,  and  charge

radius of the atomic nucleus, we discuss the closure of nuclear shells. Our results reveal that at N = 32, there is

anotable abrupt change in the two-neutron separation energy values of 62Zn and 64Ge. At N = 34, a significant

decrease in the two-neutron separation energy values of 68Se and 70Kr is observed, accompanied by an abrupt

change  in  their  charge  radii.  Meanwhile,  at N = 40,  clear  signs  of  shell  closure  are  observed.  The  maximum

specific binding energy may be correlated with the emergence of spherical nuclear structures. The shell closure

not  only  enhances  nucleon  binding  energy  but  also  suppresses  nuclear  deformation  through  symmetry

constraints. Our findings support N = 40 as a new magic number, and some results also suggest that N = 32

and N = 34 can be new magic numbers. Notably, triaxial deformation plays a crucial role here. Furthermore, we

explore  the  potential  correlation  between  triaxiality  and  shape  coexistence  in  the  ground-state  properties  of

atomic nuclei and analyze the physical mechanisms behind these changes.

　　The discrepancies between current theoretical predictions and experimental data reflect the limitations of

modeling  higher-order  many-body  correlations  (e.g.  three-nucleon  forces)  and  highlight  challenges  in

experimental  measurements  for  extreme  nuclear  regions(including  neutron-rich  and  near-proton-drip-line

regions).  Future  studies  will  combine  tensor  force  corrections,  large-scale  shell  model  calculations,  and  high-

precision data from next-generation radioactive  beam facilities  (e.g.  FRIB and HIAF) to  clarify  the  interplay

among  nuclear  force  parameterization,  proton-neutron  balance,  and  emergent  symmetry,  thereby  providing  a

more comprehensive theoretical framework for studying the nuclear structures under extreme conditions.
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