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Z2

研究了一维 Fibonacci准晶势调制下的 p波超导体下的拓扑相变和局域化性质. 在 Fibonacci准晶势调制

下, 通过计算   拓扑不变量确定了系统的拓扑相图. 分析相图指出在 Fibonacci准晶势调制下, 系统可以由

拓扑平庸超导相进入拓扑安德森超导相. 进一步分析发现, 在某些参数下, 系统会发生多次拓扑安德森超导

相转变并伴随零能态的出现. 此外, 还研究了系统的局域化性质, 通过分析分形维度、平均逆参与率序参量,

发现 Fibonacci准晶势诱导的拓扑安德森超导相, 其体态的波函数表现出多重分形行为, 这与随机无序诱导

出来的传统拓扑安德森超导相完全不同. 该研究结果为一维 p波超导体中拓扑相变和局域化转变的研究提

供了一些新的理解和参考.
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1   引　言

HgTe/CdTe

Bi2Se3
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近年来, 寻找新奇的拓扑物态一直是凝聚态物

理的基本课题之一 [1–5]. 而对拓扑物态的研究中, 最

著名的就是拓扑绝缘体的发现, 已经在各类实验系

统中得到了证实, 包括超冷原子系统 [6]、光子晶体 [7]

等. 而在实际的拓扑材料中, 拓扑绝缘体也得到了

广泛的证实, 如 König等 [8] 在   量子阱

体系中获得了拓扑绝缘体, 而张海军等 [9] 在 

材料中也发现了拓扑绝缘体的存在. 而后很多工作

基于   和   这些拓扑材料, 对拓扑绝缘体

的性质进行了大量研究 [10–12]. 而拓扑绝缘体最显

著的特征是, 在能隙中具有导电的拓扑边界态 [13–21],

其对弱无序扰动具有鲁棒性. 但在强无序条件下,

拓扑边界态会被破坏掉并伴随着安德森局域化转

变 [22–25]. 但在 2009年, 香港大学的沈顺清组 [26] 和

荷兰莱顿大学的 Beenakker组 [27] 在研究中发现,

当体系处于拓扑平庸相时, 加入无序, 随着无序强

度的增加, 系统可以从拓扑平庸相转化为拓扑非平

庸相, 这种被无序诱导出来的拓扑相被称为拓扑安

德森绝缘体. 2018年, 人们在一维冷原子纳米线 [28]

和二维光子波导阵列 [29] 两种不同的人工合成的实

验系统中观测到了拓扑安德森绝缘体的存在.

之后的研究发现, 将无序引入拓扑超导系统,

也能出现无序诱导的拓扑相, 类似地被称为拓扑安

德森超导体相 [30]. 两者的区别主要在于研究的系

统不一样, 拓扑安德森绝缘体主要是在拓扑绝缘体

模型中研究 , 如一维 Su-Schrieffer-Heeger (SSH)

模型 [28] 和二维 Haldane模型 [11]. 而拓扑安德森超
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(
√
5− 1)/2

导相主要出现在一维超导体模型中, 比如典型的模

型就是一维 p波超导体对应的 Kitaev链 . 一维

p波超导体对应的 Kitaev链是一类非常重要的拓

扑模型, 其拓扑边界态是一对 Majorana费米子组

成的拓扑零模 [31]. 而Majorana费米子遵循非阿贝

尔交换统计, 使得其成为实现容错拓扑量子计算的

重要参考模型 [32–35]. 但在实际的研究中, 由于环境

的不稳定性, 会不可避免地引入各种类型无序效

应, 所以研究不同类型的扰动对拓扑零模的影响具

有十分重要的意义. 如 Lang和 Chen[36] 研究了周

期性调制对拓扑零模的影响, 发现随着调制强度的

增大, 拓扑非平庸超导相可能会被破坏. 蔡小明等 [24]

讨论了准晶势调制下一维 p波超导体的拓扑相变,

发现随着准晶势的增加, 系统会经历一个拓扑非平

庸超导相到拓扑平庸相的转相变, 并伴随着局域化

转变. 此外, 周斌等 [37] 讨论了随机无序调制下的一

维二聚化的 p波超导体中的拓扑相变, 发现无序强

度会诱导出一个拓扑非平庸超导相. 后续进一步对

不同无序类型调制的一维 p波超导体进行了深入

研究 [38–40]. 众所周知, 相较于随机无序系统, 准晶

系统具有更加多样化的局域化特性. 准晶系统虽然

没有周期性, 但是其分布不是杂乱无章的, 而是整

体满足长程有序. 换而言之, 其无序势是具有关联

性质的. 比较典型的准晶系统有 Fibonacci准晶 [41]

和调制周期为无理数的一维 Anbry-André (AA)模

型 [42]. 但是这两类准晶系统的局域化性质有着明

显的区别, Fibonacci准晶是由 A 和 B 不同的原子

按照特定的排列规律形成的准晶, 原子排列顺序可

以表示为 B, A, AB, ABA, ABAAB···[41]. 目前, 科

学家们按照 Fibonacci准晶排列顺序制作出了

GaAs-AlAs等超晶格材料 [43]. 而 Fibonacci准晶对

应的体态波函数既不是扩展态也不是局域态, 而是

临界态, 其空间波函数分布具有自相似性, 并且态

密度分布满足数学上的 Cantor集合形式 [41]. 一维

Anbry-André (AA)模型是在位势调制周期为无理

数的系统 (一般情况下无理数取值为黄金分割比

 ), 该模型具有整体局域化转变的性质.

当在位势强度小于跃迁强度的 2倍时, 系统的体态

波函数全部为扩展态波函数; 当在位势强度大于跃

迁强度的 2倍时, 系统的体态波函数全部为局域态

波函数 [44]. 而且两类准晶系统对拓扑性质的影响

也不尽相同, 例如对拓扑超导系统的影响, 有研究

表明, 拓扑超导系统中引入 Fibonacci准晶势, 可以

显著提高系统的拓扑性质, 显著增大存在Majorana

费米子束缚态的拓扑能隙 [45] 或使得 Majorana费

米子转化为 Fibonacci任意子 [46] 等. 而如果在拓扑

超导系统引入 AA准晶势, 会发现随着准晶势的增

加, 系统的拓扑性质被破坏掉, 而且拓扑的转变点

也对应于系统局域化转变点 [24], 并且可以在拓扑

超导系统中诱导出一个临界相区 [47]. 但相对于 AA

准晶势对一维 p波超导体的研究来说, Fibonacci

准晶势对一维 p波超导体的研究工作较少.

基于以上研究进展, 本文研究了 Fibonacci准

晶势调制的一维 p波超导体下的拓扑相变和局域

化性质. 发现 Fibonacci准晶势会诱导出多次拓扑

安德森超导相转变并伴随着零能态的出现, 并且给

出了拓扑相变点的解析表达式. 此外, 还研究了系

统的局域化性质, 发现拓扑安德森超导相对应的体

态波函数为具有多重分形特征的临界态. 

2   理论模型与方法

考虑一维具有 Fibonacci准晶势调制的 p波

超导体, 其哈密顿量如下: 

H=
∑

i

[(
−tc†i ci+1 +∆cici+1 + h.c.

)
+Vini

]
, (1)

c†i ci ni = c†i ci

Vi

其中  (  )是费米子的产生 (湮灭)算符,  

是粒子数算符, t 是最近邻跃迁, Δ为 p波配对强

度. 在位无序势考虑为 Fibonacci准晶势, 可以通

过特征函数  
[41] 得到: 

Vi = V sgn [cos(2παi+ ϕ)− cos(πα)] +M, (2)

sgn[· · · ]

α = (
√
5−

1)/2 V = 0 |M | = 2t

|M | = 2t

这里 M 代表常数势; V 是准晶势调制强度;  

表示符号函数; ϕ表示任意相位; α为准晶势的调

制周期, 为无理数, 为了不失一般性, 取 

 . 如果不考虑在位无序势 (  ), 当 

时, 对应着能隙的闭合点, 而能隙的闭合点对应着

拓扑的相变点. 所以该模型在干净条件下, 拓扑相变

点为  
[24]. 如果在位无序势不为零, 则可以通

过 Bogoliubov-de Gennes (BdG)[48,49] 变换将系统

的哈密顿量 (1)对角化, 这里引入一组准粒子算符: 

η†n =

L∑
i=1

[
un,ic

†
i + νn,ici

]
, (3)

H =
∑L

n=1
En(η

†
nηn−

1/2) En

式中, L 代表系统的尺寸, n 是能级指标. 哈密顿

量 (1)可用准粒子算符表示为 

 , 其中   是准粒子的本征能量. 由对角化关
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[
η†n,H

]
= −Enη

†
n系  , 得到下面的 BdG耦合方程:

  [
hij ∆ij

−∆ij −hij

][
un

νn

]
= En

[
un

νn

]
, (4)

hij = −t (δj,i+1 + δj,i−1) + Viδji ∆ij =

−∆(δj,i+1 − δj,i−1) un = (un,1, · · · , un,L) νn =

(νn,1, · · · , νn,L)
En

un νn

其中 ,    ,   

 ,   ,  

 . 通过对角化求解 BdG方程, 可以

得到准粒子的本征能量  以及对应本征波函数的

 和  . 由于 BdG方程满足粒子-空穴对称性, 即

系统的能谱关于零点对称. 而 (1)式的哈密顿量通

过 BdG变化后可以写成如下形式: 

H =
1

2
C†HBdGC, (5)

C = (c1, · · · , cL, c†1, · · · , c
†
L)

T

HBdG

其中   . 这里 C 的前 L

项是电子的湮灭算符, 后 L 项可以看成空穴的湮

灭算符, 相当于整个体系的自由度变成了原来的两

倍. 而变化之后的 BdG哈密顿量   写成矩阵

形式为 

HBdG =

[
hij ∆ij

−∆ij −hij

]
, (6)

hij = −t (δj,i+1 + δj,i−1) + Viδji ∆ij =

−∆ (δj,i+1 − δj,i−1)

其中 ,    ,   

 .

Z2

Q = sgn[Det(R)]

Q = −1

Q = 1

Z2

这里为了识别系统拓扑相变和局域化性质,

可以分别计算下列序参量. 用   拓扑不变量 (Q)

来表征其拓扑性质 [50–52]. 而   . 当

 时, 系统处于拓扑超导相, 存在拓扑零模.

当  时, 系统处于拓扑平庸相, 不存在拓扑零

模. 这里 R 表示从左端入射得到的反射矩阵, 是散

射矩阵 S 的一部分. 则  拓扑不变量用散射矩阵

S 来计算, S 形式如下: 

S =

(
R T′

T R′

)
, (7)

2× 2 R, R′ T , T ′其中,    的子块   和   分别为在超导

体两端的反射和透射矩阵. 散射矩阵 S 可以通过转

移矩阵方法得到. 基于哈密顿量 (1), 零能的薛定

谔方程给出:  (
t̂iΦi

Φi+1

)
= W̃i

(
t̂†i−1Φi−1

Φi

)
, (8)

式中, 

W̃i =

(
0 t̂†i

−t̂−1
i −t̂−1

i λ̂i

)
, (9)

t̂i = −tσz + j∆σy λ̂i = Viσz
Φi = (ui, νi)

T

σy σz

i = 1

W̃ = W̃LW̃L−1 · · · W̃2W̃1

W̃

  ,    ,    是第

i 个格点上准粒子的波函数,    和   分别为 y 和

z 组分的泡利矩阵. 在超导体两端 (  和 L)总

的转移矩阵为   . 通过相

似变换 U, 把转移矩阵  写在新的基矢下 [50–52]:
 

W = U †W̃U =

(
W11 W12

W21 W22

)
,

U =

√
1

2

(
I I

jI −jI

)
, (10)

2× 2

R′ T ′

这里 I 为   的单位阵. 传输矩阵的矩阵元可以

定义左端入射所得到的反射矩阵 R 和透射矩阵 T,

以及表示从右端入射的反射  和透射矩阵  . 根

据文献 [50–52], 具体关系如下:
 

R = −W−1
22 W21, T =W−1

22 (W11W22 −W12W21) ,
(11)

 

R′ =W−1
22 W12, T

′ =W−1
22 . (12)

R′ T ′得到 R, T,   和  , 即可得到散射矩阵 S.

为了识别系统的局域化特性 , 可以计算波

函数对应的逆参与率 (inverse participation ratio,

IPR)[53], 对第 n 个能级, IPR的定义如下:
 

IPRn =

L∑
i=1

(
|uni |4 + |νni |4

)
, (13)

这里 n 为能级指标, i 为格点指标. 如果波函数是

扩展态, 在热力学条件下, IPR的值趋近零. 但对

于局域态波函数, 其 IPR为一个有限值. 为了研究

系统整体的局域化性质, 可以进一步定义其平均值:
 

MIPR =
1

2L

∑
n=1

IPRn, (14)

MIPR IPR

MIPR

MIPR

MIPR

MIPR

MIPR ∝ L−τ̃ τ̃ ∈

(0, 1)

Γ

Γn

这里   将所有能级的   进行了求和平均, 从

而反映系统整体的局域化性质. 而研究  的标

度行为, 可以确定系统的局域化特性. 如果系统处

于局域相,    保持为一个有限值, 不随系统尺

寸变化而变化. 如果系统处于扩展相,    的值

随着 1/L 线性变化. 如果系统处于临界相,   

随尺寸 L 变化行为近似为   , 其中  

 , 此时系统的波函数为临界波函数, 具有多重

分形行为 [41,54]. 为了更加直观反映系统局域化性

质, 可以进一步定义分形维度  , 对于第 n 个本征

态的分形维度  定义如下 [55]:
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Γn=− lim
L→∞

[
1

ln 2L
ln

(
L∑

i=1

(
|uni |4+|νni |4

))]
. (15)

Γn Γn

Γn

对于扩展态,   的值趋于 1; 对于局域态,   的值

趋于 0; 对于临界态,   为 (0, 1)之间的一个有限值.

ϕ = 0

下面的数值计算中考虑 t 作为能量量纲 (t = 1).

这里为了方便计算, 设定   . 通过精确对角化

方法求解 BdG方程, 可以得到准粒子的本征能量

及本征波函数, 进而计算出上述序参量随无序强

度 V 的变化, 分析出系统的性质. 

3   结果分析与讨论

∆ = 0.4本节首先选取参数   作为具体的例子,

通过改变不同的无序强度 V 和常数势强度 M, 计

算不同序参量的数值结果, 分别分析系统的拓扑相

变和局域化性质. 并且给出系统在 V-M 参数平面

的拓扑相图. 

3.1    拓扑相变

这里, 为了确定拓扑相变点, 首先写出拓扑零

能态的本征方程, 形式如下: 

− t (ui+1 + ui−1) + Viui +∆ (νi+1 − νi−1) = 0,

t (νn,i+1+νn,i−1)−Viνn,i+∆ (un,i−1−un,i+1)=0.
(16)

Ψi = ui + νi Ψ ′
i = ui − νi引入局部变换 :    和   , 则

(16)式可以写为 

− t
(
Ψ ′
i+1 + Ψ ′

i−1

)
+ ViΨ

′
i +∆

(
Ψ ′
i−1 − Ψ ′

i+1

)
= 0,

− t(Ψi+1+Ψi−1)+ViΨi+∆(Ψi+1−Ψi−1)=0. (17)

Ψ ′
i将  的方程改写成转移矩阵的形式如下:  [

Ψ ′
i+1

Ψ ′
i

]
= Ti

[
Ψ ′
i

Ψ ′
i−1

]
,

Ti =

 Vi
t+∆

∆− t

∆+ t

1 0

 . (18)

由 (18)式的转移矩阵的形式, 可以定义出拓扑零

能态局域化长度的表达式如下: 

λ−1 = lim
L→∞

1
L
ln||T||, (19)

||T || T =
∏L

i=1
Ti

λ→ ∞ λ−1 = 0

这里   为总转移矩阵的范数, 且   .

根据文献 [56], 拓扑零能态在拓扑相变点处, 局域

化长度λ会产生发散行为 (  ), 则对应  .

令 (19)式等于 0, 可得 

|Tr(T )| − Det(T ) = 1. (20)

(20)式即拓扑相变点表达式, 如图 1(a)中绿色虚

线所示.

V = 0 |M | < 2

Q = −1

|M | > 2 Q = 1

|M | > 2

M > 2

M < −2

图 1(a)展示了以拓扑不变量 Q 大小为背景颜

色填充的 V-M 参数平面的拓扑相图. 从图 1(a)中

可以发现 , 当   , 在   的参数范围内 ,

 表明系统处于拓扑非平庸超导相, 系统存

在 Majorana零模. 而在   的范围内,   

表明系统处于拓扑平庸相, 不存在Majorana零模.

与不考虑无序时结论一致. 但如果 V 不为零, 可以

发现, 在   的范围内, 随着无序强度 V 的增

加, 拓扑不变量 Q 的值可以从 1突变为–1, 说明无

序可以诱导系统进入一个拓扑非平庸相, 即拓扑安

德森超导体相. 进一步分析可以发现, 当   ,

随着无序强度 V 的增加, 系统只会出现一次拓扑

安德森超导体转变, 并且随着无序强度 V 的进一

步增加, 所诱导出的拓扑安德森超导体相还是会被

无序破坏掉. 但在   的参数范围内可以发

现, 系统会出现多次拓扑安德森超导体相转变, 即

第一次被诱导出的拓扑安德森超导体相被无序破

坏掉之后, 随着无序强度 V 的进一步增强, 系统会

发生第二次甚至第三次拓扑安德森超导体转变. 并

且, 从图 1(a)中的结果还可以看到 (20)式所描述

的拓扑相变点结果, 清晰地分割开了拓扑相区和拓

扑平庸区. 这表明数值和解析的结果相符合.

∆g = EL+1 − EL EL+1 EL L+ 1

L+ 1 EL+1

EL ∆g

∆g

M = 1 −3

−4 ∆g

M = 1 ∆g

Q = −1

∆g

为了更加清晰地反映出这一现象, 定义能隙

 , 这里  和  分别代表 

和 L 能级的能量, 由于系统具有粒子空穴对称性,

系统的能谱上下对称, 并且出现拓扑零模的能级就

是  和 L 能级. 如果存在拓扑零模, 则  和

 都为零,   的值也为零, 表明系统处于拓扑相.

但如果拓扑零模被破坏, 则   的值不为零, 表示

系统处于拓扑平庸相. 这里分别选取   ,   

和   三个参数点, 绘制出   与拓扑不变量 Q 随

无序强度 V 的变化 , 如图 1(b)—(d)所示 . 当

 , 无序强度不大时,   的值为零, 并且对应

的拓扑不变量  , 表明此时系统处于拓扑非

平庸的超导相. 但当 V 增加到 1.1时,    的值不

为零, 并且对应的拓扑不变量 Q 的值从–1跳变至 1,

表明系统发生了拓扑相变, 进入到拓扑平庸相, 如

图 1(b)所示. 这里为了更加直观反映系统的拓扑
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M = 1 V = 2

ψ′L
j = (uLj + vLj )

ϕ′
L
j = (uLj − vLj )

M = −3 −4 ∆g

Q = 1

∆g

∆g 1

EL EL+1

∆g

性质, 当   时, 选取   , 画出此时 L 拓扑

零 模 能 级 对 应 的 波 函 数   和

 . 结果如图 1(b)插图所示, 可以看

到波函数分布在空间两端, 对应着拓扑边界态. 当

  或   时, 开始  的值不为零, 能级能隙

始终存在, 并且对应  , 说明系统处于拓扑平

庸相. 但当 V 增加到一定值时,   的值为零, 形成

拓扑零模. 并且对应拓扑不变量 Q 从 1跳变到–1,

表明系统进入拓扑安德森超导体相. 随着无序强

度 V 增加, 会发现拓扑安德森超导体相被破坏,

 的值不为零, 对应拓扑不变量 Q 又跳变为  . 而

后继续增加 V,    和   能级形成的能隙会再

次发生闭合,    的值为零, 对应拓扑不变量 Q 再

度跳变为–1. 表明系统会多次进入拓扑安德森超导

体相. 并且可以看到, 当无序强度 V 很大时, 系统

还是处于拓扑平庸相, 说明拓扑安德森超导体相只

能在有限参数范围内被诱导出来, 对于强无序扰动

还是会被破坏掉. 

3.2    局域化性质

上节通过数值计算各种序参量分析了系统的

拓扑相变, 并且给出系统在 V-M 参数平面的拓扑

M = 1 −3

相图. 一般来说, 由于随机无序诱导出来的拓扑安

德森绝缘体或者拓扑安德森超导体, 其体态处于完

全局域相, 不存在迁移率边. 但最近的研究表明,

由 AA准晶势诱导出的拓扑安德森绝缘体相, 其对

应的体态存在局域扩展混合的情况 . 众所周知 ,

Fibonacci准晶势形成的系统的波函数是具有多分

形特征的临界态. 那么其诱导出的拓扑安德森超导

体相对应的体态性质又会发什么样的变化? 为了

研究其局域化性质, 本文分别在传统拓扑区和拓扑

平庸区选取参数  和  来研究. 相关数值结

果如下.

M = 1 M = −3

Γn

Γn

Γn 0

V = 2

Γn

图 2(a), (b)分别显示了当   和  

时分形维度 (  )随本征能量 E 和无序强度 V 的

变化. 可以发现, 无论无序强度 V 如何增加, 系统

的本征态的分形维度   值基本上都介于 (0, 1)

之间, 这表明系统整体处于临界相, 所有的本征波

函数都是临界态波函数. 当然, 也会发现有少量的

本征态的分形维度   值趋于   , 呈现出局域态的

特征. 这是由于在数值计算中, 考虑的是开边界条

件, 开边界条件会导致系统存在一些离散的局域

态 [57]. 而后, 选取   参数下, 本征态的分形维

度  随着系统尺寸的变化, 结果如图 2(c)和图 2(d)
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
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(d)
g



Z2

M = 1 −3 −4 ∆g Z2

V = 0.2 ∆ = 0.4 L = 2000

图 1    (a)以拓扑不变量 Q 大小为背景颜色填充的 V-M 参数平面的拓扑相图. 颜色条代表   拓扑不变量 Q 的大小. 绿色虚线代

表拓扑相变点解析解 , 由 (20)式确定 . (b)—(d) 当常数势强度   ,    和   时 , 能隙   和   拓扑不变量 Q 随无序强度

V 的变化. (b)插图对应的是无序强度   时, L 能级对应的波函数分布. 这里,   和  

Z2

Z2

∆g Z2 M = 1

M = −3 M = −4

V = 0.2 ∆ = 0.4 L = 2000

Fig. 1. The     topological invariant Q as a function of the disorder strength V and constant potential M. The colorbar shows the

value of the    topological invariant Q. The green dashed line represents the analytical solution of the topological phase transition

point,  determined  by  Eq.  (20).  Energy  gap      and  the      topological  invariant  Q  as  a  function  of  V  for  (b)    ,

(c)     and (d)    .  The wave  function distributions  corresponding to  the L  energy levels  at  a  disorder  strength of

  in the inset of panel (b). Other parameters:    and   .
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M = 1 V = 2

Γn

Γn 0

Γn

M = −3 V = 2

Γn

0

所示. 图 2(c)显示, 当   且   时, 可以发

现整体本征态的分形维度  不会随着尺寸的增加

而发生明显的变化. 除了少数离散局域态的分形维

度  随着尺寸的增加, 其值向  趋近之外, 其余大

部分本征态的分形维度  维持在 (0, 1)之间的值.

当   且   时, 根据图 1(c)的结果, 此时

系统处于拓扑安德森超导体相, 可以发现, 除了诱

导出的零模态和少数离散局域态的分形维度  随

着尺寸的增加, 其值向  趋近. 其余大部分本征态

Γn的分形维度   也为 (0,  1)之间的值 . 结果表明

Fibonacci准晶势诱导的拓扑安德森超导体相的体

态为临界态, 这与传统随机无序和 AA类型准晶势

无序诱导出的拓扑安德森超导体相局域化性质完

全不同.

M = 1 M = −3

为了进一步验证上述结果的正确性, 依旧选择

 和  两种情况分析, 观察MIPR在不

同无序强度 V 下的标度行为 , 结果如图 3(a)和

图 3(b)所示.
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Γn V = 2 M = 1 Γn V = 2

M = −3 Γn ∆ = 0.4

图 2    当系统尺寸   , M 分别为 (a)  和 (b)  时, 分形维度 (  )随着本征能量 E 和无序强度 V 的变化. 图中

的颜色条代表分形维度 (  )的大小 . (c)当   且   时 , 不同系统尺寸下 , 系统分形维度 (  )的值 . (d)当   且

 时, 不同系统尺寸下, 系统分形维度 (  )的值. 其他参数取值为  

Γn

L = 500 M = 1 M = −3 Γn V = 2 M = 1

Γn V = 2 M = −3 ∆ = 0.4

Fig. 2. The fractal dimension    of different eigenstates as a function of the corresponding E and the modulation strength V with

   for  (a)    and  (b)  .  (c)  The  fractal  dimensions      for  different  system  sizes  for      and    .

(d) The fractal dimensions    for different system sizes for    and   . Other parameters:   .
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M = 1 M = −3 V = 1, 2, 3 ∆ = 0.4图 3    当 M 分别为 (a)  和 (b)  时, MNPR在无序强度为    情况下的标度行为. 其他参数  

M = 1 M = −3 V = 1, 2, 3 ∆ = 0.4Fig. 3. The scaling behavior of MIPR in (a)    and (b)    with   . Other parameters:   .
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M = 1

0.9733L−0.6283 0.9996L−0.5083 0.9688L−0.482

M = −3

MIPR ∝ 1.193L−0.6417, 1.137L−0.4805

0.9869L−0.4575

当  时可以发现, 当 V 分别取 1, 2, 3时,

MIPR随着尺寸 L 的增加, 其变化趋势分别可以由

 ,    以及  

三条拟合函数描绘出来, 如图 3(a)中三条实线所

示 .  MIPR随尺寸 L 变化的标度行为满足幂函

数变化, 说明系统整体处于临界相中. 当  且V

分别取 1, 2, 3时, MIPR随着尺寸 L 的增加变化

可以拟合为   和

 , 如图 3(b)中三条实线所示. 该结

果也表明系统处于临界相当中 . 以上结果表明

Fibonacci准晶势诱导的拓扑安德森超导体相的体

态都为临界态. 

4   结　论

Z2

2e2/h

本文研究了一维 Fibonacci准晶势调制下的

p波超导体下的拓扑相变和局域化性质. 通过计算

 拓扑不变量数值确定了系统的拓扑相图, 发现

在 Fibonacci准晶势调制下, 系统可以由拓扑平庸

超导相进入拓扑安德森超导相. 并且在某些参数

下, 系统会发生多次拓扑安德森超导相转变并伴随

着零能态的出现. 但在强无序情况下, 拓扑安德森

超导相还是会被破坏掉, 说明拓扑安德森超导相只

会在有限的参数范围内被诱导出来. 此外, 通过计

算分析分形维度, 平均逆参与率序参量, 分析了系

统的局域化性质. 发现 Fibonacci准晶势诱导的拓

扑安德森超导相, 其体态的波函数为临界态波函

数, 系统整体处于临界相. 并通过平均逆参与率序

参量证明了临界相在热力学极限下的稳定性. 这与

随机无序或者 AA类型的准晶势无序诱导出来的

传统拓扑安德森超导相不同. 该研究结果为一维

p波超导体中拓扑相变和局域化转变的研究提供

了一些新的理解和参考. 实验上, 能够实现一维

p波超导体的实验平台就是超导体纳米线系统. 人

们通过对超导体纳米线的研究认为, 量子化的零偏

压电导峰是 Majorana费米子, 即拓扑态出现的标

志 [58–61]. 通过提高样品的品质, 实验测得费米面处

于零能附近的电导率已经接近于   
[62]. 然而,

随着研究的深入, 人们在无 Majorana费米子的超

导体纳米线系统中同样也发现了零偏压的电导

峰, 因此用零偏压电导峰来验证 Majorana费米子

的方法受到了质疑 [63]. 最近的实验表明, 实验材料

制备过程杂质或者温度等引入的可能是干扰实验

探测 Majorana费米子的重要原因 [64,65]. 所以如何

在有干扰的情况下, 找寻新的探测 Majorana费米

子的方法, 成为了实验上需要解决的问题.
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Abstract

The  topological  phase  transitions  and  localization  properties  in  a  1D  p-wave  superconductor  under

Fibonacci  quasi-periodic  potential  modulation are  investigated in  this  work.  By calculating  the Z2  topological

invariant, the topological phase diagram of the system is determined numerically. It is found that the system

can transition from a topologically  trivial  phase  to  a  topological  Anderson superconductor  phase  through the

Fibonacci  quasi-periodic  modulation.  Moreover,  under  certain  parameters,  the  system  undergoes  multiple

topological  Anderson  superconductor  phase  transitions,  accompanied  by  the  emergence  of  zero-energy  modes.

However, in the case of strong disorder, the topological Anderson superconductor phase is destroyed, indicating

that the topological  Anderson superconductor phase can be induced only within a finite  range of  parameters.

Furthermore,  by  calculating  and  analyzing  the  fractal  dimension  and  the  mean  inverse  participation  ratio

(MIPR)  order  parameter,  the  localization  properties  of  the  system  are  analyzed.  The  results  show  that

regardless  of  how  the  disorder  intensity  increases,  the  fractal  dimension  values  of  most  eigenstates  always

remain  within  a  range  of  0–1.  Subsequently,  the  variations  in  the  fractal  dimensions  of  all  eigenstates  for

different  system sizes  are  studied.  The results  show that  the  fractal  dimension values  of  most  eigenstates  are

away  from  0  and  1.  These  results  indicate  that  the  wavefunction  in  the  bulk  of  the  topological  Anderson

superconductor  phase  induced  by  Fibonacci  quasi-

periodic potential is a critical state wavefunction, with

the  system  overall  being  in  a  critical  phase.  The

stability  of  the  critical  phase  is  confirmed  by  scale

behavior of MIPR as shown in Fig. (a).

　　It differs from the traditional topological Anderson

superconductor  phase  induced  by  random  disorder  or

AA-type  quasi-periodic  disorder.  The  results  provide

new  insights  into  and  references  for  studying

topological  phase  transitions  and  localization  transi-

tions in 1D p-wave superconductors.
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