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薛定谔型方程是一类十分重要的微分方程. 高维及变系数薛定谔型方程的研究具有一定的价值和意义.

本文利用相似变换推导了 (  )维 (  )次变系数非线性薛定谔方程的一类新的孤子解, 给出了系数

之间满足的关系. 并利用定态薛定谔方程的解, 得到了 (  )维 (  )次变系数非线性薛定谔方程的明暗

孤子解. 最后, 对于特殊的情况, 给出了明暗孤立子解的图像, 并系统分析了孤子解的空间结构和传播特性.
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1   引 言

非线性薛定谔方程 (nonlinear  Schrödinger

equation, NLSE) 

iut + αuxx + γ|u|2u+ δu = 0 (1)

是研究非线性波现象 [1] 的基本模型, 其中 u 表示复

波包振幅, a 控制色散或衍射效应, g 描述非线性

相互作用. 在非线性光学 [2–4]、流体动力学 [5,6]、玻

色-爱因斯坦凝聚体 [7–9] 和等离子体物理学 [5] 中有

广泛的应用. 作为描述色散和非线性之间相互作用

的经典方程, NLSE具有多种非线性波特性, 包括

孤子 [2]、呼吸波 [10] 和怪波 [11,12], 例如孤子干涉过程中

的相位演化特性 [13]. 文献 [14]考虑了特殊的 NLSE

与 Korteweg-de Vries (KdV)方程的耦合系统. 温

嘉美等 [15] 构造了耦合自散焦饱和非线性薛定谔方

程. 对高维和高阶 NLSE的研究获得越来越多的

关注, 楼森岳等 [16] 使用形变术导出了许多高维可

积方程, 高维 NLSE对于理解多维、强非线性系统

中的复杂波动力学至关重要. 然而, 为这种广义系

统构建解析解并分析其性质仍然具有重要的价值.

孤子解的研究对于高维 NLSE尤为重要, 因

为孤子是描述局域能量转移和非线性波传播稳定

性的核心模型. 明孤子表现为振幅局域化结构, 而

暗孤子表现为局域化波谷 [17], 以及特殊的明暗孤

子混合的特殊孤子 [18]. 孤子的稳定性和动态特性

为非线性波传播机制提供了深刻的理论见解. 廖秋

雨等 [19] 研究了高维空间光孤子的特性. 尽管已有

一些研究, 但高维、高阶、变系数 NLSE孤子解的

构建和分类仍然不完整, 对其动态行为的深入分析

值得进一步探索.

本文作者王岗伟 [20] 应用相似变换推导出了

(2+1)维的三次非线性薛定谔方程的一组新解. 并

在此基础上, 扩展了求解 (3+1)维三次非线性薛定
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n = 3 m = 1

n = 2 m = 1

n+ 1 2m+ 1

谔方程的方法. 本文是对参考文献 [20,21]的深入研

究和拓展. 当  和  时, 退化为参考文献 [21]

的结果. 当  和  时, 简化为参考文献 [20]

的结果. 因此, 本文给出了更一般的结论, 将薛定

谔方程推广为 (  )维的 (  )次非线性薛

定谔方程 

iut +

n∑
i=1

uxixi + γ|u|2mu+ δu = 0, (2)

(2m+ 1)

其中含有与标准薛定谔方程相同的时间项和外势

项, 本文考虑更高维的色散效应, 于是将二阶色散

项扩展为 n 阶. 相似地, 将二阶非线性效应扩展为

 次, 适用于多体碰撞、高阶极化率、复杂

介质等高密度高强度的极端条件, 是超越平均场理

论或弱非线性近似的修正. 方程 (2)的难点在于对

其的相似变换得到的方程组是高维的, 这意味着该

方程组的解是相当复杂的. 本文发现低维方程组的

方法可以应用到高维方程组中, 它们的解之间有相

似的结构.

n+ 1 2m+ 1

采用相似变换 [20] 结合稳态薛定谔方程, 本文

推导出了一类新的 (  )维的 (  )次NLSE

的孤子解. 自相似解是 NLSE研究中的重要方向,

广泛出现在高功率光纤放大器、等离子体涡旋以及

非均匀介质中的波传播问题中. 这类解的数学形式

通常为 

u(x, t) = ρ(x, t)eiφ(x,t)U(x, t), (3)

其中 r 描述波包的自适应演化, 相位函数 j 反映

群速度与频率偏移的动态调制, 自相似解的构造依

赖于变量变换及对称群方法, 并在非均匀系数的

NLSE (如带有增益-损耗项或外势场的系统)中展

现出特殊的动力学行为. 本文将解分为明孤子和暗

孤子, 详细分析它们在不同参数条件下的空间分

布、相位结构和稳定性. 通过数值模拟, 展示了孤

子解的动态传播特性以及非线性和色散之间的平

衡机制, 为研究高维非线性波系统提供了新的理论

见解和工具.

n+ 1 2m+ 1

这项工作的主要贡献如下: 基于相似变换, 推

导了 (  )维的 (  )次 NLSE的孤子解 ,

扩大了高阶非线性波动方程孤子解的研究范围; 通

过对孤子的空间结构、相位分布和动态稳定性的系

统研究, 确定了它们的不同特征. 通过三维图、相

位图直观地展示了解的动态行为, 验证了孤子解的

准确性和稳定性; 本研究丰富了高维非线性方程组

的理论框架, 为进一步探索高维非线性波动力学提

供了一定的理论依据, 并为物理系统中的孤子动力

学提供了潜在的应用.

本文的结构如下: 第 2节推导了高维 NLSE的

新孤子解; 第 3节对特殊情况分析了明孤子和暗孤

子解, 研究了它们在各种参数下的特性, 并将结果

可视化. 

2   变系数 (n+1)维NLSE的相似变换

对于 (n+1)维 (2m+1)次 NLSE, 

iut +

n∑
i=1

uxixi + γ|u|2mu+ δu = 0, (4)

利用相似变换 [20]
 

u = ρ(x1, x2, · · · , xn, t)eiφ(x1,x2,··· ,xn,t)

× U(ξ(x1, x2, · · · , xn, t)), (5)

Uξξ G|U |2mU

式中的 U 为不含时定态薛定谔方程的解, E 为分

离常量,   为二阶色散项,   为对应的非

线性项, G 为常数, 方程如下: 

EU = −Uξξ +G|U |2mU, (6)

其中 

ξ ≡ (x1, x2, · · · , xn, t) , (7)

缩写为 

u = ρeiφU. (8)

将方程 (5)和方程 (6)代入方程 (2), 可以得到 

γU2m+1ρ2m+1 + iUρt − φtUρ+ iξtUξρ+ δUρ

+ 2iUξρ (ξx1φx1 + ξx2φx2 + · · ·+ ξxnφxn)

+ 2iU (ρx1φx1 + ρx2φx2 + · · ·+ ρxnφxn)

+ iUρ (φx1x1
+ φx2x2

+ · · ·+ φxnxn
)

+ U (ρx1x1
+ ρx2x2

+ · · ·+ ρxnxn
)

+ ρUξ (ξx1x1 + ξx2x2 + · · ·+ ξxnxn)

− Uρ
(
φ2
x1

+ φ2
x2

+ · · ·+ φ2
xn

)
+ ρ

(
GU2m+1 − EU

) (
ξ2x1

+ ξ2x2
+ · · ·+ ξ2xn

)
+ Uξ (ξx1ρx1 + ξx2ρx2 + · · ·+ ξxnρxn) . (9)

对 U 及其导数的不同子项进行分类, 并将它

们的系数分别设为零, 得到以下方程组: 

ρt + 2

n∑
i=1

ρxiφxi + ρ

n∑
i=1

φxixi = 0, (10a)
 

ρξt + 2ρ

n∑
i=1

φxiξxi = 0, (10b)
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ρ

n∑
i=1

ξxixi + 2

n∑
i=1

ρxiξxi = 0, (10c)
 

n∑
i=1

ρxixi
− ρ

(
φt +

n∑
i=1

φ2
xi

)
− δρ− Eρ

n∑
i=1

ξ2xi
= 0,

(10d)
 

γρ2m+1 −Gρ

n∑
i=1

ξ2xi
= 0. (10e)

根据方程 (10d)和方程 (10e), 可知 

δ = ρ−1
n∑

i=1

ρxixi
−

(
φt +

n∑
i=1

φ2
xi

)
− E

n∑
i=1

ξ2xi
,

γ = Gρ−2m
n∑

i=1

ξ2xi
.

(11)

从方程 (10b)和方程 (10c), 可以推出一组解: 

Ψ = p

n∑
i=1

xi + q, ξ = f(Ψ), ρ =

√
p

ξΨ
, (12)

p, q这里的  是关于 t 的任意函数.

将方程 (12)代入方程 (10a), 可以得到 

−
√
p/ξΨ
2ξΨ

(
2p

n∑
i=1

φxi
+ pt

n∑
i=1

xi + ptqt

)
ξΨΨ

−
√
p/ξΨ
2ξΨp

(
2p

n∑
i=1

φxixi
+ pt

)
ξΨ = 0. (13)

这个解的形式为 

φ = − pt
c1p

n∑
i=1

x2
i −

pt
c2p

n∑
i=1

n∑
j=2

xixj −
qt
c2p

n∑
i=1

xi + c,

(14)

c1, c2

i ̸= j, j > i

其中    都为常数, c 是关于 t 的任意函数, 并

且   .

将方程 (14)代入方程 (10a) 有 

c1 = 4n, c2 = 2n. (15)

n+ 1 2m+ 1最后, 得到了广义 (  )维的 (  )次非线

性薛定谔方程的一个新解:  

Ψ = p

n∑
i=1

xi + q, ξ=f(Ψ), ρ=
√
p/ξΨ ,

φ = − pt
4np

n∑
i=1

x2
i −

pt
2np

n∑
i=1

n∑
j=2

xixj

− qt
2np

n∑
i=1

xi + c,

(16)

p, q, c i ̸= j, j > i这里  是关于 t 的任意函数, 并且  . 

3   孤子解
 

3.1    明暗孤子解

对于方程 (6), 将孤子解的形式设为
 

U(ξ) = Asechp(kξ). (17)

将方程 (17)代入方程 (6), 得到
 

Apk2sechp+2(kξ)−Ap2k2sechp(kξ)

+Ap2k2sechp+2(kξ)− EAsechp(kξ)

+GA2m+1sech(2m+1)p(kξ). (18)

平衡最高阶的系数, 有
 

p+ 2 = (2m+ 1)p, p = m−1. (19)

根据方程 (18), 可以得到以下方程:
  Am−2k2 + EA = 0,

Am−1k2 +Am−2k2 +GA2m+1 = 0,
(20)

所以, 可知
  

k = m
√
−E,

A = m
√
−E

2m√−G−1(m−1 +m−2),

U = m
√
−E

2m√−G−1(m−1 +m−2)

× sechm
−1

(m
√
−Eξ),

(21)

假定
 

ξ = p

n∑
i=1

xi + q, ρ =
√
p, (22)

然后可以得到
  

δ =
(pttp− 2pt

2)

4np2

(∑n

i=1
xi

)2
+

(qttp− 2qtpt)

2np2

(∑n

i=1
xi

)
− ct − 3Ep2 − qt

2

4np2
,

γ = np2−mG.

(23)

q = c = 0根据方程 (5), 设   并得到方程 (4)的

孤子解为
 

u =
√
peiφm

√
−E

2m√−G−1(m−1 +m−2)

× sechm
−1
(
m
√
−Eξ

)
, (24)

这里有
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φ=− pt
4np

n∑
i=1

x2
i −

pt
2np

n∑
i=1

n∑
j=2

xixj , i ̸=j, j>i.

(25)

同理, 它的暗孤子解是
 

u =
√
peiφm

√
−E 2m

√
−G−1(m−1 +m−2)

× tanhm
−1

(m
√
−Eξ). (26)

 

3.2    解的图像

本文假定  {
n = 3, m = 2,

E = G = −1.
(27)

选取不同的 p 和 s 可以得到大量的孤子解, 本文仅

考虑下面的几种情况: 

 

p0 = sint, σ0 =
cost
12sint

;

p1 = 1 +
cos (0.5t) + i sinh (−0.5t)

cos (0.5t)− cosh (0.5t+ 0.2)
,

σ1 =

−0.5 sin (0.5t)− 0.5i cosh (0.5t)
cos (0.5t)− cosh (0.5t+ 0.2)

− [cos (0.5t)− i sinh (0.5t)] [−0.5 sin (0.5t)− 0.5 sinh (0.5t+ 0.2)]

[cos (0.5t)− cosh (0.5t+ 0.2)]
2

12

[
1 +

cos (0.5t)− i sinh (0.5t)
cos (0.5t)− cosh (0.5t+ 0.2)

] ;

p2 = sinh(t), σ2 =
cosh (t)

12 sinh (t)
. (28)

明孤子解的显式表达式为
 

u1 = −√
pe−iσ(x2

1+x2
2+x2

3)−2iσ(x1x2+x1x3+x2x3)

×
√
2
√
3sech

1
2 (2p (x1 + x2 + x3)), (29)

p = p0, σ = σ0

p = p1, σ = σ1

选定  , 方程 (29)的图像见图 1. 选

定  , 方程 (29)的图像见图 2.

暗孤子解的显式形式为
 

u2 = −√
pe−iσ(x2

1+x2
2+x2

3)−2iσ(x1x2+x1x3+x2x3)

×
√
2
√
3 tanh

1
2 [2p(x1 + x2 + x3)], (30)

p = p0, σ = σ0

p = p2, σ = σ2

选定  , 方程 (30)的图像见图 3. 选

定  , 方程 (30)的图像见图 4.

图 1有明显的周期单峰结构和对称性, 与图 2

一起展示了明孤子解的局域涨落特性. 这样的单峰

结构证明了孤子在非线性和色散平衡下的稳定传

播. 两者的相位图都反映了孤子的对称性和相位连

续性, 均为支持稳定传播的相位梯度分布.

图 3有明显的暗孤子特有的体现能量耗散的

槽结构, 并且是周期性的, 描述了暗孤子的动态特

性. 图 4的三维图像清晰地捕捉到了波谷区域, 体

现了孤子的局域性和稳定性. 
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|u|2 x1 ∈ [−10, 10] t ∈ [0, 10] x2 = −3, x3 = 2图 1    方程 (29)的一种明孤子解, 展示的图像为   . 其中   ,   ,   　(a) 三维图; (b) 相位图

|u|2 x1 ∈ [−10, 10] t ∈ [0, 10] x2 = −3, x3 = 2Fig. 1. Bright soliton solution of Eq.(29), shown as    , where    ,    ,    : (a) 3-dimensional

image; (b) phase image.
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|u|2 x1 ∈ [−10, 10] t ∈ [3, 5] x2 = −3, x3 = 2图 2    方程 (29)的一种明孤子解, 展示的图像为   . 其中   ,   ,    　(a) 三维图; (b) 相位图

|u|2 x1 ∈ [−10, 10] t ∈ [3, 5] x2 = −3, x3 = 2Fig. 2. Bright soliton solution of Eq.(29),  shown as    ,  where    ,    ,    :  (a) 3-dimensional

image; (b) phase image.
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|u|2 x ∈ [−10, 10] t ∈ [0, 10] x2 = −3, x3 = 2图 3    方程 (30)的一种暗孤子解, 展示的图像为   . 其中   ,   ,    　(a) 三维图; (b) 相位图

|u|2 x1 ∈ [−10, 10] t ∈ [0, 10] x2 = −3, x3 = 2Fig. 3. Dark soliton solution of  Eq.(30),  shown as    ,  where    ,    ,    :  (a)  3-dimensional

image; (b) phase image.
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|u|2 x ∈ [−10, 10] t ∈ [0, 2] x2 = −3, x3 = 2图 4    方程 (30)的一种暗孤子解, 展示的图像为   . 其中   ,   ,    　(a) 三维图; (b) 相位图

|u|2 x1 ∈ [−10, 10] t ∈ [0, 2] x2 = −3, x3 = 2Fig. 4. Dark soliton solution of Eq.(30), shown as   , where   ,   ,   : (a) 3-dimensional image;

(b) phase image.
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4   结　论

n+ 1

2m+ 1

通过使用相似变换, 本研究构建了 (  )维

(  )次变系数非线性薛定谔方程的孤子解,

对于特殊情况, 深入研究了其明孤子和暗孤子在各

种条件下的传播特性和动态行为. 结果表明, 明孤

子表现出稳定传播的局域单峰结构, 而暗孤子表现

出能量耗尽的槽结构. 验证了解的准确性和孤子波

的稳定性. 这些发现扩大了非线性薛定谔方程孤子

解的研究范围, 并为研究高维非线性波的动力学提

供了新的视角. 未来的工作将探索更复杂的物理背

景下的模型及孤子相互作用和演化.
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Abstract

Schrödinger-type equations represent a fundamentally important class of differential equations. Research on

high-dimensional  variable-coefficient  Schrödinger-type  equations  as  important  theoretical  and  practical  value,

providing critical insights into the dynamics of complex wave phenomena. In this paper, we employ similarity

transformations  to  derive  a  novel  class  of  soliton  solutions  for  the  (n  +  1)-dimensional  (2m  +  1)th-order

variable-coefficient  nonlinear  Schrödinger  equation.  By  extending  similarity  transformations  from  lower-

dimensional  to  higher  dimensionnal  equations,  we  establish  the  intrinsic  relationships  among  the  equation’s

coefficients. Furthermore, utilizing the solutions of the stationary Schrödinger equation and using the balancing-

coefficient method, we construct both bright and dark soliton solutions for the (n + 1)-dimensional (2m + 1)th-

order  variable-coefficient  nonlinear  Schrödinger  equation.  Finally,  for  specific  cases,  we  present  graphical

representations  of  the  bright  and  dark  soliton  solutions  and  conduct  a  systematic  analysis  of  their  spatial

structures  and  propagation  characteristics.  Our  results  indicate  that  bright  solitons  exhibit  a  single-peak

structure,  while  dark  solitons  form  trough-like  profiles,  further  confirming  the  stability  of  soliton  wave

propagation.

Keywords: (n+1)-dimensional  (2m+1)th  nonlinear  Schrödinger  equation,  similarity  transformations,  exact
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