
 

基于 Boltzmann 方程的多孔介质中胶体输运模型*
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由于多孔介质结构的随机性, 很难对其内的胶体粒子输运过程进行建模. Boltzmann输运方程为模拟随

机空间中胶体粒子的微观动力学提供了一种可靠的途径. 本文通过 Chapman-Enskog(CE)分析, 从胶体粒子

的 Boltzmann方程导出了宏观输运模型. 该模型具有对流-扩散方程形式, 包括依赖粒子速度分布的扩散项、

速度延迟项以及反映微观捕获机制的捕获项. 此外, 还给出了 3个输运系数的显式表达. 该宏观模型部分解

决了传统胶体输运模型的悖论, 并且在特定条件下与以往模型一致.
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1   引　言

纳米胶体粒子在多孔介质中的输运在许多自

然和工业过程中存在. 如含水层内纳米粒子的联合

运输 [1,2]、淡水储存 [3]、催化化学反应器 [4,5]、钻井注

井作业 [6]、油田开发中水处理 [7] 等. 在这些过程中,

胶体粒子与固体基质之间的相互作用通常会导致粒

子被捕获, 从而降低胶体浓度并且改变介质性质 [8].

孔隙尺度下多孔介质的胶体粒子输运过程中,

存在范德瓦耳斯力、电场力、重力等相互作用力,

粒子被捕获的机制包括应变、吸附、桥接、扩散等 [9]

(见图 1). 由于多孔介质的复杂性和粒子的多样性,

在孔隙尺度上直接详细描述粒子的输运较为复杂

和困难, 但基于该尺度的微观模型能够体现微观机

制的影响, 可以与许多实验数据相匹配 [9]. 然而, 孔

隙尺度模型中的微观参数不易确定, 难以适用大规

模应用场景. 因此, 有必要通过尺度提升方法, 在

微观模型的基础上推导纳入微观机制的宏观模型.
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图 1　孔隙尺度下多孔介质中粒子所受作用力和捕获机制

Fig. 1. Forces and capture mechanisms on particles in por-

ous media at the pore scale.
 

一般的尺度提升方法包括直接提升和连续提

升两类 [10]. 直接提升方法涉及尺度跳跃, 可能导致

宏观方程出现非局部特征 [11], 并且衍生模型中的

参数通常受到一些特定假设的限制, 宏观参数的选

择可能不唯一 [10]. 特别是存在对流时, 宏观尺度模

型预测结果与微观尺度模型预测结果可能有很大

差别. 而连续提升方法更具物理性, 在一些物理假

设下得到的宏观模型中参数是唯一的, 这些参数的
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渐近值服从直接提升所获得的关系. 然而, 从数学

上证明尺度提升方法的渐近性质及从物理上对其

解释较为困难 [12].

另一方面, 近年人们也发展了基于连续假设的

宏观数学模型. 质量守恒方程可表示为 [13,14]
 

∂

∂t
(ϕC + σ) +∇x · q = 0, (1)

 

q = uC −D∇C, (2)
 

∂σ

∂t
= ε, (3)

ϕ

ε

t

其中,    是多孔介质孔隙度, C 是浓度 (单位流体

体积中胶体粒子的质量或数量), s 是捕获浓度 (单

位介质体积捕获的胶体粒子质量或数量), q 是通

量 (单位时间内通过单位面积的胶体粒子质量或数

量), u 是平均粒子速度, D 是扩散系数,    是粒子

捕获率 (单位时间内单位介质体积捕获的胶体粒子

质量或数量),   和 x 分别是时间和空间.

ε

方程 (3)是多孔介质粒子捕获过程的直接体

现. 为描述该捕获过程, 现有模型大多基于宏观通

量来构造捕获率  , 常用的两类模型为 [9,15–18]
 

ε = λ · |q| = λ · |uC −D∇C| , (4)
 

ε = λ · |u|C, (5)

其中, l 是过滤系数, 表示每单位路径长度的粒子

捕获概率 [15]. 模型 (4)给出的捕获率与通量相关,

而模型 (5)则忽略了扩散和弥散的影响. 两个模型

中通量和平均速度的绝对值表示无论流向如何都

会发生捕获 [13].

u < λD

宏观尺度下的捕获过程描述虽然遵循物理规

律, 但在解释宏观行为时会出现若干悖论: 1)在系

统静止且均匀浓度情况下, 模型 (4)和模型 (5)无

法预测粒子布朗运动导致的捕获; 2)模型 (4)容易

高估粒子的总路程, 导致捕获率的高估; 3)当过滤

系数和扩散系数的乘积较大 (  )时, 模型 (4)

将导致平均粒子运动方向与载液流动方向相反 [8].

ψ0 (ξ)

上述研究表明, 从描述胶体粒子输运和捕获的

微观机制出发, 推导出可靠的大尺度模型具有重要意

义. 周知, Boltzmann输运方程 (Boltzmann trans-

port equation, BTE)是描述非平衡粒子系统统计

行为的可靠模型, 它为建立可行的宏观尺度模型

提供了新途径. 实际上, 近期研究者们已经采用

Boltzmann方程描述多孔介质中的粒子输送现象.

Boltzmann方程采用了粒子速度分布函数  

(如图 2所示), 反映了粒子通过多孔介质过程中与

介质相互作用导致的结果 [19,20], 同时速度分布函数

与速度依赖的捕获直接耦合, 体现速度选择性的捕

获过程.
  




0



图 2　孔隙尺度下粒子的速度分布示意图

Fig. 2. Schematic  diagram  of  the  velocity  distribution  of

particles at the pore scale.
 

基于 Boltzmann方程, 通过一定的尺度提升

分析方法, 可以推导出相应的宏观模型. 例如, 在

浓度变化很小的假设条件下, Russell等 [8,21,22] 通

过 Hilbert空间算子投影和 Fourier分析, 从 Boltz-

mann方程推导出一个如 (1)式所示的宏观模型,

其中通量和捕获率显式表示为 

q = uC −∇ ·
(
K11C

)
− λ ·K21C, (6)

 

ε = λ · ûC −K12 · λ∇C − λ ·K22 · λC, (7)

Kij (i, j = {1, 2})  是与速度分布函数相关的系数矩

阵. 模型 (6)和 (7)描述了粒子扩散和捕获之间的

关系, 可在一定程度上解决上面提到的悖论 [8].

Chapman-Enskog(CE)分析是动理学理论中

一个常用的渐近分析方法. 本文拟通过 CE分析,

从胶体输运的 BTE推导出相应的宏观模型 , 该

模型不同于传统的宏观对流扩散方程, 能够满足

(1)式的质量守恒, 并包含依赖微观捕获机制的延

迟项和捕获项, 通量和捕获率表达式能够解决常规

宏观模型的悖论. 

2   多孔介质胶体输运的 Boltzmann
方程

包含捕获效应的多孔介质胶体输运 Boltzma-

nn方程为 [8,21,22]
 

ϕ
∂f

∂t
+ ξ · ∇xf =

1

τ

[(∫
fdξ

)
ψ0(ξ)− f

]
−λ · |ξ| f,

(8)

ϕ

ξ λ f (x, ξ, t)

x ∈ Rm ξ ∈ Rm

其中,   为多孔介质孔隙度, t 和 x 分别是时间和空

间,   是粒子速度,   是过滤系数矢量.   描

述了在时刻 t、位置   处, 以速度   运
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m ψ0 (ξ)

ψ0 (ξ) > 0

∫
ψ0(ξ)dξ = 1 τ

τ = l/ ∥u∥ u

u =

∫
ξψ0(ξ)dξ

(x, t)

动的粒子的浓度分布,   代表空间维数.   是

在无捕获时平衡状态下的速度分布函数,  满足

 且   .    表示松弛时间 , 定

义为    , 其中 l 是混合长度,   是平均粒子

速度, 即  . 图 3所示为对应的粒子

混合过程: 假设平衡分布在某点  处受到扰动,

粒子行进平均距离为 l 后到达多孔介质内另一个

腔室, 并随着时间的推移松弛到平衡分布, 对应的

时间为 t, 即粒子群达到平衡分布的弛豫时间 [21].

  



图 3　多孔介质中粒子输运和捕获示意图

Fig. 3. Schematic  diagram  of  particle  transport  and  cap-

ture in porous media.
 

与线性化 BGK-Boltzmann方程类似 [23],  方

程 (8)等号右边第 1项表示粒子浓度分布趋向平

衡浓度分布的“松弛”过程; 不同之处在于等号右边

第 2项, 即与粒子绝对速度大小成比例的粒子捕获

项. 方程 (8)从微观尺度上描述了由于粒子捕获而

导致的粒子浓度的降低机制.

ε

对方程 (8)取零阶矩可以得到质量守恒方程 (1),

其中粒子浓度 C、粒子通量 q 和捕获率  分别为 

C (x, t) =

∫
f (x, ξ, t) dξ, (9)

 

q (x, t) =

∫
ξf (x, ξ, t) dξ, (10)

 

ε (x, t) =

∫
λ · |ξ| f (x, ξ, t) dξ. (11)

ε

通过对 Boltzmann方程 (8)求零阶矩, 获得了尺度

提升的胶体粒子宏观输运模型. 然而, 为使该模型

封闭, 需要给出粒子通量 q 和捕获率  的显式表达式.

我们将在第 3节通过 Chapman-Enskog分析给出. 

3   Boltzmann方程的 Chapman-Ens-
kog分析

本节将通过 Chapman-Enskog分析从 Boltz-

mann方程 (8)推导出相应的宏观模型, 并讨论该

模型的一些基本性质. 

3.1    宏观模型

t→ t/ϕ

f eq=

(∫
fdξ

)
ψ0(ξ)= Cψ0(ξ) f eq

∫
f eqdξ =

C

Chapman-Enskog多尺度展开是分析动理学

模型渐近行为的一种方法 [24]. 在该方法中, Boltzm-

ann方程的解表示为一个小参数的级数展开. 类

似 Russell等 [8,21,22] 的做法, 时间取  , 同时令

 ,   满足 

 . 于是, Boltzmann方程 (8)可以写为 

∂f

∂t
+ ξ · ∇f =

1

τ
(f eq − f)− λ · |ξ| f. (12)

假设与宏观时间相比, 松弛时间 t 是一个小的局部

常数, 由 (12)式可以得到分布的渐近表达式: 

f = [1 + τ (D + λ · |ξ|)]−1
f eq

= f eq − τ (D + λ · |ξ|) f eq + τ2(D + λ · |ξ|)2f eq

− τ3(D + λ · |ξ|)3 + · · · , (13)

D = ∂t + ξ · ∇其中,   为物质导数算子. 对方程 (12)

求零阶速度矩可得 

∂C

∂t
+∇ · q = −ε, (14)

ε其中 q 和  分别由 (10)式和 (11)式给出.

f = f eq +O (τ)

为了闭合表达式, 我们采用渐近展开式 (13)

来近似函数 f. 取 f 的 0阶近似, 即  ,

此时有 

∂tC +∇ · ⟨ξ, f eq⟩ = −⟨λ · |ξ| , f eq⟩ , (15)

⟨·, f⟩ =
∫

·fdξ其中  . 取 f 的 1阶近似, 则可得到:
 

q = ⟨ξ, f eq⟩ − ⟨ξ, τ (D + λ · |ξ|) f eq⟩ (16)

和 

ε=⟨λ · |ξ|, f eq⟩+⟨λ · |ξ|,−τ (D + λ · |ξ|) f eq⟩. (17)

将 (15)式代入 (16)式和 (17)式, 可得 

⟨ξ, τ (D + λ · |ξ|) f eq⟩

= τ∂t ⟨ξ, f eq⟩+ τ∇ · ⟨ξξ, f eq⟩+ τ ⟨ξλ · |ξ| , f eq⟩

= τC∂tu+ τu∂tC + τ∇ · (⟨ξξ, ψ0⟩C)

+ τ ⟨ξ |ξ| , ψ0⟩ · λC0

= ∇ · [τ (⟨ξξ, ψ0⟩ − uu)C]

+ τ (⟨ξ |ξ| , ψ0⟩ − uû) · λC

+ τ [∂tu+ u · ∇u]C
(18)

和 
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⟨λ · |ξ| , τ (D + λ · |ξ|) f eq⟩

= τ∂t ⟨λ · |ξ| , f eq⟩+ τ∇ · ⟨λ · |ξ| ξ, f eq⟩

+ τ ⟨λ · |ξ|λ · |ξ| , f eq⟩

= τC∂t (λ · û) + τλ · û∂tC + τ∇ · (λ · ⟨|ξ| ξ, ψ0⟩C)

+ τλ · ⟨|ξ| |ξ| , ψ0⟩ · λC

= ∇ · [τλ · (⟨|ξ| ξ, ψ0⟩ − ûu)C]

+ τλ · (⟨|ξ| |ξ| , ψ0⟩ − ûû) · λC

+ τ [∂t (λ · û) + u · ∇ (λ · û)]C, (19)

û =

∫
|ξ|ψ0(ξ)dξ其中,   表示平衡速度分布的绝对

平均速度. 令:
 

R (u) = τ (∂tu+ u · ∇u) , (20)
 

R̄ (u) = τ [∂t (λ · û) + u · ∇ (λ · û)] , (21)
 

Rij
kl = τ

(∫ ∞

−∞
ξ
(i)
k ξ

(j)
l ψ0dξ

−
∫ ∞

−∞
ξ
(i)
k ψ0dξ

∫ ∞

−∞
ξ
(j)
l ψ0dξ

)
,

k, l = {x, y, z} , ξ(1) = ξ, ξ(2) = |ξ|, (22)

R (u) R̄ (u)其中,    和   分别表示瞬时速度的变化量

和对速度变化量的捕获率. 此时通量 q 和捕获率

e 可以简化表示为
 

q = uC −∇ ·
(
R11C

)
− λ ·R21C −R (u)C, (23)

 

ε = λ · ûC−∇·
(
R12 · λC

)
−λ ·R22 ·λC− R̄ (u)C.

(24)

至此, 我们得到了封闭的宏观模型: 

ϕ∂tC +∇ ·
{[

u− 2λ ·R21 −R (u)
]
C
}

= ∇ · [∇ ·
(
R11C

)
]− (λ · û− λ ·R22 · λ− R̄(u))C.

(25)

u · ∇u ∂tu

R (u) = R̄ (u) ≈ 0

假设流体不可压以及速度的时空变化缓慢, 则

惯性项  和  (流动准静态)可以忽略, 此时

 , 有 

q = uC −R11 · ∇C − λ ·R21C, (26)
 

ε = λ · ûC −R12 · λ∇C −R22C, (27)

宏观模型表示为 

ϕ∂tC +
(
u− 2λ ·R21

)
· ∇C

= ∇ ·
(
R11 · ∇C

)
−

(
λ · û− λ ·R22 · λ

)
C. (28)

此时模型 (28)表现为多孔介质中胶体粒子输运的对

流-扩散方程 (advection-diffusion equation, ADE)

形式, 包括依赖于速度分布的扩散项、速度延迟项

和反映微观捕获机制的捕获项.

宏观模型 (28)与 Russell等 [8,21,22] 的平均模

型 (记为 R-平均模型)形式相似, 不同之处在于输运

系数. R-平均模型由 (1)式、(6)式和 (7)式表示为 

ϕ∂tC +∇ ·
[(
u− 2λ ·K21

)
C
]

= ∇ ·
[
∇ ·

(
K11C

)]
−
(
λ · û− λ ·K22 · λ

)
C. (29)

Kij对应的输运系数 (记为  )表达式为 

 

Kij
kl = τ


∫ ∞

−∞

ξ
(i)
k ξ

(j)
l

1 + τλ · |ξ|
ψ0dξ −

∫ ∞

−∞

ξ
(i)
k

1 + τλ · |ξ|
ψ0dξ

∫ ∞

−∞

ξ
(j)
l

1 + τλ · |ξ|
ψ0dξ∫ ∞

−∞

1

1 + τλ · |ξ|
ψ0dξ

 , ξ(1) = ξ, ξ(2) = |ξ|. (30)

ψ∗
0(ξ) =

ψ0(ξ)/ (1 + τλ · |ξ|)

ψ∗
0(ξ)

Rij

Russell等 [8] 通过 Hilbert空间投影和 Fourier分

析, 在长波和大时间近似下得到简化模型 (29), 这

与模型 (28)的假设一致. 如果定义新分布 

 , (30)式右端括号里的值就等

于新分布的协方差. 分布  量化了宏观尺度下

由于捕获和松弛而引起的瞬时速度分布的变化. 而

本文模型 (28)的输运系数  是在局部平衡近似

下导出的, 尽管捕获过程改变速度分布, 但粒子-粒

子以及粒子-介质间的相互作用使得速度分布趋化

到局部平衡态分布, 而不考虑其他因素影响. 此时

Rij

ψ0(ξ)

由 (22)式给出的输运系数  项括号里的值就等

于分布  的协方差. 如果扰动很微小以至于对

速度分布变化的影响可忽略, 此时本文模型与 R-平

均模型是近似的, 大大降低输运系数的计算成本.

y = ξ/u ψ1 (y) = ψ0 (ξ)u

ψ1 (y) ⟨1, ψ1 (y)⟩ = 1 ⟨y, ψ1 (y)⟩ = 1

Rkl

特别是在一维情况下, 假设速度 u ≠ 0, 进一

步进行变量替换, 令  ,   , 则

 满足  和  . 此时系

数  可以写为
 

R11 = ul

[∫ ∞

−∞
yyψ1dy − 1

]
, (31)
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R12 = R21 = ul

(∫ ∞

−∞
|y| yψ1dy −

∫ ∞

−∞
|y|ψ1dy

)
,

(32)
 

R22 = ul

[∫ ∞

−∞
|y| |y|ψ1dy −

(∫ ∞

−∞
|y|ψ1dy

)2
]
.

(33)

Rij(i, j = {1, 2}) λ

Rij/u R11

R11 = αLu αL

αL

显然, 系数  正比于 u, 如果  与 u 无

关, 则  与 u 无关. 特别地, 有效扩散系数 

符合  , 其中, 比例系数  是粒子分散度.

在本文模型中,   表示速度分布宽度, 不受粒子捕

获的影响.

现在给出模型 (28)在一维情况下的无量纲形

式. 为此, 我们引入如下无量纲变量: 

X =
x

L
, T =

ut

ϕL
, C =

C

C0
, (34)

L C0其中,   为物理特征长度,   为初始粒子浓度. 相

应的无量纲方程可以写为 

∂C

∂T
+ (1− θ)

∂C

∂X
= Pe−1 ∂

2C

∂X2
−ΩC, (35)

其中 3个无量纲数为 

θ =
2λR12

u
, Pe−1 =

R11

uL
, Ω =

L

u

(
λû− λ2R22

)
,

(36)

θ Ω其中  称为延迟数, Pe 是 Peclet数,   是宏观过滤

系数 (表示宏观尺度下单位时间的捕获概率). 从

(31)式—(33)式可以看出, 这 3个无量纲数都与平

均速度无关.

λl进一步假设混合过滤系数  非常小 ,  此时

(26)式中的第 3项可以被忽略, (27)式仅保留第 1

项, 因此宏观方程可简化为 (简化模型 A): 

ϕ∂tC + u∇C = R11∇2C − λûc, (37)

与模型 (28)相比, 模型 (37)没有延迟, 捕获率仅

与平均绝对粒子速度以及粒子浓度相关.

如果忽略捕获对非平衡态分布的作用, 方程

(27)仅保留第 1项, 此时宏观方程 (28)简化为 (简

化模型 B): 

ϕ∂tC + (u− λR21)∇C = R11∇2C − λûc, (38)

与模型 (28)相比, 模型 (38)的延迟被削弱, 宏观

捕获则与方程 (37)相同. 

3.2    输运系数的性质

ψ0 (ξ)

s

α =

∫ ∞

0

ψ0 (ξ) dξ

α =

∫ ∞

0

ψ0 (ξ) dξ = 1

为了进一步比较本文模型 (28)与 R-平均模型

的宏观系数差异, 不失一般性, 假设   是一个

平均值为 u 及标准方差为  的正态分布, 则可以使

用一个表示正速度分布面积的参数 a 来量化分布

偏向正速度的程度,    . 正态分布

包含 a = 1和 a < 1两种情况. 当速度均大于 0

时,   , 否则, a < 1.

根据 (36)式, 本文模型对应的无量纲参数为 

θ = 2λlR̄12, P e
−1 =

l

L
R̄11, Ω = λL

(
û

u
− λlR̄22

)
,

(39)
 

R̄ij =

∫ ∞

−∞
uiujψ1dy −

∫ ∞

−∞
uiψ1dy

∫ ∞

−∞
ujψ1dy,

u1 = y, u2 = |y| , (40)

R̄12 = R̄21 R̄ij

λl l/L

ψ1 (y)

其中  , 并且   都是非负的. 可以看出,

这些宏观参数取决于微观捕获项  ,   , 平衡态

分布函数  .

R̄ij

Cv = s/u R̄11 = C2
v

R̄12 R̄22 Cv C2
v

表 1列出了 a = 1和 a < 1时对应的输运系

数表达式. 图 4所示为速度分布的混合矩  与系

数  的关系 .  可以发现 ,    ,  而

 和   随着   增大的速率均小于   的增长

速率.
 

表 1    宏观系数的显式表达
Table 1.    Explicit expression of macroscopic coefficients.

a = 1 a < 1

Pe−1 (l/L)C2
v (l/L)C2

v

q 2λlC2
v 2λl

{(
1 + C2

v

) [
2Φ

(
1

Cv

)
− 1

]
+

2Cv√
2π

exp
(
−

1

2C2
v

)}

W λL(1− λlC2
v) λL

[[
2Φ

(
1

Cv

)
− 1

]
+

2Cv√
2π

exp
(
−

1

2C2
v

)
− λl

(
C2

v+1−
{[

2Φ

(
1

Cv

)
− 1

]
+

2Cv√
2π

exp
(
−

1

2C2
v

)}2
)]

Φ (x) =

∫ x

−∞

exp
(
−y2/2

)
√
2π

dy.注: 
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λl Cv

1/Pe∗ λl Pe∗

Pe∗ = (l/L) · Pe = ul/R11

1/Pe∗ λl

进一步分析本文模型和 R-平均模型的宏观系

数对混合过滤数  以及变异系数  的依赖性. 图 5

所示为系数  与过滤系数  的关系.   定义

为  , 表示微观尺度下的

Peclet数. 图 5(a), (b)分别对应 a = 1和 a < 1

两种情况. 可以发现, 本文模型的  与  无关,

Cv

1/Pe∗ Cv

1/Pe∗ λl 1/Pe∗

λl

λl

1/Pe∗

仅由平衡态分布的宽度即  值决定. 这是因为平

衡速度分布越宽, 在宏观尺度上的粒子扩散更强.

类似地. R-平均模型的  也随  增大而增大.

但是, R-平均模型的  依赖  , 即  随着

 的增大而减小. 这是因为粒子捕获改变速度分布

的影响大于松弛过程, “打破”了平衡态分布, 降低

了速度标准偏差, 从而降低了粒子扩散. 当  趋于 0

时, 两个模型的  一致.

θ λl θ λl

Cv

λl

θ

λl λl

θ

图 6所示为延迟数  与  的关系.   随  的增

大而增大, 且  越高, 分布越宽, 表明高速粒子比

例越高, 捕获越多, 延迟越大. 这是由于更快的粒

子优先到达捕获位点导致宏观尺度上有效平均速

度的降低. 当  趋于 0时, 捕获不发生或捕获影响

很小, 不产生捕获导致的延迟, 此时两个模型的  

都趋于 0. 随着  不断增大, 本文模型对  的线性

依赖性使得  的增大速度远大于 R-平均模型, 而

R-平均模型由于扩散的减小, 进一步减小了速度分

布的改变, 延迟数变化越来越小, 最终趋于平缓.
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1/Pe∗ Cv = 0.1 (α = 1) Cv = 1.19 (α = 0.8)图 5    本模型和 R-平均模型 (average model)的   比较　(a)   ; (b)  

1/Pe∗ Cv = 0.1 (α = 1) Cv =

1.19 (α = 0.8)

Fig. 5. Comparison of the parameter     between the present model and the average model: (a)    ; (b)   
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Cv = 0.1 (α = 1) Cv = 1.19 (α = 0.8)图 6    本模型和 R-平均模型 (average model)的延迟数 q　(a)   ; (b)  

Cv = 0.1 (α = 1) Cv =

1.19 (α = 0.8)

Fig. 6. Comparison  of  the  parameter  q  between  the  present  model  and  the  average  model:  (a)    ;  (b)   

 .
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Ψ = Ω/ (λL) λl Ψ

λl Cv = 0.1

α = 1

Ψ

Cv

Ψ λl λl

λl Ψ

Ψ

图 7所示为系数  随  的变化.  

表示捕获效率比, 用来衡量宏观捕获率与微观捕获

率之间的相对大小关系. 当  较小时, 对 

(  )的情况, 速度分布较窄, 粒子捕获相对均

匀, 捕获对分布的影响较小, 此时  接近 1, 微观捕

获直接体现为宏观捕获, 如图 7(a)所示. 当   增

大时, 由于分布变宽, 以及对负速度粒子的捕获,

使得  在   较小时大于 1, 如图 7(b). 随着   增

大, 高速粒子被优先捕获的概率增大, 此时捕获是

非均匀的, 粒子被部分捕获, 导致整体捕获转化率

开始降低. 同时, 本文模型对  的线性依赖使得 

的下降速度快于平均模型. 在 R-平均模型中, 高捕

获率在降低粒子扩散的同时抑制了捕获增长, 使 

比值趋于固定值.

从上述分析可以发现, 本文基于渐近分析得到

的宏观模型与 R-平均模型在一定情况下相近, 特

别是两者都耦合了与速度相关的微观捕获机制, 但

本文模型参数更简单. 同时图 8和图 9分别给出了

θ Ψ Cv λl

θ Cv λl

Ψ Cv

λl θ Ψ

Cv λl

λl Cv

λl θ Ω

λl

θ Ω

系数  和   对   和   的敏感性分析云图. 从图 8

可以看出,   随着  和  增大而增大, 与图 6趋势

一致. 从图 9可以看出,   随着  增大而增大, 随

着  增大而减小, 与图 7趋势一致. 为保证  和 

的数值有效性,   越小,   的有效取值范围越大,

或  越小,    的有效取值范围越大. 应当指出的

是, 当  趋于无穷时, 本文模型的参数  和  均趋

于无穷, 其原因是我们假设可过滤系数较小, 捕获

的粒子浓度较低, 同时忽略了过滤系数的变化. 如

果进一步考虑非线性效应和非平衡动力学等因素,

则能够耦合更多的信息. 同时由于捕获和扩散的相

互作用, 限制了速度分布的宽度. 因此在  较小时,

宏观系数  和  的数值才符合实际物理意义.

α = 1

同时, 本模型的 3个宏观尺度参数与 R-平均

模型一样是相互依赖的. 在  时依赖关系表达

式为 [8]
 

θ

2Pe−1Ω

(
1− θ

2

)
= 1. (41)
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Fig. 7. Comparison  of  the  parameter      between  the  present  model  and  the  average  model:  (a)    ;

(b)   .
 

0.10

0.08




0.06

0.04

0.02

0
0 50 100

(a)

150 200



4.0



3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0

0.5

50

40




30

20

10

0
0 0.02 0.04

(b)

0.080.06 1.00





7

6

5

4

3

2

0

1
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(λ, l, Cv) α = 1

α < 1
(
Pe−1, θ, Ω

)(
Pe−1, θ, Ω

)
α = 1

α < 1

进一步根据微尺度参数  计算了在  和

时  相应的宏观参数  . 图 10所示

为  的分布. 可以看出, 当   时, 该

分布是一个二维曲面. 这个可能子空间小于所有正

实数组成的三维空间. 当   时, 由于负速度粒

子的影响, 宏观参数空间得到扩展, 但仍小于所有

正实数组成的三维空间. 这是由于参数之间的潜在

物理联系导致模型只允许某些宏观参数. 

3.3    不同捕获机制下的宏观尺度行为

λ在玻尔兹曼方程 (8)中, 过滤系数  反映了应

变捕获 (straining)作用, 且随着粒径和孔径的不

同而变化, 是与距离相关的函数 [25]. 对于其他捕获

机制, 可以基于不同的理论构造相关的过滤系数模

型 [21]. 下面给出其他两个常见的捕获机制.

首先考虑吸附 (attachment)机制, 该机制描

述了多孔介质的物理化学性质对粒子捕获的作用.

基于传统胶体过滤理论得到的过滤系数是一个常

数, 表示为 [26]
 

λ =
3 (1− ϕ)

4rc
αη0 (u) , (42)

rc α η0 (u)其中,   表示介质粒子半径,   表示黏附效率,  

表示粒子接近多孔介质的效率, u 是平均粒子速度.

第 2种机制是惯性捕获 (inertial capture), 用

于描述非布朗运动粒子的捕获. 在多孔介质中, 以

较高速度运动的大粒子更有可能偏离流线, 并与其

他粒子碰撞, 导致捕获. 对应的过滤系数也是一个

常数, 表示为 [27]
 

λ =
10

9

(1− ϕ)r2pρf

βr2cµ
u, (43)

rp rc ρf

µ β

其中,   是粒子半径,   是介质粒子半径,   是流

体密度,   是流体黏度,   是捕获过程的特征常数,

u 是平均粒子速度.

λ在上面的捕获模型中, 过滤系数  与粒子平均

速度以及粒子和介质的性质相关. 尽管底层捕获机

制不同, 但统计捕获率的方法相同. 对于图 3所示
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Ψ = Ω/ (λL) Cv λl Cv ∈ (0, 0.1], λl ∈ [0, 200] Cv ∈ (0, 50], λl ∈ [0, 0.1]图 9    本文模型的宏观系数  对  和  的敏感性分析　(a)   ; (b)  

Ψ = Ω/ (λL) Cv λl Cv ∈
(0, 0.1], λl ∈ [0, 200] Cv ∈ (0, 50], λl ∈ [0, 0.1]

Fig. 9. Sensitivity  analysis  of  the  macroscopic  coefficient      of  the  present  model  to      and    :  (a)   

 ; (b)   .
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的由平行孔和腔室构成的多孔模型, 假设了应变导

致的粒子捕获发生在腔室出口处. 对于其他捕获机

制, 则假设捕获发生于穿过平行孔的过程以及在下

一个腔室混合的过程.

在本文宏观模型中, 不同捕获机制的过滤系数

被视为常数, 因此粒子群的捕获是一种平均效应.

该方法避免了对单个粒子微观过滤系数建模的复

杂性, 并能够反映微观捕获机制的总体效应, 具有

较好的实用性.

图 11给出不同捕获机制对应的过滤系数与平

均粒子速度的关系. 对于应变模型 M1, 粒子捕获

概率与流体速度无关. 对于吸附模型 M2, 流体速

度越大, 粒子通过单位距离的时间越短, 捕获概率

越小. 对于惯性捕获模型 M3, 每单位长度粒子捕

获的概率随流体速度增大而增大.
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图 11　三个微尺度过滤系数模型 (平均速度的正负代表粒

子运动方向)

Fig. 11. Three microscopic filtration coefficient models (the

positive and negative values of the average velocity repres-

ent the direction of particle motion).
 

l

接下来, 我们考虑平均速度对不同捕获机制的

宏观尺度行为的影响. 图 12所示为宏观系数关于平

均速度 u 的敏感性分析. 这里固定混合长度  和平

s衡态速度分布标准差  , 而平均速度 u 可以左右平移.

Pe−1

Pe−1

首先, 可以发现  随平均速度 u 增大而减

小 (图 12(a)). 随着 u 增大, 越来越多粒子运动加

快, 分布函数能快速松弛到平衡状态, 松弛过程对

速度分布的影响越来越小, 因此呈现越来越小的扩

散系数. 由于   与过滤系数无关, 因此 3种捕

获模型的曲线一致.

θ

θ

θ

从图 12(b)可以看到, 应变模型 M1、吸附模

型M2和惯性捕获模型M3的速度延迟因子  与平

均速度 u 具有相关性. 然而这种关系不明确. 首先,  

应该是非负的, 这是由于无论快速的粒子 (M1, M3)

还是慢速粒子 (M2)被捕获, 都会导致平均速度降

低. 随着 u 的增大, 越来越多的粒子移动变快. 对

于应变模型 M1, 微观捕获概率不变, 因此扩散减

小, 导致延迟也减小; 对于吸附模型M2, 粒子被捕

获的概率越来越小, 因此在扩散减小的共同作用下

 趋于 0; 对于惯性捕获模型M3, 粒子被捕获的更

多, 而扩散减小, 此时两者的相互作用和竞争决定

了宏观系数的变化. 随着速度的继续增大, 扩散影

响更大, 导致延迟下降.

Ω

Ω

Ω

图 12(c) 所示为宏观过滤系数   关于平均速

度的敏感性分析. 模型M1, M2, M3的微观捕获分

别为不变、减小和增大, 而  分别呈现下降、下降和

上升的趋势. 这种关系与 3.2节中关于  的行为分

析以及图 9(b)一致. 

3.4    与传统模型比较

本文第 1节介绍了两种常见的宏观尺度上的

捕获率表达式 (4)和 (5). 下面给出相应的描述胶

体输运和捕获的宏观方程.

标准模型 (Standard  Model),  由 (1)—(3)式
和 (5)式表示, 无量纲形式为 
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s = 10−2, l = 10−6, α = 0.5—1 Pe−1 θ Ω图 12    三种捕获机制下的宏观系数关于平均速度 u 的灵敏度研究 (  )　(a)   ; (b)   ; (c)  

(s = 10−2, l = 10−6, α = 0.5− 1 Pe−1

Fig. 12. Sensitivity  analysis  of  the  macroscopic  coefficient  under  three  capture  mechanisms  to  the  average  velocity  u

 ): (a)   ; (b) q; (c) W.
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∂C

∂T
+∇C =

D

uL
∇2C − λLC. (44)

Altoé等 [15] 提出的修正模型 (Altoé Model)由 (1)—

(4)式表示, 其无量纲形式为 

∂C

∂T
+

(
1− λD

u

)
∇C =

D

uL
∇2C − λLC. (45)

可以发现, 方程 (44)不存在延迟, 而方程 (45)包

含由于捕获和扩散耦合导致的速度延迟. 在我们的

模型中, 同样由于速度依赖的粒子捕获率和粒子速

度分布耦合产生了速度延迟. 并且速度全正时, 本文

模型的捕获率满足 (4)式, 与方程 (45)的机理相符.

λl

θ

Ψ = Ω/(λL) 10−3

当速度分布均为正值时, 此时分布宽度较窄,

本文在  为小参数假设下, 可以忽略优先捕获机

制的作用以及捕获与扩散的耦合, 此时方程 (37)

(简化模型 A)等同于标准模型 (44). 图 13所示为

在该假设下本文模型与传统模型宏观系数的差异.

可以发现, 二者的宏观扩散是一致的, 延迟数  和

捕获效率比  的差别在   量级左右,

这种差异对于低速和低浓度的胶体输运过程来说

是可以忽略的.

同样, 当速度分布均为正值时, 假设忽略作用

在非平衡态部分的捕获, 此时方程 (38)(简化模型

B)等同于 Altoé修正模型 (45). 此时, 延迟的原因

来自优先捕获机制造成的平均速度降低, 而非捕获

和扩散的耦合原因. 由此造成的捕获是相对均匀

的, 因此图 13(b)中修正模型的延迟数是本文模型

的一半, 且 Ψ的值接近 1. 

4   宏观模型的性质

本节将讨论本文导出的宏观模型反映微观捕

获机制的性质, 以及宏观模型如何解决传统模型存

在的悖论, 并分析模型的一致性和局限性. 

4.1    优先捕获机制的解释

胶体输运与捕获的动理学模型基于两个假设:

一是粒子速度分布都会向平衡速度分布松弛, 二是

粒子捕获与速度绝对值成正比. 基于此微观模型,

我们和 Russell等 [8] 分别通过不同的提升方法, 推

导出不同的宏观模型, 输运系数不同于标准模型

和 Altoé修正模型. 新模型的系数表达式由粒子速

度分布给出, 而非直观的扩散系数和捕获系数. 这

种差异源于微观模型 (8)中的捕获项, 即与粒子速

度相关的捕获率与速度分布的耦合. Russell等 [8]

将其定义为优先捕获机制, 即高速粒子能够提前到

达滞留位点而被捕获, 进而改变速度分布, 造成有

效平均速度的降低以及捕获转化率的降低. 由于无

论粒子流向如何均会被捕获, 使得负速度粒子存在

时的捕获转化率大于只有正速度粒子的情况. 因此,

我们导出的宏观方程能够捕捉该微观尺度行为.

为了明确优先捕获机制造成的定量差异, 我们

考虑半无限多孔介质区域的悬浮液连续注入问题,

相应的边界条件如下: 

C (X, 0) = 0, C (0, T ) = 1,
∂C

∂X
(∞, T ) = 0, (46)

此时方程的解析解为 [28]
 

C∗ (X,T ) =
1

2
exp

[
(v − u)X

2Pe−1

]
erfc

(
X − uT

2
√
Pe−1T

)

+
1

2
exp

[
(v + u)X

2Pe−1

]
erfc

(
X + uT

2
√
Pe−1T

)
, (47)

v = 1− θ u = v
(
1 + 4ΩPe−1/v2

)1/2其中,   ,   .

ξ > 0图 14所示为粒子正向运动 (  )时, 本文

模型与传统模型的出口浓度随时间的变化. 由于

不存在延迟, 标准模型预测的粒子更早到达出口,
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λl Pe−1 θ Ω/ (λL)图 13    粒子速度为正值时本文模型与传统模型在   很小时的系数比较　(a)   ; (b)   ; (c)  

λl

Pe−1 θ Ω/ (λL)

Fig. 13. Comparison of the coefficients between the present model and traditional models at very small     when the particle velo-

cities are positive: (a)   ; (b)   ; (c)   .
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λl

λL

其次是 Altoé修正模型, 最后是本模型. 考虑捕获

与扩散的耦合作用时, 由于分布较窄以及  较小,

本文模型与 Altoé修正模型达到同样的出口浓度,

且捕获量高于标准模型. 同时, 增大微观捕获率  ,

浓度将会降低更多.

λL

图 15所示为存在反向运动粒子时本文模型与

传统模型的出口浓度随时间的变化. 同样标准模型

预测的粒子更早到达出口, 且捕获量更低; 其次是

Altoé修正Model, 最后是本模型. 由于考虑了负速

度粒子的捕获, 本文模型预测的捕获量较 Altoé校

正模型更高. 同时, 增大微观捕获率  , 捕获与扩

散的耦合作用将会增大捕获量. 进一步对比图 14

和图 15可以发现, 速度分布越宽及过滤混合数越

大时, 优先捕获机制的效果越明显.
 

4.2    传统模型悖论的部分解决

本文的模型部分解决了传统模型的悖论:

第 1个悖论是传统 ADE模型无法正确描述静

止且浓度分布恒定的情况. 但本文模型对于以零为

中心的对称平衡速度分布, 由 (27)式给出的捕获

率表达式中的第 1项并不为 0, 因此模型能够正确

预测布朗运动导致的粒子捕获, 克服了传统模型的

这一悖论.

第 2个悖论是传统 ADE模型会高估捕获率.

这是由于 (4)式假设捕获发生在扩散过程中, 高估

了粒子的总路程. 而本文并不假设粒子的输运形

式, 粒子捕获率是与粒子速度相关的, 尽管在推导

出的宏观方程中 (26)式前两项仍是对流和扩散相

叠加的结果, 但优先捕获机制导致延迟的产生, 使

得本文模型能正确预估粒子的行径路程尺度, 从而

解决了这一悖论.

传统模型中的第 3个悖论是, 捕获或扩散较强

时会出现非物理的对流速度. 然而, 通过 3.2节的

分析可知, 该悖论可以在 ll 相对小时得到解决, 此时
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λL = 5 λL = 10

Cv = 0.1, l/L = 10−2

Fig. 14. Comparison  of  outlet  concentration  profiles  for  different  models:  (a)    ;  (b)    ,  other  parameters  are
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λL = 5 λL = 10 Cv = 1.19, l/L = 10−2图 15    不同模型的出口浓度曲线比较　(a)   ; (b)   , 其他参数为  

λL = 5 λL = 10

Cv = 1.19, l/L = 10−2

Fig. 15. Comparison  of  outlet  concentration  profiles  for  different  models:  (a)    ;  (b)    ,  other  parameters  are

 .
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延迟数 q < 1, 宏观捕获率 W > 0, 悖论不存在. 

4.3    模型的一致性和局限性

λl

在 3.2节中, 当混合过滤系数相对较小时, 本

模型和平均模型相近. 在速度全为正的情况下, 混

合过滤系数  较小时的简化模型 A与标准模型一

致, 而忽略捕获对非平衡态影响的简化模型 B与

Altoé修正模型一致. 因此, 标准模型和修正模型

可以视为本文模型的特例. 同时. 本文模型又解决

了传统模型中存在的部分悖论, 侧面说明了基于

Boltzmann方程描述胶体输运与捕获微观过程的

合理性, 以及结合局部平衡的尺度提升方法推导出

的宏观方程的合理性. 此外, 在考虑反向粒子的捕

获时, 本文宏观模型也能够准确捕获这一过程.

应当指出的是, 本文推导过程利用了分布函数

的一阶近似. 如果考虑高阶近似, 将会导出更复杂

的宏观模型. 同时, 在本研究中, 只考虑了依赖平

均速度的过滤系数, 而没有考虑其他因素, 如过滤

系数随捕获粒子浓度的变化 [29], 粒子群异质性对

捕获的影响 [30], 以及沉积粒子的释放 [31] 等. 考虑

到这些不同的因素, 需要新的模型描述多孔介质中

的胶体输运. 

5   结　论

Pe−1

Pe−1

基于描述微观尺度下多孔介质中胶体的输运

和捕获的 Boltzmann方程 ,  本文通过 Chapman-

Enskog分析, 推导出了具有延迟对流速度和线性

捕获项的宏观 ADE. 该宏观模型包括 3个无量纲

数: 延迟数 q、逆 Peclet数  和宏观过滤系数 W.

延迟数 q 和宏观过滤系数W 依赖于微观过滤系数 l,

而  则是速度分布宽度的结果. 该模型耦合了

微观尺度捕获机制, 能够优先捕获高速度运动粒子.

ADE在混合过滤系数 ll 较小时是有效的, 能

够部分解决传统模型的悖论, 并且在某些条件下能

恢复到其他模型. 通过对比不同模型的出口浓度曲

线, 阐明了优先捕获机制的影响, 即由于依赖粒子

速度的捕获项与速度分布函数直接耦合, 导致在宏

观行为上出现平流速度的延迟以及可能大于 1也

可能小于 1的捕获效率.
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Abstract

The  structural  randomness  of  porous  medium  presents  significant  challenges  for  accurately  simulating

colloidal  transport.  The  Boltzmann  transport  equation  (BTE)  provides  a  reliable  way  for  simulating  the

microscopic dynamics of colloidal particles in random space.

　　By using the Chapman-Enskog (CE) method, a macroscopic advection-diffusion transport model is derived

from  the  BTE.  It  includes  a  diffusion  term  dependent  on  the  particle  velocity  distribution,  a  velocity  delay

term, and a capture term reflecting the microscopic capture mechanism, which tends to preferentially capture

high-speed  moving  particles.  These  terms  explain  the  delay  and  capture  effects  in  colloidal  transport.

Meanwhile,  the explicit  expressions  of  the three  transport  coefficients  are  presented to provide a quantitative

basis for using the model.

　　The  model  is  effective  at  small  mixing  filtration  coefficients  ll.  By  comparing  the  outlet  concentration

profiles  of  different  models,  the  influences  of  this  mechanism  on  the  advection  velocity  delay  and  capture

efficiency are elucidated. The model solves some of the paradoxes of traditional colloidal transport models, and

under specific conditions, it is consistent with previous models.
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