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为深入理解扭角双层石墨烯系统中关联态之间的关系和超导配对机理以及扭转角度对超导电性的影响,

采用大尺度无偏差的约束路径量子蒙特卡罗方法在构建的扭角双层石墨烯有效二轨道哈伯德模型中进行了

系统的数值模拟. 首先, 从电声子耦合的层面, 数值模拟结果显示晶格间近邻吸引库仑相互作用强烈地增强

系统主导的手性   超导电子配对对称性 , 并且发现布里渊区 G 点附近的反铁磁序也存在同样的增强效

应, 这说明反铁磁序是形成手性   超导态的先决条件. 更为重要的是此理论结果表明电声子耦合对调控

超导电性具有重要的作用. 其次, 从双层石墨烯扭转角度的层面, 讨论了扭转角度对超导电性的影响, 数值模

拟结果表明扭转角度在 1.08°附近, 随着扭转角度的减小系统主导的手性   超导电子配对对称性以及反

铁磁序同样表现出增强的协同效应. 本文的研究结果为进一步揭示扭角双层石墨烯中的超导机理和提高系

统的超导临界转变温度提供了重要的研究方向.
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1   引　言

2018年, 扭角双层石墨烯系统中关联绝缘体

和超导电性的发现标志着在研究非常规超导体的

物理机制过程中又有了新的突破, 该发现进一步激

发了人们对非常规超导体的研究兴趣, 开启了人们

研究扭角系统的大门 [1,2]. 它与铜基和铁基超导体

相似, 也是典型的强关联系统, 未掺杂时表现出莫

特关联绝缘体的特征, 通过掺杂则会在半填充的莫

特关联绝缘体两侧出现两个明显的拱形超导电性

区域, 并且该区域电导表现出 V型变化趋势 [3] 和

小相干长度 [1,4]. 另外, 还存在奇异金属 [5,6] 以及量

子反常霍尔效应 [7] 等特性. 扭角双层石墨烯更为

独特之处在于随着扭转角度的改变在实空间内会

形成不同原胞大小的莫尔纹. 狄拉克费米子的费米

速度随着扭转角度的不同而不同, 靠近每一单层

石墨烯的每一个波谷的电子态和另一层对应的电

子态杂化, 当扭转角度接近 1.1°时电子结构会呈

现出平带的性质. 载流子浓度的增加使得系统的化

学势位于平带附近, 从而电子之间的关联效应显著

增强 [8–10]. 扭角双层石墨烯的最大优势在于掺杂时

不会引起无序以及具有可调控的载流子浓度, 因而

被认为是研究非常规超导电性微观机理的理想

系统.

针对扭角双层石墨烯系统这些新奇的关联态,
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(v = ±1, ±2, ±3)

Lu等 [4] 利用四端法测量扭转角度接近 1.1°的双层

石墨烯系统得到了更为详细的相图, 结果显示在莫

尔原胞内含有整数个电子或者空穴, 即所有非零整

数莫尔带填充下的  电阻具有明

显的峰值. 通过细致分析电导和温度的关系, 发现

电导表现出的一系列峰值表明该系统此时处于关

联绝缘体态. 此外根据电阻阻值的测量还可以绘制

出更为详细的物理相图, 相图中除了关联绝缘体态

外, 最为显著的是关联态临界超导态区域, 对于不

同的掺杂区域和不同的温度, 这些关联态也会呈现

出不同的状态. 为了对扭角双层石墨烯系统的超导

特性和关联态有更为全面的了解, Cao等 [11] 实验

上成功制备了各种扭转角度的双层石墨烯系统, 实

验结果显示, 除了扭转角度为 1.08°的扭角双层石

墨烯系统呈现出超导电性外, 其他小扭转角度的双

层石墨烯系统也存在超导电性. 观察在最佳掺杂下

超导临界转变温度和扭转角度的关系, 实验上发现

扭转角度接近 1.08°的扭角双层石墨烯的超导临界

转变温度较高, 这说明不同的扭转角度对超导临界

转变温度具有较大的影响.

C6

θ = 1.08◦

理论上研究扭角双层石墨烯系统的超导电性

遇到的第一个问题就是扭角双层石墨烯对称性所

带来的原胞中原子数急剧增大问题. 不同于高度有

序的单层石墨烯结构 (单层石墨烯满足   对称

性), 扭角双层石墨烯的层间耦合随着扭转角度的

变化而变化, 从而导致层间对称性也会不断变化.

最显著的特点是当两层石墨烯发生扭转时上层石

墨烯和下层石墨烯晶格不再重合, 随着扭转角度越

来越小原胞逐渐扩大. 以扭转角度   的扭

角双层石墨烯晶格为例, 此时原胞内包含的原子多

达 11164个 [12]. 考虑理论结果的可靠性, 数值模拟

应在包含多个原胞的超胞中进行, 然而任何理论方

法都无法模拟该系统对应的真实模型. 因此解决该

问题的关键是在清楚地了解扭角双层石墨烯能带

结构的基础上构建有效的理论模型. 针对扭角双层

石墨烯的能带结构, 注意到极小的扭转角度将会使

晶格发生位错而出现具有局域周期的莫尔条纹, 可

以预见在莫尔条纹中两层原子彼此相对将形成很

窄的平带 [13]. 这样的平带特点也被第一性原理研

究的结果所证实, Lucignano等 [14] 构建了扭转角

度为 1.08°的扭角双层石墨烯结构, 利用密度泛函

理论模拟了该系统的能带结构, 优化后的扭角双层

石墨烯能带结构在费米面 E = 0.0 meV附近形成

一个极窄的平面, 相应的能带宽度大约为 12 meV,

该结果和实验测得的能带宽度比较一致. 最近基于

扭角双层石墨烯的瓦尼尔轨道对称性分析, Yuan

和 Fu[15,16] 的研究工作证实蜂巢晶格中有效两轨道

哈伯德模型可以反映出扭角双层石墨烯系统的电

子结构和库仑相互作用效应等基本物理性质. 这个

模型为研究扭角双层石墨烯中扭转角度和电荷载

流子浓度对狄拉克费米子的重构提供了有用的理

论依据.

d+ id

d+ id

其次, 关于扭角双层石墨烯超导体的电子配对

形式也存在争议, 前期的研究同时考虑平带结构和

排斥电子相互作用预测了半满状态下是莫特绝缘

体, 而电子掺杂下可能是拓扑超导态 [17]. 更细致的

理论研究预测扭角双层石墨烯的电子配对形式可

能是手性  波 [18–22],  也可能是扩展的 s波和

p波以及 f波 [23–29], 更多的共识认为其最有可能是

手性  波配对形式 [30]. 除先前这些重要的研究

结果之外, 越来越多的研究工作认为电声子相互作

用对扭角双层石墨烯系统的超导电性具有重要作

用 [31–38]. 例如, Chen等 [31] 使用微米分辨率的角分

辨光电子能谱来观察处在超导态下的扭角双层石

墨烯中的平带结构, 这些平带结构有均匀的能带间

距, 大小约为 150 meV, 而系统在非超导态时则不

存在这种行为, 这表明系统存在较强的电声子耦

合. 同时还确定了超导态下的扭角双层石墨烯平带

结构的形成源于石墨烯 K 点的横向光学声子模式

与电子的强耦合.

受上述一系列研究工作的启发, 本文利用大尺

度无偏差的约束路径量子蒙特卡罗方法研究有效

两轨道哈伯德模型的扭角双层石墨烯系统中的磁

性和超导电性的内在关联, 从电声子耦合的层面讨

论晶格中近邻吸引库仑相互作用对超导电性的调

控效应以及磁性对超导电性的影响. 结果显示电声

子耦合会强烈地增强系统的超导电性, 从更深层的

角度分析出反铁磁序的增强是调控超导电性的先

决条件. 另一方面, 通过构建不同的扭角双层石墨

烯有效两轨道哈伯德模型, 来讨论扭转角度对超导

电性的调控效应以及磁性和超导电性之间的关联,

结果表明更小的扭转角度有利于增强系统的超导

电性, 并再次证实了反铁磁序和超导电性之间存在

协调效应. 
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2   模型和计算方法
 

2.1    理论模型

Ĥt Ĥint Ĥt

Ĥ0 Ĥ1 Ĥ2

SU(4) U(1)

Ĥt

该工作使用文献 [15,16,39]提出的描述扭角双

层石墨烯结构的有效两轨道哈伯德模型. 该模型包

括动能部分  和相互作用部分   , 哈密顿量  

包括轨道内的  、对称性破缺项   和   , 其中

引入的两个对称性破缺项分别打破了  和 

对称性. 哈密顿量  描述如下:
 

Ĥt = Ĥ0 + Ĥ1 + Ĥ2,

Ĥ0 =
∑

⟨i,j⟩,σ

t1[ĉ
†
i,σ · ĉj,σ + h.c.]

+
∑

⟨i,j⟩′,σ

t2[ĉ
†
i,σ · ĉj,σ + h.c.],

Ĥ1 =
∑

⟨i,j⟩′,σ

t′2[(ĉ
†
i,σ × ĉj,σ)z + h.c.]

= − i
∑

⟨i,j⟩′,σ

t′2(ĉ
†
i+,σ ĉj+,σ − ĉ†i−,σ ĉj−,σ) + h.c.,

Ĥ2 =
∑

⟨i,j⟩,σ

t′1[ĉ
†
i,σ · e//ije

//
ij · ĉj,σ

− ĉ†i,σ · e⊥ije⊥ij · ĉj,σ + h.c.], (1)

ĉi,σ = (ĉi,x,σ, ĉi,y,σ)
T ĉi,x(y),σ(ĉ

†
i,x(y),σ)

σ(σ =↑, ↓)

px(y) t1 t2

ĉ±,σ =

(ĉx,σ ± iĉy,σ)/
√
2 px,σ ± ipy,σ

Ĥ1 SU(4)

U(1)× SU(2) U(1)

SU(2)

Ĥ2 e
//,⊥
ij

Ĥ2

ĉ†ixĉjx − ĉ†iy ĉjy −1

2
(ĉ†ixĉjx − ĉ†iy ĉjy)−

√
3

2
(ĉ†ixĉjy

+ĉ†iy ĉjx) −1

2
(ĉ†ixĉjx − ĉ†iy ĉjy)+

√
3

2
×(ĉ†ixĉjy+

ĉ†iy ĉjx) Ĥ2 U(1)

t1

t2 = 0.025 t′1 = t′2 = 0.1

式中,    ,  算符  

表示湮灭 (产生)一个位于 i 位置自旋为 

的  电子. 如图 1(a)所示,   和  分别表示轨道

内最近邻和第五近邻的电子跳跃积分强度.  

 的具体形式为   ,  并遵

守手性基本法则. 式中   打破   对称性从而

分解为  对称性. 这里   对称性指

的是轨道手性守恒,   对称性指的是自旋旋转

对称性. 哈密顿量  项中的  表示与最近邻连

接的平行和垂直单位矢量. 哈密顿量  项沿着最

近邻格点连接的三个方向具体的动能表达式分别

为  ,   

 ,  以及  

 . 这里   进一步破缺了   对称性. 需要

指出的是本文的跳跃参数和文献 [15,16] 选取的参

数不相同. 本文以跳跃振幅  为单位能量, 其他跳

跃参数分别设置为  以及  .

 

(b) =
1.08
O

(a)
2, '

1, '

t1, t′1 t2, t′2

L = 5

A1 B1

图 1　(a)扭角双层石墨烯有效两轨道哈伯德模型电子跳

跃项示意图. 黑色 (红色)点代表子格子 A (B), 每个晶格点

包含两个轨道.   表示最近邻电子跳跃积分 ,   代

表第五近邻电子跳跃积分. (b)扭转角度为 1.08°、晶格尺寸

 的晶格结构示意图 . 黑色和红色子格点表示第一层

不等价的碳原子 A 和碳原子 B, 绿色和蓝色表示第二层不

等价的碳原子   和碳原子   . 三条黑色的曲线表示周期

性结构边长

t1 t′1
t2 t′2

L = 5

A1

B1

Fig. 1. (a) Schematic diagram illustrating the electron hop-

ping  terms  of  effective  two-orbital  Hubbard  model  on  the

twisted  bilayer  graphene.  The  black  (red)  dots  represent

sublattice A (B), with each lattice point containing two or-

bitals.  The  hopping  integrals      and      correspond  to

nearest-neighbor  interactions,  while      and      represent

the fifth-nearest-neighbor interactions. (b) Schematic of the

lattice structure with a twist angle of 1.08° and lattice size

 .  Black  and  red  points  correspond  to  the  inequival-

ent  carbon  atoms A  and B  in  the  first  layer,  while  green

and blue  points  represent  the  inequivalent  atoms      and

  in the second layer. The three black curves denote the

periodic boundary lengths of the structure.
 

ĤU ĤV

Ĥint

相互作用部分包括在位库仑排斥相互作用项

 和轨道内最近邻库仑相互作用项   , 该部分

的哈密顿量  描述如下: 

Ĥint = ĤU + ĤV

= U
∑
i,β

n̂iβ↑n̂iβ↓ +
∑

⟨i,j⟩,σ

V n̂i,σn̂j,σ, (2)

px(y) ⟨i, j⟩式中 b 表示   轨道,    表示最近邻格点. U

表示在位库仑排斥相互作用强度, V 表示轨道内最

近邻库仑相互作用强度. 

2.2    计算方法和物理量

4× 3L2

|ΨT⟩

在讨论计算方法和结果之前需要说明的是, 本

文的数值模拟是在周期性的六角晶格中进行的. 如

图 1(b)所示, 该图代表边长为 L = 5, 扭转角度为

1.08°的扭角双层石墨烯模型, 该模型包含 

个原子. 为了求解这类含有多原子的哈伯德模型,

使用能够精确求解关联电子系统基态信息的大尺

度无偏差约束路径量子蒙特卡罗方法. 该方法的基

本策略是在斯莱特行列式空间中通过多分支随机

游走投影一个初始波函数  得到关联电子系统
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|Ψg⟩的基态波函数  , 投影方程可以描述为 

|Ψg⟩ = lim
τ→∞

e−τĤ |ΨT⟩, (3)

Ĥ 0其中  表示系统的哈密顿量, t 是实数且大于   .

数值上该投影方程可以通过迭代的方式来实现, 即 

|Ψ (n+1)⟩ = e−∆τĤ |Ψ (n)⟩. (4)

|Ψ (0)⟩ = |ΨT⟩ ∆τ初次迭代时  , 对于很小的   可以使

用 Trotter-Suzuki (TS)分解 [40,41], 在忽略高阶近

似的情况下将 (4)式改写为 

|Ψ (n+1)⟩ ≈ e−∆τĤt/2e−∆τĤinte−∆τĤt/2|Ψ (n)⟩, (5)

Ĥt

Ĥint

e−∆τĤint

式中  是二次型的费米算符, 其以指数形式作用

在初始波函数上, 就是简单的将波函数对应的斯莱

特行列式转换成另一个斯莱特行列式. 对于四次算

符形式的  费米算符, 则需要通过利用离散的

Hubbard-Stratonovich (HS)变换将算符   转

换成二次算符形式, 具体的变换形式可参考文献 [42].

最终通过TS分解和HS变换迭代方程 (4)表示为
 

 

|Ψ (n+1)⟩ = e−∆τĤ |Ψ (n)⟩ = e−∆τĤt/2e−∆τĤinte−∆τĤt/2|Ψ (n)⟩

= e−∆τĤt/2
∑

xi,xn
i =±1

∏
i

ρ(xi)e−∆τU(n̂i↑+n̂i↓)/2eλxi(n̂i↑−n̂i↓)

×
∏
ij

ρ(x1
ij)ρ(x

2
ij)ρ(x

3
ij)ρ(x

4
ij)e

−∆τV (n̂iσ+n̂jσ′ )/2eλ
′xi(n̂iσ−n̂jσ′ )e−∆τĤt/2|Ψ (n)⟩. (6)

e−∆τĤ至此, 投影算符   变成了一个复杂的二次算

符形式, 虽然该算符复杂, 但优势在于克服了无法

求解四算符的困难. 经过上述处理, 方程 (6)可以

视为多辅助场的求和, 相应的表达式为 

|Ψ (n+1)⟩ = P (x)B̂(x)|Ψ (n)⟩, (7)

式中 

P (x) =
∑

xi,xn
i =±1

∏
i

ρ(xi)
∏
ij

ρ(x1
ij)ρ(x

2
ij)

× ρ(x3
ij)ρ(x

4
ij)

B̂σ(x) = B̂σ
KB̂

σ
I σ =↑, ↓

HS B̂σ
K

B̂σ
I (x)

xi

O

代表概率密度函数,     (  )代

表  变换的辅助场传播因子,    为动能部分的

传播因子,   为势能部分的传播因子. 蒙特卡

罗方法是对辅助场  的多维求和, 当波函数达到

收敛后, 相应的系统中物理量   的期望值通常基

于回传 [43] 技术求得, 即 

⟨O⟩BP =
⟨ΨT|e−lBP∆τĤO|Ψ0⟩
⟨ΨT|e−lBP∆τĤ |Ψ0⟩

. (8)

lBP lBP = 40其中  为回传步数, 数值模拟过程中设置  .

通过上述介绍可以了解到, 初始波函数的选择

将是影响数值模拟结果准确性的关键因素, 约束路

径量子蒙特卡罗方法的优势在于无论是以自由电

子波函数为初始波函数还是以其他类型的波函数

(如非限制 Hartree-Fork波函数)为初始波函数得

到的统计误差和结果一致 [44–46]. 从模拟技术上来

说, 蒙特卡罗方法是在斯莱特行列式空间中随机多

|Ψ (n)⟩ =∑
k
χk|ϕn

k ⟩

{|ϕ⟩}
{−|ϕ⟩}

N′

|ϕ(n)
k ⟩ |ΨT⟩

⟨ΨT|ϕ(n)
k ⟩ > 0

分支游走产生抽样样本, 即波函数写为  

 . 同时考虑到费米子基态波函数需要满

足反对称性, 对于表示基态波函数的斯莱特行列式

的集合  , 反对称性意味着斯莱特行列式还存

在另外一个集合  也可以正确表示基态波函

数. 随着抽样次数的增多必然导致蒙特卡罗方法在

进行数值模拟时出现符号问题. 约束路径量子蒙特

卡罗方法的核心思想和优势是通过合理定义一个

界面  将抽样样本局限在一个样本空间, 数值计

算中该方法要求样本  和试探波函数  有正

的交叠积分  , 这就是所谓的约束路径

近似, 也正是这种近似保证了结果的快速收敛和准

确性.

为了全面理解扭角双层石墨烯中的超导特性,

计算了各种配对形式的轨道内电子配对关联函数,

配对关联函数的定义如下:
 

Pα(R = |R|) = 1

3L2

∑
i

⟨∆†
α(i+R)∆α(i)⟩, (9)

∆†
α(i) ∆α(i)式中的   (  )是配对对称性为 a 的电子

配对产生 (湮灭)算符. 单态和三态的产生算符可

以写为
 

∆†
α(i)=

1√
Nα

∑
lβ

fα(δl)(ĉ
†
i,β,↑ĉ

†
i+δl,β,↓±ĉ†i,β,↓ĉ

†
i+δl,β,↑),

(10)

fα(δl)式中  是形状因子用于区别不同类型的配对
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−(+)

δl

Nα

Nα = 3 Nα = 6

s

d+ id p+ ip

d+ id p+ ip

f
fα(δl)

方式.    对应单态 (三态)配对. 取决于不同类

型的配对方式, 矢量   表示最近邻或次近邻同类

格子的连接.    是归一化系数, 对于最近邻配对

 , 次近邻配对   . 文中考虑了所有可

能的近邻和次近邻配对, 这些配对方式有 NN- 

对称性波, NN-  对称性波, NN-  对称性

波, NNN-  对称性波, NNN-  对称性波,

NNN-  对称性波 [47,48]. 这些配对对称性的形状因

子  如图 2所示, 其具体的定义为 

fNN-s(δl) = 1, fNN-d+id(δl) = ei(l−1)
2π
3 ,

fNN-p+ip(δl) = ei(l−1)
2π
3 , fNNN-d+id(δl′)=ei(l

′−1)
2π
3 ,

fNNN-p+ip(δl′)=ei(l
′−1)

π
3 , fNNN,f (δl′)=ei

1+(−1)l
′

2 π,
(11)

δl l = 1, 2, 3

δl′ l′ = 1, 2, 3, 4, 5, 6

方程 (11)中, 矢量   (  ) 代表最近邻晶格

的方向,    (  )代表次近邻格点的

方向.

考虑到电子配对关联函数可能容易受到哈密

顿量中的非相互作用部分的强烈影响 [48–50], 本文

还计算了有效配对关联函数, 其定义为 

Vα(R) = Pα(R)− P̃α(R), (12)

P̃α(R)

⟨ĉ†i↓ĉj↓ĉ
†
k↑ĉl↑⟩ ⟨ĉ†i↓ĉj↓⟩⟨ĉ

†
k↑ĉl↑⟩

其中  是非关联的单粒子贡献, 可以通过将

 解耦为  获得. 可以通过

这个有效配对关联函数的增强 (压制)趋势来确定

体系主导的配对形式. 为了能够反映相互作用部分

对电子配对对称性长程序的影响, 长程平均有效配

对关联函数可以表示为 

V α(R ⩾ 3) =
1

N1

∑
R⩾3

Vα(R), (13)

N1

R ⩾ 3

式中 R 表示格点之间的距离,   表示电子配对距

离  的格点配对数.

S(q)

在对各类超导体物理性质的研究中, 普遍认为

磁性与超导电性密切相关, 因此本文也计算了扭角

双层石墨烯中的磁序, 在波矢空间中自旋结构因子

 的定义为 

S(q) =
1

12L2

∑
d,d′=x,y

∑
i,j

ϵd,d′eiq(id−jd′ )⟨Ŝi,dŜj,d′⟩,

(14)

Ŝi,d = n̂i,d,↑ − n̂i,d,↓ d = d′ ϵd,d′ = 1

d ̸= d′ ϵdd′ = −1

∆ = 0.04

式中  ;   情况下,   ;

 情况下,    . 最后, 针对此扭角双层

石墨烯模型我们使用约束路径量子蒙特卡罗方法

进行数值模拟, 选择电子闭壳层填充以及自由电子

波函数为初始波函数, 模拟中的主要参数为: 随机

游走数 9000, 投影步长  . 在测量物理量之

前进行 1280步的蒙卡抽样, 测量物理量时设置为

320步的蒙卡抽样, 40次独立测试确保统计的独立

性, 当模拟达到平衡时, 物理量的期望值可以基于

回传技术进行求解. 

3   计算结果与讨论
 

3.1    近邻库仑相互作用对超导态的影响

L = 5

R ⩾ 3

⟨n⟩ = 0.933 U = 2.0, V = 0.0

U = 0.0, V = −0.3

⟨n⟩ = 0.893 U = 2.0, V =

0.0 U = 0.0, V = −0.3

U = 2.0

V = −0.3

R ⩾ 3.0

该小节着重分析近邻库仑相互作用强度对扭

角双层石墨烯系统的超导配对对称性的影响, 图 3

展示了不同库仑相互作用强度下晶格大小为 

的各类电子配对对称性的配对关联函数在配对距

离  上的演化曲线. 图 3(a)和图 3(b)分别对

应电子填充浓度  下   和

 的情况, 图 3(c)和图 3(d)则分

别对应电子填充浓度  下  

 和  的情况. 从图中可以清楚地

观察到, 对于只有在位库仑相互作用强度  

(图 3(a)和图 3(c))或者近邻吸引库仑相互作用强

度  (图 3(b)和图 3(d))的情况, 整个长程

距离  上三重态 NNN-f波配对对称性的强

 

NN-d+id(b)(a)

1

1
ei2p/3 ei4p/3

ei4p/3 ei2p/3

NN-p+ip(c)

1

1
ei2p/3 ei4p/3

ei4p/3 ei2p/3

1

1
1 1

1 1

NN-s

NNN-d+id(d)

e
i2
p
/3

e
i2
p
/3

e i4
p
/3

e i4
p
/3

1 1

e
ip
/3

e
i4
p
/3

e i2
p
/3

e i5
p
/3

-1 1 -1
1 -1

1

1 -1

NNN-p+ip(e) NNN-f(f)

d+ id p+ ip
d+ id p+ ip

图 2    各种轨道内电子配对形式的示意图　(a) NN-s对称

性; (b) NN-  对称性; (c) NN-  对称性; (d) NNN-

 对称性; (e) NNN-  对称性; (f) NNN-f对称性

d+ id
p+ ip

d+ id p+ ip

Fig. 2. Schematic diagrams of  various intra-orbital  electron

pairing symmetry: (a) NN-s-wave symmetry; (b) NN-  -

wave symmetry; (c) NN-  -wave symmetry; (d) NNN-

 -wave  symmetry;  (e)  NNN-  -wave  symmetry;

(f) NNN-f-wave symmetry.
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度始终处于最高位置, 基于当前的数值模拟结果在

扭角双层石墨烯系统中似乎支持电子的配对对称

性是三重态的 NNN-f波配对对称性. 然而一个重

要的问题是先前的量子蒙特卡罗方法研究石墨烯

系统中的超导特性指出, 电子的配对对称性容易受

到哈密顿量中非相互作用部分的强烈影响 [48–50],

故从配对关联函数得出的结论并不十分可信.

为了进一步证实哈密顿量中的无相互作用部

⟨n⟩ = 0.933 ⟨n⟩ = 0.893

分对电子配对对称性是否有强烈影响, 图 4(a)和

图 4(b)展示了无相互作用时各类电子配对对称性

随配对距离 R 的演化曲线. 图中的数值模拟结果

表明电子填充浓度  和   两种

情况下三重态 NNN-f波的配对强度依然大于其他

类型的电子配对对称性强度. 通过对比图 3和图 4

的结果可以发现, 各种配对形式的关联函数随长程

距离 R 的变化趋势完全一致, 从而无法分析相互
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L = 5 Pα(R) U = 2.0, V = 0.0,

⟨n⟩ = 0.933 U = 0.0, V = −0.3, ⟨n⟩ = 0.933 U = 2.0, V = 0.0, ⟨n⟩ = 0.893 U = 0.0, V = −0.3, ⟨n⟩ = 0.893

图 3      晶格大小为   的各种电子配对对称性的配对关联函数   随配对距离 R 的变化　 (a)   

 ; (b)   ; (c)   ; (d)  

Pα(R)

L = 5 U = 2.0 V = 0.0 ⟨n⟩ = 0.933 U = 0.0 V = −0.3 ⟨n⟩ = 0.933 U = 2.0 V = 0.0 ⟨n⟩ = 0.893

U = 0.0 V = −0.3 ⟨n⟩ = 0.893

Fig. 3. Pairing correlation functions     as a function of pairing distance R for various electron pairing symmetries in a lattice

of size   : (a)   ,   ,   ; (b)   ,   ,   ; (c)   ,   ,   ;

(d)   ,   ,   .
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
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L = 5 Pα(R) ⟨n⟩ =
0.933 ⟨n⟩ = 0.893

图 4    无相互作用项时晶格大小为   的各种电子配对对称性的配对关联函数   随配对距离 R 的变化　 (a)   

 ; (b)  

Pα(R)

L = 5 ⟨n⟩ = 0.933 ⟨n⟩ = 0.893

Fig. 4. Pairing correlation functions    as a function of pairing distance R for various electron pairing symmetries in a non-in-

teracting system with lattice size   : (a)   ; (b)   .
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作用部分对电子配对对称性的影响. 基于此结果,

从关联函数出发得到三重态 NNN-f波配对对称性

为主导的配对形式应该是无相互作用部分电子结

构造成的. 所以无相互作用部分掩盖了相互作用部

分对电子配对对称性的有效信息, 即从关联函数无

法准确分析扭角双层石墨烯的电子配对对称性.

V α(R ⩾ 3)

L = 5

⟨n⟩ = 0.933 ⟨n⟩ = 0.893

基于前面的讨论, 考虑到无相互作用部分对电

子配对对称性的影响, 接下来重点基于有效配对关

联函数来分析电子的配对对称性. 近期角分辨光电

子能谱揭示了一维铜基超导体中空穴和自旋能带

随掺杂浓度的变化, 发现一个明显的空穴折叠分

支, 文献 [51]指出该分支来源于电声子耦合引起的

近邻吸引库仑相互作用. 另外, 理论采用变分非高

斯精确对角化方法在模拟一维哈伯德模型中得出

的结果与上述实验结果进行定量比较, 在合理的电

声子耦合范围内得到相邻电子之间的吸引相互作

用强度与实验观测结果符合 [52]. 其次, 利用量子蒙

特卡罗方法研究棋盘状四方晶格的数值结果揭示

了近邻吸引库仑相互作用强烈地增强 d波超导

态 [53]. 故电声子耦合的具体表现可视为近邻电子

之间的吸引相互作用, 其对理解非常规超导体机理

可能扮演着重要角色, 受这一系列工作的启发, 本

文通过系统地研究近邻吸引库仑相互作用对扭角

双层石墨烯系统超导电性的调控来说明电声子耦

合是如何影响超导电性的. 图 5展示了各种配对形

式的平均有效配对关联函数  关于近邻

吸引库仑相互作用强度 V 的函数关系. 图 5(a)和

图 5(b)的数值结果也是在晶格大小为   的尺

寸下模拟获得的, 选择的电子填充浓度同样分别为

 和   . 首先, 在近邻库仑相互

V = 0.0

d+ id

d+ id

d+ id

V = 0.0

d+ id
V =

−0.3 ⟨n⟩ = 0.933

d+ id
⟨n⟩ = 0.893 d+ id

d+ id

作用强度  情况下可以轻易地观察到, 手性

NN-  波对应的平均有效配对关联强度明显大

于其他电子配对形式, 此结果显然和图 3基于配对

关联函数出发得到的三重态 NNN-f波是主导的配

对形式完全不同, 这不仅证实了无相互作用部分确

实会对电子配对对称性有强烈影响, 还表明扭角双

层石墨烯系统中电子的配对形式为手性 NN- 

波配对对称性. 其次, 图 5的数值模拟结果还说明

随着近邻吸引库仑相互作用强度的增加, 所有类型

的电子配对形式的平均有效配对关联函数都增加.

更为重要的是, 手性 NN-  波电子配对对称性

始终处于主导地位并且具有最大增幅, 需要指出的

是, 相比于近邻库仑相互作用强度  时的手

性 NN-  波配对对称性的平均有效配对关联

强度, 当存在吸引库仑相互作用且强度增加到 

 情况时, 对于电子填充浓度   的情

况, 手性 NN-  波的配对强度增加了 2.106倍;

电子填充浓度  的情况, 手性 NN- 

波的配对强度增加了 1.514倍, 该结果充分表明近

邻吸引库仑相互作用强度可以剧烈地增强手性

NN-  超导态.

L = 6

U = 2.0

d+ id
R ⩾ 3

⟨n⟩ = 0.954

⟨n⟩ = 0.926

d+ id

考虑到晶格尺寸效应, 本文在更大的晶格尺度

上进行数值模拟, 以晶格大小   为例, 图 6(a)

和图 6(b)展示了在位库仑相互作用强度  

情况下, 手性 NN-  波配对对称性的有效配对

关联函数在长程距离  上的函数曲线, 这里选

择的电子填充浓度  (图 6(a))和电子填

充浓度  (图 6(b)). 基于该图的数据结果

可以观察到, 随着近邻吸引库仑相互作用强度 V

的增加, 手性 NN-  波配对对称性的有效配对
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U = 2.0 L = 5 V α(R ⩾ 3)

⟨n⟩ = 0.933 ⟨n⟩ = 0.893

图 5    在位库仑相互作用强度   时, 晶格大小为   的各种电子配对对称性的平均有效配对关联函数   随近

邻库仑相互作用强度 V 的变化　(a)   ; (b)  

V α(R ⩾ 3)

U = 2.0 L = 5

⟨n⟩ = 0.933 ⟨n⟩ = 0.893

Fig. 5. Average effective pairing correlation functions    as a function of nearest-neighbor Coulomb interaction V for vari-

ous  electron  pairing  symmetries  in  a  system  with  on-site  Coulomb  interaction  strength      and  lattice  size    :

(a)   ; (b)   .
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⟨n⟩ = 0.954

d+ id

d+ id

关联函数在整个长程距离上都呈现增强的趋势, 尤

其靠近半满电子填充浓度  时手性 NN-

 波的变化最显著. 图 5和图 6的结果一致性

表明, 近邻吸引库仑相互作用强度 V 有效地增强

了手性 NN-  超导态.

非常规超导态中的研究广泛认为磁性和超导

电性密切关联, 以典型的高温铜氧化物超导体 [54–57]

和铁基超导体 [58–61] 为例, 反铁磁涨落在调制超导

电性中扮演着重要角色. 基于扭角双层石墨烯的能

带结构发现, 每一个轨道波谷上的电子和另一个轨

道上的电子杂化以及未填充时表现出莫特绝缘体

特性, 说明了该系统和铜基超导体以及铁基超导体

类似, 也是典型的强关联电子系统, 故可以预见在

此系统中磁性对超导电性也具有重要的影响. 考虑

到磁性和超导电性的关联, 图 7展示了自旋结构因

S(q)

U = 2.0 L = 5

⟨n⟩ = 0.933 ⟨n⟩ = 0.893

S(q)

d+ id

子  沿着第一布里渊区高对称线方向的演化关

系, 该图的数据模拟是在在位库仑相互作用强度

 , 晶格大小为  中进行, 选择的电子填

充浓度分别为  (图 7(a)),   

(图 7(b)). 从图 7可以清楚地观察到, 随着近邻吸

引库仑相互作用强度 V 的增强, 自旋结构因子 

在 G 点表现出明显的增强趋势, 这说明电子呈现

反铁磁排布以及系统是稳健的反铁磁态. 因此, 该

结果表明了反铁磁序的调制是增强手性 NN- 

超导态的重要原因. 

3.2    平带结构对超导态的影响

除了讨论近邻吸引库仑相互作用对扭角双层石

墨烯超导态的影响, 本文还重点研究了 1.08°附近

不同扭转角度的双层石墨烯的超导电性. 实验 [8,9,62]
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图 6    在位库仑相互作用强度   时, 晶格大小为   的手性 NN-  波配对对称性的有效配对关联函数   随长程

配对距离 R 的变化　(a)   ; (b)  

Vd+id d+ id
U = 2.0 L = 6 ⟨n⟩ = 0.954

⟨n⟩ = 0.926

Fig. 6. Effective pairing correlation functions     as a function of long-range pairing distance R for the chiral NN-  -wave

pairing  symmetry  in  a  system  with  on-site  Coulomb  interaction  strength      and  lattice  size    :  (a)    ;

(b)   .
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图 7    在位库仑相互作用强度   时 , 晶格大小为   的自旋结构因子   沿着第一布里渊区高对称线  

 方向的变化曲线　(a)   ; (b)   . 插图中的紫色线代表第一布里渊区的高对称线, 这里 G, M, K 的坐

标分别为   ,   ,  

S(q) Γ → M → K → Γ

U = 2.0 L = 5 ⟨n⟩ = 0.933 ⟨n⟩ = 0.893

(0, 0)

(2π
3
, 0

) ( 2π
3
√
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)
Fig. 7. Spin structure factor     along the high-symmetry lines     in the first Brillouin zone for a system with

on-site  Coulomb interaction  strength      and  lattice  size    :  (a)    ;  (b)    .  The  inset  shows  the

high-symmetry lines in the first Brillouin zone, with the coordinates of G, M, and K given by   ,   , and   , re-

spectively. The purple lines in the inset represent the high-symmetry lines.
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t′1 t′2

t1 = 1.0 t2 = 0.025

t′1 t′2

t′1 = t′2 = 0.15 t′1 = t′2 = 0.10

t′1 = t′2 = 0.05

t′1 t′2

Γ → M

t′1 = t′2 = 0.10

t′1 = t′2 =

0.15

t′1 = t′2 = 0.05 1.08◦

和理论 [14,63–65] 结果指出, 扭角双层石墨烯最重要

的特征是当扭转角度逐渐靠近 1.08°时, 随着扭转

角度的减小能带结构在费米能级附近呈现出较平

坦的趋势, 这表明扭转角度和能带结构存在直接关

联. 受此启发, 我们可以通过调节扭角双层石墨烯

有效两轨道哈密顿量破缺项中的电子跳跃强度来

构建不同类型的平带结构以研究扭转角度对超导

电性的影响, 不同类型的平带结构可以通过同步调

节方程 (1)中的  和  的强度来构建. 图 8所示为

扭角双层石墨烯无相互作用哈密顿量的能带结构

和态密度. 图 8(a)、图 8(c)、图 8(e)代表能带结构

沿着第一布里渊区高对称线方向的演化曲线, 这里

构建能带结构的方法为固定  ,    ,

同步调节  和   , 图 8(a)、图 8(c)、图 8(e)对应

的电子跳跃参数为  ,    ,

 . 对比三个子图中的能带结构可以发

现, 同步减小  和  的电子跳跃强度, 能带结构在

第一布里渊区  区间高对称线上的能带宽度

逐渐减小, 即平带趋势越来越显著. 结合第一性原

理计算的结果以及扭角双层石墨烯有效两轨道哈

伯德模型 [14–16], 说明   对应扭转角度

为 1.08°的扭角双层石墨烯能带特征 ,   

 对应扭转角度大于 1.08°的扭角双层石墨烯能

带特征,    对应扭转角度小于   的

⟨n⟩ = 0.933

⟨n⟩ = 0.893

扭角双层石墨烯能带特征. 同时, 对于不同扭转角

度的能带结构, 图 8(b)、图 8(d)、图 8(f)展示了状

态数关于能量的函数关系. 这些子图中的红色虚线

和蓝色虚线分别标注电子填充浓度为 

和  的费米能级位置.

V α(R ⩾ 3)

t′1,2

L = 5 U = 2.0

V = 0.0

⟨n⟩ = 0.933 ⟨n⟩ = 0.893

t′1,2

⟨n⟩ = 0.933

p+ ip p+ ip

s
d+ id d+ id f

d+ id

d+ id
t′1 = t′2 = 0.10

依据上述的讨论, 接下来以构建的不同类型扭

角双层石墨烯的平带结构来讨论扭转角度对超导态

的影响. 图 9的数值模拟结果为各种类型的电子

配对对称性的平均有效配对关联函数 

关于电子跳跃破缺项  的函数曲线, 数值模拟的

晶格大小为  , 在位库仑相互作用强度 

及近邻库仑相互作用强度  , 选择的电子填

充浓度同样为  和   .  从图 9

可以清楚地观察到, 随着电子跳跃破缺项  强度

同步减小, 对于电子填充浓度  的情况除

了三重态手性 NN-  和 NNN-  波配对对

称性的平均有效配对关联函数强度无明显变化以

及单重态 NN-  波表现出较微弱的减小外, 单重态

手性 NN-  和 NNN-  以及三重态 NNN- 

波配对对称性的平均有效配对关联函数都表现

出增强趋势并且单重态的手性 NN-  波配对

对称性始终处于主导地位. 另外, 对于手性 NN-

 波平均有效配对关联函数的具体增幅以

 时的平均有效配对关联函数强度为
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⟨n⟩ = 0.933 ⟨n⟩ = 0.893

图 8    无相互作用的哈伯德模型对应的能带结构和态密度　(a), (c), (e)分别为   ,   ,  

的情况下能带沿着第一布里渊区高对称线方向的演化曲线; (b), (d), (f)分别为   ,   ,  

的情况下状态数关于能量的函数关系, 红色虚线和蓝色虚线分别对应电子填充浓度为   和   的费米能级位置

t′1 = t′2 = 0.15 t′1 = t′2 = 0.10 t′1 = t′2 = 0.05

t′1 = t′2
⟨n⟩ = 0.933 ⟨n⟩ = 0.893

Fig. 8. Band structure and density of states (DOS) for the non-interacting Hubbard model. Panels (a), (c), and (e) display the band

dispersion along the high-symmetry lines in the first Brillouin zone for    ,    , and    , re-

spectively. Panels (b), (d), and (f) show the density of states as a function of energy for the same values of    . The red and

blue dashed lines represent the Fermi level positions corresponding to electron fillings of     and    ,  respect-

ively.
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t′1 = t′2 = 0.05

t′1 = t′2 = 0.15

⟨n⟩ = 0.893 s

d+ id

d+ id
t′1 = t′2 = 0.10

t′1 = t′2 = 0.05 d+ id

t′1 = t′2 = 0.15

基准,   时平均有效配对关联函数强度

增加了 23.15%,    时平均有效配对关

联函数强度减小了 11.22%. 对于电子填充浓度为

 的情况 ,  不同之处是单重态 NN-  波

配对对称性的平均有效配对关联函数强度无明显

变化, 以及由于计算误差的影响单重态 NNN- 

波强度甚至出现减弱的情况. 相同之处是其他类型

的电子配对对称性的变化趋势几乎一致, 且单重态

手性 NN-  波依然占据优势地位. 同样地, 以

 时的平均有效配对关联函数强度为

基准,   时单重态的手性 NN-  波

的平均有效配对关联函数强度增加了 18.99%;

 时平均有效配对关联函数强度减小

了 93.98%. 通过以上分析, 首先可以预见扭转角度

在 1.08°附近且逐渐减小时扭角双层石墨烯的超导

临界转变温度会有明显的提高, 即更小扭转角度下

该系统将会有更稳健的超导电性. 其次, 高电子填

⟨n⟩ = 0.933

⟨n⟩ = 0.893

d+ id

充浓度  下扭转角度大于 1.08°时, 该系

统仍具有稳健的超导电性; 而对于低电子填充浓度

 下扭转角度大于 1.08°时, 由于手性NN-

 波平均有效配对关联函数强度的急剧减小,

该系统呈现的超导状态将会被破坏.

L = 6

d+ id

R ⩾ 3

V = 0.0

d+ id

为进一步验证上述计算结果的可靠性, 将数值

模拟进一步扩展到  的晶格尺度上, 图 10展

示了平带结构调控下的手性 NN-  波配对对

称性的有效配对关联函数在长程距离  上的

演化曲线. 该图选择的计算参数设置为近邻库仑相

互作用强度  , 在位库仑相互作用强度以及

电子填充浓度与图 6一致. 如图 10所示, 两种电

子填充浓度下都可以观察到, 通过调节电子跳跃破

缺项使能带呈现更为窄而平坦的结构时, 整个长程

距离上手性 NN-  波配对对称性的有效配对

关联函数强度明显增强. 此外还注意到, 通过调节

电子跳跃破缺项使能带结构呈现较为宽而凸的结
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图 9    在位库仑相互作用强度   及近邻库仑相互作用强度   时, 晶格大小为   的各种电子配对对称性的平均

有效配对关联函数   随电子跳跃破缺项   的变化　(a)   ; (b)  

V α(R ⩾ 3) t′1,2

U = 2.0

V = 0.0 L = 5 ⟨n⟩ = 0.933 ⟨n⟩ = 0.893

Fig. 9. Average effective pairing correlation functions    as a function of electron hopping anisotropy terms    for vari-

ous electron pairing symmetries in a system with on-site Coulomb interaction strength   , nearest-neighbor Coulomb interac-

tion strength   , and lattice size   : (a)   ; (b)   .
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图 10    平带结构调控下, 在位库仑相互作用强度   及近邻库仑相互作用强度   时, 晶格大小为   的手性 NN-

 波配对对称性有效配对关联函数   随长程配对距离 R 的变化　(a)   ; (b)  

Vd+id d+ id
L = 6

U = 2.0 V = 0.0 ⟨n⟩ = 0.954 ⟨n⟩ = 0.926

Fig. 10. Effective pairing correlation function     as a function of the long-range pairing distance R  for the chiral  NN-  -

wave pairing symmetry with lattice size    under flat band structure modulation with an on-site Coulomb interaction strength

of    and nearest-neighbor Coulomb interaction strength of   : (a)   ; (b)   .
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d+ id构时, 整个长程距离上手性 NN-  波配对对称

性的有效配对关联函数强度呈现减弱趋势. 故该结

果证实, 当扭转角度偏离 1.08°时, 扭转角度进一步

减小有利于超导电性的增强, 而扭转角度的增大会

抑制系统的超导电性.

S(q)

Γ → M → K → Γ

V = 0.0

d+ id

t′1 = t′2 = 0.05

t′1 = t′2 = 0.15

d+ id

前面的讨论中提到磁性和超导电性密切相关,

接下来重点分析平带调控下磁性和超导电性的关

系. 图 11显示了自旋结构因子  沿着第一布里

渊区高对称线  方向的变化曲线.

该图选择的计算参数除了固定近邻库仑相互作

用强度  外, 其余的参数与图 7一致. 首先

基于此结果可以清楚地观察到, 自旋结构因子在

G 点附近具有最大的数值, 这表明系统呈现稳健的

反铁磁序, 间接说明扭角双层石墨烯超导体的电子

配对形式是单重态的手性 NN-  波配对对称

性. 其次通过调节电子跳跃破缺项来调控扭角双

层石墨烯的平带结构过程中, 当电子跳跃破缺项

 时, 窄而平坦的能带结构将会诱发自

旋结构因子在 G 点附近呈现出增强趋势; 而当电

子跳跃破缺项  时, 宽而凸的能带结构

将会导致自旋结构因子在 G 点附近呈现出减弱趋

势, 这进一步说明, 平带结构的调控使得系统表现

出稳健的反铁磁序是形成手性 NN-  超导态

的一个重要条件. 

4   结　论

本文使用量子蒙特卡罗方法研究了扭角双层

石墨烯有效两轨道哈伯德模型中的磁性和超导电

性的内在关联, 皆是通过数值模拟探究提高扭角双

层石墨烯系统超导临界转变温度的方法. 首先, 研

d+ id

d+ id

究近邻吸引库仑相互作用对超导电性的调控, 来说

明电声子耦合对扭角双层石墨烯系统具有重要影

响. 数值结果不仅说明扭角双层石墨烯系统的超导

态是手性 NN-  波主导的电子配对形式, 还说

明近邻吸引库仑相互作用会极大地诱发手性 NN-

 波的有效配对关联函数在整个长程距离上的

增加. 至此证实了近邻吸引库仑相互作用对于提高

系统的超导电性具有积极效应.

d+ id

d+ id

其次, 研究了扭转角度对超导态的影响, 基于

电子跳跃破缺项构建的平带结构来反映不同的扭

转角度. 数值模拟结果显示, 扭转角度偏离 1.08°且

逐渐减小时, 手性 NN-  波的有效配对关联函

数具有较大的增幅, 而扭转角度增大时, 手性 NN-

 波的有效配对关联函数强度会有减小趋势.

该结果预言了扭角双层石墨烯系统的扭转角度进

一步减小时可能具有更高的超导临界转变温度.

d+ id

最后, 从磁性的角度分析近邻吸引库仑相互作

用以及平带结构调控超导电性的原因. 基于自旋结

构因子在布里渊区 G 点附近的增强, 说明了反铁

磁序的增强是提高体系超导临界转变温度的先决

条件, 同时也是形成手性 NN-  波的有利条件.

通过这一系列的研究, 所得结果不仅有助于更全面

地理解扭角双层石墨烯这类强关联系统, 还为寻找

更高超导临界转变温度的扭角系统提供了研究方向.

感谢西北师范大学张彦教授和湖北第二师范学院杨辉

博士的积极讨论.
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Abstract
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We  employ  a  large-scale,  unbiased  constrained-path  quantum  Monte  Carlo  method  to  systematically

simulate the effective two-orbital  Hubbard model for twisted bilayer graphene in order to gain deeper insight

into the relationship between correlated states  and the superconducting pairing mechanism in twisted bilayer

graphene,  as  well  as  the  influence  of  the  twist  angle  on  superconductivity.  Initially,  we  investigate  the

modulation  of  superconductivity  by  nearest-neighbor  attractive  Coulomb  interactions,  demonstrating  that

electron-phonon  coupling  plays  a  significant  role  in  the  system.  Our  numerical  results  reveal  that  the

superconducting state is dominated by chiral NN-   superconducting electron pairing symmetry, and that

such  nearest-neighbor  attractive  Coulomb  interactions  significantly  enhance  the  effective  long-range  pairing

correlation  function  of  chiral  NN-    wave.  From  this  perspective,  it  is  evident  that  the  electron-phonon

coupling positively contributes to the superconductivity of the system.

　　Then, we explore how the twist angle affects the superconducting state. The flat-band structure caused by

hopping anisotropy reflects  the different  twist  angles  of  the system. Our results  show that as  the twist  angle

deviates downward from 1.08°, the effective pairing correlation function of the chiral NN-   wave increases

substantially. Conversely, as the twist angle exceeds 1.08°, the effective correlation function of the chiral NN-

  wave exhibits a tendency of decline. These results suggest that further reduction of the twist angle may

lead to higher superconducting transition temperature in twisted bilayer graphene system.

　　Finally,  we  analyze  how  nearest-neighbor  attractive  Coulomb  interactions  and  flat-band  structures

influence superconductivity from the standpoint of magnetic properties. The observed enhancement of the spin

structure factor near the G point in the Brillouin zone indicates that enhanced antiferromagnetic correlations are
essential  for  enhancing the  superconducting transition temperature  and for  stabilizing chiral  NN-   wave.

Through  these  investigations,  our  numerical  findings  not  only  contribute  to  a  more  comprehensive

understanding  of  strongly  correlated  systems  such  as  twisted  bilayer  graphene,  but  also  provide  guidance  for

identifying twist-angle systems with potentially higher superconducting transition temperatures.

d+ idKeywords: chiral      superconducting  state,  constrained  path  quantum  Monte  Carlo  method,  twisted

bilayer graphene, magnetism
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