
 

多目标多约束优化超冷分子有限转动态取向*
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设计整形脉冲场调控分子取向在立体化学反应、强场电离及量子信息处理等领域具有重要的应用价值.

然而, 传统量子最优控制算法通常在无穷维转动空间中优化分子取向度, 且未充分考虑实验设计中脉冲所需

满足的约束条件. 针对这一问题, 本文提出一种多目标多约束量子最优控制算法, 用于设计满足脉冲面积和

能量约束的脉冲场, 以优化超冷分子有限个低位转动态的布居和相位分布, 从而得到最大分子取向. 研究结

果表明, 通过调控约束条件, 可有效抑制非目标态空间转动态的影响, 在目标态空间内获得转动态布居和相

位优化的相干叠加态, 形成期望的最大分子取向. 优化脉冲的时频谱分析结合含时取向度傅里叶变换谱计算

表明, 获得的最大分子取向主要通过多色脉冲场的爬梯激发实现, 且高激发态相干对最大取向度的贡献较小.

本文为利用多约束优化算法设计实验可行性脉冲场, 通过精准调控有限个转动态产生最大分子取向提供了

一种可参考的方法.
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 1   引　言

量子控制分子转动是原子分子物理与光学领

域的重要研究方向, 在物理学 [1–4]、化学 [5–9] 及量子

信息科学 [10–12] 中具有基础性意义. 例如, 在立体化

学反应中, 通过控制反应物分子取向, 可以调控化

学反应的选择性 [13–15]; 在量子信息领域, 利用分子

取向作为量子比特的载体, 通过脉冲操控实现量子

态编码 [16,17]; 在分子成像中, 周期性取向的分子阵

列可发射相干的太赫兹波, 用于成像或通信 [18–20].

最早的纯静电场产生分子取向方法 [21–23] 由于对实

验温度、电场强度和被操控分子大偶极矩的要求很

严格, 理论和实验研究开始探索使用脉冲场诱导场

后分子取向 [24–26]. 场后分子取向指脉冲结束后, 分

子转动波包因量子相位演化产生周期性“复苏”现

象, 表现为取向度的振荡衰减 [27–29]. 根据激光中心

频率与分子跃迁频率的关系和电偶极作用机制, 脉

冲场诱导分子取向的方法可分为共振激发方案 [30–33]、

非共振激发方案 [34–39] 和杂化激发方案 [40–43]. 非共

振激发方案主要通过脉冲场与分子的极化率和超

极化率相互作用, 通过调节基频脉冲和倍频脉冲场

的相位、振幅和延迟时间, 调控分子转动态产生分

子取向 [44–49]. 然而, 该方案需要使用强超短脉冲,

这不可避免地引发强场现象, 如显著的电离以及电

子或振动态激发. 在杂化控制方案中, 非共振激光首

先激发分子的偶数转动态实现预准直, 随后通过共

振激光与电偶极矩作用使其向奇数转动态跃迁 [50–52],

该过程中非共振激发阶段对强激光的需求同样无

法避免. 相比之下, 共振激发方案采用短脉宽、低
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场强且中心频率与分子跃迁频率相近的激光脉冲,

激发产生分子的奇数和偶数转动态叠加, 可以有效

避免强场效应, 越来越引起理论实验的兴趣 [53–56].

|⟨cos θ⟩|max >

0.99

实验上基于共振激发方案, Nelson及其同事 [31]

首次在常温条件下利用强单周期太赫兹脉冲实现

了太赫兹诱导的分子取向, Kitano 等 [53] 通过库仑

爆炸成像技术, 探测和分析太赫兹脉冲激发的分子

取向变化. 然而, 由于太赫兹脉冲强度和频率的限

制, 这种方法在布居高度激发转动态方面面临挑

战. 理论研究表明, 通过对转动叠加态的精确量子

控制, 可以实现目标分子取向 [57–62]. 对于超冷线性

或对称顶极性分子, 通过在最低两个、三个、四个

和五个转动态之间构建相干叠加态, 并利用解析设

计的微波脉冲序列或强超短激光脉冲, 分别可以实

现 0.577, 0.775, 0.861和 0.906的最大取向度 [63–69].

最近, 我们提出了一种多能级脉冲面积定理框架,

能够有效控制选定的一组转动态, 并生成特定相干

叠加态以实现期望的分子场后取向 [70]. 通过设计

15个具有优化振幅、相位和延迟的微波脉冲, 在理

论上实现了最低 16个转动态的期望叠加态, 从而

在超冷双原子分子中实现了期望值 

 的最大取向度, 其中 q 表示分子轴与微波脉冲

场的偏振方向之间的夹角. 由于解析设计的挑战

性, 多个脉冲序列的使用极大地延长了操控时间,

不利于克服分子退相干效应的影响. 设计更短脉冲

场, 实现高的场后分子取向度仍然是一个长期存在

的挑战.

量子最优控制理论为设计整形脉冲激光场提

供了有效途径 [71–77]. 然而, 传统的量子最优控制方

法往往忽视了实验约束条件, 导致优化后的脉冲场

在理论上虽能达到最优控制效果, 但其复杂的时频

特性却难以在实验中实现, 且不利于深入理解其物

理机制. 此外, 为获得高精度的分子取向度, 理论

计算需要涵盖较大的转动空间, 这不仅要考虑众多

转动态的贡献, 还需计及振转耦合效应的影响, 这

进一步增加了理论计算的复杂性和脉冲场的复杂

度. 为此, 本文提出多目标多约束量子最优控制算

法, 寻找满足脉冲面积及能量约束的控制场. 探索

在超冷极性分子中基于共振激发方案, 操控目标转

动态空间有限个转动态布居和相位分布, 形成相应

最大的场后分子取向. 通过对优化脉冲场进行时频

分析, 结合含时取向度的傅里叶变换谱计算, 揭示

产生最大分子取向的内在激发机制.

 2   理论方法

 2.1    控制方案描述

ℏ = 1

为了解释本文的理论方法, 图 1示意性展示了

如何使用共振激发方案在超冷双原子分子基电子

态的基振动态制备转动相干叠加态, 从而获得有效

的场后分子取向. 基于刚性转子近似, 并且设置普

朗克常数  , 分子的自由哈密顿量可以写为 

 



=+-1

=-1

=2

=1

=0

=0

=



图 1    脉冲场激发分子转动态调控分子取向模型示意图. 下面的蓝色能级表示目标态空间含有 M 个最低转动态; 灰色能级表示

非目标态空间包含 N 个转动态. 本文通过使用多目标多约束量子最优控制理论算法寻找优化脉冲场调控目标空间转动态分布,

从而获得最优分子取向

Fig. 1. Schematic diagram of the molecular rotation states excited by the pulse field. The blue lines indicate that the target sub-

space  consists  of  the  lowest M  rotational  states,  while  the  gray  lines  denote  that  the  non-target  subspace  contains N  rotational

states above the target.
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Ĥ0 =

∞∑
J=0

BĴ2, (1)

Ĵ

EJ = BJ(J + 1)

|J⟩

M +N E(t) t0

tf

其中,    为角动量算符, B 为转动常数, 对应的本

征能量为  , 本征函数为球谐函数.

由于考虑分子初始在转动基态, 并且使用线偏振脉

冲场激发, 因而在激发过程中磁量子数恒等于 0,

本文使用狄拉克符号  代表量子数为 J 的转动

态. 为了便于后续分析, 将分子的最低 M 个转动态

定义为目标子态空间, 而将其上方的 N 个转动态

定义为非目标态子空间. 因此, 整个模型包含最低

 个转动态, 如图 1所示. 脉冲场  在  时

刻开启, 激发处于基转动态的分子, 并在  时刻关

闭, 目标态子空间的所有转动态布居和相位分布被

调制, 随后激发的转动相干叠加态自由演化, 产生

场后分子取向. 通过这一设计, 旨在目标态子空间

中生成一个期望的转动相干叠加态, 同时避免对非

目标态子空间转动态的激发.

Ĥc(t)

电偶极近似下, 分子与脉冲场的相互作用哈密

顿量  可表示为
 

Ĥc(t) = −µ̂ · EEE(t), (2)

µ̂

µ0 MJ,J+1 = ⟨J + 1| cos θ |J⟩ =√
(J + 1)2/(2J + 3)(2J + 1)

t0

Û(t, t0)

其中  为跃迁偶极算符, 其矩阵元可以表示为永久偶

极矩  与跃迁矩阵元  

 的乘积. 系统在相互作

用绘景下从初始时刻  到给定时刻 t 的演化可由

时间演化算符  描述, 其解为
 

Û (t, t0) = I− i
∫ t

t0

ĤI (t
′) Û (t′, t0) dt′, (3)

I Û (t0, t0) ĤI (t) =

exp(iĤ0t)[−µ̂ · EEE(t)] exp(−iĤ0t)

其中,   为单位矩阵,   为单位算符,  

 .  对应的含时波函

数可表示为 

|ψ(t)⟩ =
Jmax∑
J=0

cJ exp(iφJ) exp(−iωJ t) |J⟩ , (4)

ωJ = EJ cJ(t) exp(iφJ) =

⟨J |Û(t, t0) |0⟩
其中,  频率   ,  展开因子  

 .

 2.2    最大分子取向分析

为了方便设计约束脉冲场, 先定义目标函数.

在外场作用下, 含时间的分子取向度可以定义为 [70]
 

⟨cos θ⟩ (t) =
Jmax−1∑
J=0

2MJ,J+1cJ+1cJ

× cos (ωJ+1,J t− φJ+1,J) , (5)

ωJ+1,J = EJ+1 − EJ = 2(J + 1)B

φJ+1,J = φJ+1 − φJ

h1 = ⟨cos θ⟩(tf)

其中跃迁频率为  ,

相对相位为  . 控制目标是在脉冲

结束时使分子取向度达到最大, 即  

最大化. 当满足相位关系
 

φJ+1,J = Jφ1,0 (J > 1), (6)

T = 2π/ω1,0

场后取向度的最大值方向会周期性地复苏, 其复苏

周期为分子的转动周期  .

目标态子空间内的最大分子取向, 可以通过减

少非目标子空间内的量子态布居来实现. 对应的拉

格朗日乘子法可以表示为
 

L (c0, c1, · · · , cJmax , λ) = h1 + λh2, (7)

h1=

Jmax−1∑
J=0

2MJ,J+1cJ+1cJ

h2 = 1−
M−1∑
J=0

c2J ∇L = 0

其中, l 为拉格朗日乘子,   ,

 为另一个控制目标 .  令   ,

得到
 

M0,1c1 − λc0 = 0,

· · ·

MJ−1,JcJ−1 +MJ,J+1cJ+1 − λcJ = 0,

· · ·

M−1∑
J=0

c2J = 1. (8)

通过求解上述方程, 可以在 N 态最小布居的

条件下, 获得达到最大取向度时 M 子空间内转动

态的布居条件为 [70]
 

 

cJ =

λJ +

[J/2]∑
k=1

(−1)k


k∏

n=1

J−2k+2(n−1)∑
l1=0;ln=ln−1+2

M2
ln+1,ln

λJ−2k

J−1∏
l=0

Ml+1,l

c0, (9)
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∑M−1

J=0
c2J = 1

且理想条件下目标态的系数满足归一化条件

 , 意味着非目标态的影响最小.

 2.3    多目标多约束优化算法

E(t)
为实现上述两个目标, 优化算法引入控制哑变

量 s, 用于记录控制场  在控制空间中的变化轨

迹. 这一多目标优化问题可以表示为
 

g1 (s) =
dh1 [E (s, t)]

ds

=

∫ tf

t0

δh1 [E (s, t)]

δE (s, t)

∂E (s, t)

∂s
dt ⩾ 0, (10)

 

g2 (s) =
dh2 [E (s, t)]

ds

=

∫ tf

t0

δh2 [E (s, t)]

δE (s, t)

∂E (s, t)

∂s
dt ⩽ 0. (11)

E(s, t)
这两个不等式的物理意义在于, 通过在控制变量空

间中迭代优化脉冲  , 第一个控制目标 (即分

子取向度)单调递增, 而第二个控制目标 (即非目

标态总布居)单调递减.

为了保证优化的脉冲场满足麦克斯韦方程组

且其能量不发散, 优化算法引入两个等式约束:
 

g3 (s) =
dh3 [E (s, t)]

ds

=

∫ tf

t0

δh3 [E (s, t)]

δE (s, t)

∂E (s, t)

∂s
dt = 0, (12)

 

g4 (s) =
dh4 [E (s, t)]

ds

=

∫ tf

t0

δh4 [E (s, t)]

δE (s, t)

∂E (s, t)

∂s
dt = 0, (13)

h3 =

∫ tf

t0

E (s, t) dt = 0

h4 =

∫ tf

t0

E2 (s, t) dt = F

其中, 第一个约束条件   表示

脉冲面积约束, 确保优化场始终不含直流成分; 第

二个约束条件  表示优化场

保持能量不变. 这两个约束条件共同保证了优化脉

冲场的物理合理性和能量稳定性.

E(s, t)
∂E (s, t)

∂s

该优化算法的核心就是需要优化场  的

梯度变化  同时满足方程 (10)—(13)四个

方程, 对应的充分不必要解为
 

∂E (s, t)

∂s
= S (t)

4∑
l=1

gl (s)

4∑
ℓ=1

[
Γ−1

]
lℓ
qℓ (s, t), (14)

S (t) > 0 qℓ (s, t)其中,   是脉冲包络函数,   为
 

qℓ (s, t) =
δhℓ [E (s, ·)]
δE (s, t)

. (15)

Γℓℓ′ 4× 4(14)式中  为  维矩阵, 对应的矩阵元为 

Γℓℓ′ =

∫ tf

t0

S (t) qℓ (s, t) qℓ′ (s, t) dt. (16)

g1 g2

根据以上目标和约束函数的定义, 对应的两个

目标梯度  和  可以表示为 

q1(s, t) =

Jmax−1∑
J=0

4MJ+1,J⟨J + 1|U(tf , t0)|ψ(t0)⟩

× Im
[
⟨ψ(t0)|U†(t, t0)µ̂U(t, t0)U

†(tf , t0)|J⟩
]
,
(17)

 

q2(s, t) = 2

M−1∑
J=0

Im
[
⟨J |U(tf, t0)|ψ(t0)⟩

× ⟨ψ(t0)|U†(t, t0)µU(t, t0)U
†(tf, t0)|J⟩

]
, (18)

g3 g4而两个约束梯度  和  可以表示为 

q3(s, t) = 1 (19)

和 

q4(s, t) = 2E (s, t) . (20)

q1(s, t) q2(s, t) q3(s, t) q4(s, t)

Γ Γ−1

将    ,  和   代入方程 (16),

计算矩阵  及其逆矩阵   , 并将它们一起代入

方程 (14), 即可获得控制场的变化梯度. 在优化过

程中, 采用一阶微分方程的数值解法 (如一阶欧拉

法)逐步更新脉冲场: 

E(s+ δs, t) = E(s, t) + δs
∂E (s, t)

∂s
, (21)

δs E(s = 0, t)

δs

1× 10−3

δs

1× 10−13

其中    为哑变量的离散步长,    为初始

猜测场. 通过调整步长  并迭代更新场, 可使控制

目标单调收敛至期望的精度. 为进一步确保优化过

程的稳定性与收敛性, 本文引入了适应性步长调整

策略与严格的收敛判据. 具体而言, 若某一迭代中目

标函数 (即分子取向度)未能保持单调递增, 或非目

标子空间中转动态的总布居超过设定阈值  ,

则动态减小迭代步长  , 以抑制非期望激发并提

高数值稳定性, 当连续迭代中目标函数的增长量低

于  时, 即可认为优化已收敛, 终止计算.

 3   结果与讨论

B = 7.51 cm−1

为了检验和展示该方法, 本文选择超冷分子

LiH作为研究对象, 其转动常数为  ,
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µ0 = 5.88 D永久偶极矩为  
[78]. 计算中初始猜测脉

冲设定为 

E(s = 0, t) = k exp(−t2/2τ2) cos (ω1,0t) , (22)

−2.5T 2.5T

T = π/B
τ = π/ω1,0

t0 tf

Nt = 2× 104

δs = 1× 10−9 Ns

1× 10−3 ds
1× 10−13

式中, k 是调节初始脉冲能量的参数, 脉冲的初始

时间设置为  , 脉冲的关闭时间设置为   ,

其中  为分子转动周期. 包络函数取为高斯

函数, 其脉宽为  , 即一个光学周期. 模拟

中强制包络函数在初始和末时刻为 0, 以便严格保

证脉冲在初始时刻  打开, 末时间  关闭. 时间空

间被离散为  份, 哑变量变化步长设置

为  , 迭代次数记为  . 如果取向度目

标未实现单调递增, 或者非目标子空间转动态总布

居大于  , 则适应性调整迭代步长  . 如果

取向度目标随迭代的增长值小于  , 则认

定优化结果收敛. 为了展示该优化算法的有效性和

优越性, 本文先针对目标态空间包含少数 (2个和

3个)转动态进行研究, 在此基础上再研究包含多

数 (17个)转动态情形.

 3.1    最优调控最低少数转动态

为了展示考虑非目标态子空间和约束的重要

性,  本文先以调控目标态空间最低两个转动态

M = 2

N = 0

⟨cos θ⟩max A F

M = 2 N = 2

(  )为例, 考虑忽略约束条件和非目标子空

间 (  )的情形. 图 2(a)—(c)刻画了对应最大

取向度  、脉冲面积   以及能量   随迭代

次数的变化. 最大取向度随迭代次数单调收敛至理

论极限值 0.577, 而脉冲面积与能量因未施加约束

呈现持续增长趋势. 这一现象表明: 优化后脉冲场的

直流分量显著增强; 最终脉冲能量明显高于初始猜

测值. 为了检验优化脉冲的有效性, 将最终优化的

脉冲用于一个 4能级系统 (  和  ), 也就

是考虑两个邻近的非目标转动态影响. 图 2(d)—(f)
刻画了对应的含时脉冲场、取向度以及 4个态的布

居演化. 从图 2(e)可见, 仅设置分子取向目标时,

脉冲结束时刻的分子取向度并非转动周期中的最

大值, 与图 2(a)中的最大期望值 0.577存在显著偏

差. 从图 2(f)的布居演化可以看到, 优化的脉冲并

不是只激发最低的两个转动态, 同时激发了非目标

态空间的转动态. 这些结果证明: 要实现目标态空

间内精准的布居分布及取向控制, 需要考虑非目标

态子空间转动态的影响, 并引入适当的约束条件限

制优化脉冲的成分和能量变化.

为此, 本文采用新发展的优化算法进行研究.

在保持初始脉冲不变的条件下, 考虑两个非目标态
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图 2    无非目标态空间无约束少目标态模型优化结果 : 上排表示仅两态模型 (  ,   )最大取向度 (a)、脉冲面积 (b)

和脉冲能量 (c)随迭代次数变化曲线 ; 下排表示将优化获得脉冲 (d)用于四态模型 (  ,   )所得的含时取向度 (e)及

对应的转动态布居演化 (f)曲线

M = 2 N = 2

Fig. 2. Non-constrained optimization results for the model comprising two rotational states within the target subspace. The upper

panels depict the maximum degree of orientation (a), pulse area (b), and pulse energy (c) as a function of interactions by excluding

the  non-target  subspace.  The  lower  panels  illustrate  the  optimized  time-dependent  control  fields  (d)  for  the  four-state  model

(  ,   ), alongside the corresponding orientation (e) and the population evolution (f) of the rotational states.
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N = 2(  )并考虑脉冲面积及能量约束. 如图 3(a)—

(c)所示, 最大取向度、脉冲面积及脉冲能量随迭代

次数的变化趋势表明: 新方法能单调递增分子最大

取向度, 使其渐进逼近理论最大值 0.577, 同时保

持优化脉冲的能量和面积恒定. 图 3(d)—(f)同时

呈现了优化获得的时变脉冲场及其对应的取向度

与转动态布居演化过程. 结果显示, 转动激发被有

效约束在目标态空间内, 非目标态未出现激发现

象. 这表明新算法能有效实现预期控制目标, 且优

化场满足约束条件.

M = 3 N = 2

F = 1×10−5

为深入验证该方法, 将最低三个转动态设为目

标态情形, 探究最优脉冲实现分子最大取向的物理

机制. 优化参数设置为: 目标态空间转动态数为

 , 非目标态空间转动态数为   , 初始脉

冲能量参数  . 图 4绘制了最大分子取

向度、非目标态总布居、脉冲面积以及脉冲能量随
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M = 2 N = 2图 3    含非目标态空间和约束条件两目标态模型 (  ,   )优化结果: 上排最大取向度 (a)、脉冲面积 (b)和脉冲能量 (c)

随迭代次数变化曲线; 下排表示优化获得脉冲 (d)及含时取向度 (e)和对应的转动态布居演化 (f)曲线

Fig. 3. Constrained optimization results for the model comprising two rotational states in the target subspace and two rotational

state in the non-target subspace. The upper panels depict the maximum degree of orientation (a), pulse area (b), and pulse energy

(c) as a function of interactions. The lower panels illustrate the optimized time-dependent control fields (d), alongside the corres-

ponding orientation (e) and the population evolution of the rotational states (f).
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M = 2 N = 2图 4    含非目标态空间和约束条件少目标态模型 (  ,   )优化结果: 最大取向度 (a)、非目标态空间总布居 (b)、脉冲

面积 (c)和脉冲能量 (d)随迭代次数的变化

Fig. 4. Constrained optimization results for the model comprising three rotational states in the target subspace and two rotational

state in the non-target subspace. The maximum orientation (a), the total population in the non-target subspace (b), the pulse area

(c), and the pulse energy (d) as a function of iterations.
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1.0× 10−5

1.0× 10−14

1.0× 10−5

迭代次数的变化曲线. 从优化的结果可以发现, 分

子的最大取向度被单调递增至理论最大值 0.775,

且在迭代过程中, 非目标子空间量子态的总布居被

控制在  以内, 脉冲面积数值上被限制在

 以内, 脉冲能量变化与初始设定值比值

小于  , 进一步表明新算法的有效性.

J = 1

J = 2

P0 = 0.2793 P1 = 0.5003

P2 = 0.2204

J = 3

J = 4 7.0× 10−6

φ1,0 = π φ2,1 =

2π

为揭示最优脉冲调控分子取向的物理机制,

图 5和图 6绘制了优化的含时脉冲场、分子取向

度,  各转动态布居及其相位演化曲线 .    和

 态的初始相位设为零. 可以发现, 优化脉冲

驱动分子在目标态空间演化, 脉冲结束时, 最低三

个转动态的布居分别为  ,   

和  , 与解析解 ((8)式)获得的理论值

0.28, 0.5和 0.22高度符合, 而非目标态 (  和

 )布居总被限制在   以内. 此外, 脉

冲结束时相邻转动态相位差满足  和 

 , 与解析条件 ((6)式)一致. 这一结果表明, 优

化脉冲场通过调控转动态布居分布, 并控制三个态

之间相位差, 制备了优化的相干叠加态, 从而获得

期望的分子取向.

ω1,0

2ω1,0 |0⟩ |1⟩
|1⟩ |2⟩

|0⟩
ω1,0 |1⟩

|2⟩

为了展示优化脉冲的激发机理, 对图 6(a)中

的脉冲进行了时频分析, 如图 6(b)和图 6(d)所示.

结果显示:  优化脉冲的频率中心主要为   和

 处, 对应为   与   之间的跃迁频率, 以及

 和  之间的跃迁频率. 从这两个频率出现的时

间先后可以发现, 基频脉冲先打开, 激发处于  态

分子   向  跃迁, 随后打开的二倍频脉冲进一

步将分子激发到  态, 这一激发机理可以从图 5(b)

中的转动态布居演化看出. 这个激发机理与通过解

析设计脉冲序列调控三态最大分子取向的理论研

究一致, 但优化方案避免了解析推导方式假设脉冲

分开激发的限制 [70].

 3.2    最优调控最低多数转动态

M=17 N=2

F = 2.2× 10−3

本文进一步将该方法应用于更多目标态系统,

以实现更高的分子取向度. 最近的研究成果表明,

通过优化超过 16个最低转动态, 可以将分子的最大

正取向度提高至 0.99以上 [70]. 为此, 本节设定目标

转动态数量为  , 非目标转动态数量为  ,

初始猜测脉冲的能量为  . 图 7展示
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M = 2 N = 2图 5    三目标态模型 (  ,   )优化转动态布居 (a)

和相位 (b)演化曲线

Fig. 5. Time-dependent  populations  (a)  and  phases  (b)  for

the model consisting of three rotational states in the target

subspace  and  two  rotational  states  in  the  non-target  sub-

space.
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M = 2 N = 2图 6    三目标态模型 (  ,   )优化含时脉冲场 (a), 对应的时频谱 (b), 含时取向度 (c)以及对应傅里叶变换谱 (d)

Fig. 6. Optimal time-dependent pulse field (a), the corresponding time- and frequency-resolved distributions (b), the time-depend-

ent orientation degree (c), and the corresponding Fourier transform spectrum (d) for the model consisting of three rotational states

in the target subspace and two rotational states in the non-target subspace.

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 74, No. 18 (2025)    183102

183102-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


了最大取向度、非目标态总布居、脉冲面积和脉冲

能量随迭代次数的变化曲线. 如图 7(a)所示, 经

过 230000次迭代后, 取向度的最大值达到 0.99055,

与理论最大值 0.99057相差甚微. 由于进一步优化

的增长非常缓慢, 且保真度已超过 0.99997, 终止

程序, 不再继续迭代. 进一步分析图 7可以发现,

在迭代过程中, 非目标空间中的转动态布居始终保

持在极低水平, 脉冲面积和能量在允许的波动范围

内保持稳定. 本文也将该方法用于其他目标态系

统, 结果一致性地展示方法在获得最大取向度、限

制非目标态布居、脉冲面积和脉冲能量上的能力,

表明该优化算法的有效性和普适性.

从上面的研究发现, 分子最大取向度的获得源

于目标空间转动态的相干叠加. 也就是优化脉冲场

有效调控了目标空间的转动态分布以及各个转动

之间的相位关系. 为此, 图 8刻画了最优脉冲结束

后, 目标空间转动态布居分布以及转动态相位. 可

以发现, 优化的转动态布居分布与理论计算值一

致, 且相邻态相位差为 p 的整数倍, 满足获得最大

分子取向所需要的相位关系. 在先前的研究中, 我

们通过解析计算 15个脉冲序列的振幅、相位、中心

频率、时延等参数, 获得了优化的脉冲序列, 从而获

得了最低 16个态的转动态最优分布以及需要的相位

关系 [70]. 为获得解析的表达式, 我们在先前的推导

过程中要求脉冲序列的每个子脉冲彼此分开. 这一

假设对应的激发机理是, 每个脉冲选择激发邻近的

两个转动态, 通过一系列阶梯式激发, 目标空间的转

动态布居和相位被优化, 从而获得最大的分子取向.

为了深入探究激发机制, 图 9(a)和图 9(b)展

示了最终优化的含时脉冲场及其对应的时间-频率

分布图. 时频图揭示了优化脉冲场包含 16种不同

的频率成分, 这些成分对应于 16组相邻能级的跃

迁频率, 且基频和低阶频率脉冲依次激活. 这表明

直接相邻态之间的单光子跃迁在激发过程中起主
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导作用. 为了进一步揭示各个转动态对最大分子取

向度的贡献, 图 9(c)和图 9(d)描绘了相应的含时

取向度及其傅里叶变换谱. 从含时脉冲场到含时取

向度的演化可以看出, 脉冲的初始阶段较弱, 分子

取向度较低, 而在脉冲结束时, 最大取向度的变化

也不大, 这表明转动激发主要集中在脉冲的中间阶

段. 取向度的傅里叶谱图中主要包含 13个显著的

谱峰, 这意味着只有最低的 14个态对取向度有显

著贡献, 而高阶激发对取向度的贡献较小. 之前的

研究表明, 激发最低的 5个和 16个转动态分别可

以获得超过 0.9和 0.99的取向度 [70]. 然而, 引入更

多高阶转动态通常需要更多的高频脉冲, 这不仅增

加了系统的复杂度, 而且对提升最大取向度的贡献

有限. 因此, 在实际应用中, 除非追求极高的取向

度, 否则对于双原子分子系统, 仅激发少数低阶转

动态即可实现较为理想的取向效果. 优化方法避免

了引入离散脉冲序列, 大大减少了产生最优转动布

居分布所需的时间, 这对于克服转动退相干的负面

影响具有重要意义.

 4   总　结

本文提出了一种多目标多约束量子最优控制

算法, 旨在精确调控双原子 LiH分子的有限转动

态布居和相位分布, 以实现最大分子取向. 该算法

的核心在于将分子转动态空间划分为目标态空间

和非目标态空间, 通过优化算法将转动激发限制在

目标态空间内, 同时最小化非目标态空间的影响.

在约束条件方面, 该算法不仅要求优化脉冲面积为

零 (以消除静电场成分), 还要求保持脉冲输入能量

不变. 通过对两态和三态目标空间问题的研究, 研

究发现该算法能够有效调控目标空间内的转动

态布居和相位分布, 从而实现预期的最大分子取

向. 进一步地, 本文将该算法应用于包含 17个转

动态的目标态空间问题, 成功获得了最大取向度

为 0.99055的结果. 为深入理解激发机理, 本文对

优化脉冲进行了时频分析, 并计算了含时取向的傅

里叶变换谱. 计算结果显示, 优化脉冲通过激发邻

近转动态, 采用阶梯激发方式实现了优化的转动态

布居和相位分布. 此外, 高阶转动激发对分子最大

取向度的贡献较小. 与先前采用的解析设计脉冲序

列方案相比, 优化脉冲方案在缩短激发时间方面展

现出显著优势. 值得注意的是, 该最优脉冲在理论

上表现出优异的控制效果, 其实验实现需要先进的

微波或者太赫兹脉冲整形技术. 基于当前成熟的微

波技术, 我们期望该工作可以引起实验学家的关

注, 用于设计优化微波脉冲, 操控超冷分子的有限

转动态, 从而实现高精度操控分子转动.
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Abstract

The design of  shaping pulse fields for controlling molecular orientation is  of  great importance in fields of

stereochemical  reactions,  strong-field  ionization,  and  quantum  information  processing.  Traditional  quantum

optimal  control  algorithms  typically  solve  the  problem  of  molecular  orientation  in  an  infinite-dimensional

rotational space, but they often overlook the constraints imposed by experimental limitations. In this work, a

multi-objective and multi-constraint quantum optimal control algorithm is proposed to design a pulse field that

conforms  to  the  constraints  of  pulse  area  and  energy.  Specifically,  the  algorithm  enforces  a  zero  pulse  area

condition to eliminate the static field components and maintains constant pulse energy, ensuring compatibility

with realistic experimental setups. Under these constraints, the algorithm optimizes the population and phase

distribution  of  a  selected  number  of  low-lying  rotational  states  in  ultracold  molecules  to  achieve  maximum

molecular  orientation.  The effectiveness  of  the  proposed algorithm is  demonstrated through numerical  studies

involving  two-  and  three-state  target  subspaces,  where  the  creation  of  a  coherent  superposition  state  with

optimized  population  and  phase  distribution  leads  to  the  desired  molecular  orientation.  Furthermore,  its

scalability is validated by applying it to a more complex 17-state subspace, where a maximum orientation value

of 0.99055 is obtained, approaching the global optimal value of 1. Our findings demonstrate that by effectively

managing  these  constraints,  the  influence  of  rotational  states  in  the  non-target  state  subspace  can  be

substantially  suppressed.  The  time-frequency  analysis  of  the  optimized  pulses,  combined  with  the  Fourier

transform  spectrum  of  the  time-dependent  degree  of  orientation,  indicates  that  the  maximum  molecular

orientation  is  mainly  achieved  through  ladder-climbing  excitation  of  multi-color  pulse  fields,  with  the

contributions from highly excited states being minimal.  This  work provides a valuable reference for designing

experimentally  feasible  pulse  fields  using  multi-constraint  optimization  algorithms,  which  helps  to  precisely

control a limited number of rotational states to achieve maximum molecular orientation.

Keywords: quantum optimal control, molecular orientation, multiple constraints, multiple objectives
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