
 

专题: 热传导及其相关交叉领域研究

离散统一气体动理学格式及其多尺度导热应用*
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(2025 年 5 月 28日收到; 2025 年 6 月 9日收到修改稿)

基于 Boltzmann输运方程的数值模拟已成为研究多尺度粒子输运问题的一个有效方法, 但是该方程的

非线性、多尺度、高维度等特征对数值方法的稳定性、相容性、计算效率/精度、渐近保持性质提出了巨大挑

战. 近些年发展了诸多适用于任意克努森数的多尺度动理学方法, 离散统一气体动理学格式便是其中之一.

不同于传统直接数值插值格式, 离散统一气体动理学格式通过动理学方程在时间和位置空间上的特征解重

构网格界面处的分布函数, 从而在一个数值时间步长尺度上耦合、累积和计算粒子输运和碰撞效应. 基于将

物理方程演化信息融入到数值方法构造过程中的思想, 该方法的网格尺寸和时间步长不再受限于粒子平均

自由程和弛豫时间, 能够自适应地高效模拟从弹道到扩散极限的多尺度粒子输运问题. 该方法基于有限体积

法框架, 已经成功应用于微纳尺度流动传热、高超声速飞行器、固体材料导热导电、辐射、等离子体和湍流等

领域. 本文主要针对该方法在多尺度热传导领域的发展进行综述及展望.
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1   引　言

多尺度粒子输运问题在精密制造、纳米材料、

能源动力、国防军事等领域广泛存在 [1–7], 例如芯片

散热过程中涉及固体材料中的电子输运、电声耦

合、声子输运以及液冷微通道中的气液相变传热

等, 尺寸从 10 nm到 100 mm量级, 横跨 7个数量

级 [1,3,7–11]; 航天器再入大气层过程中历经自由分子

流、过渡流、滑移流和连续流, 涉及高温辐射、气体

电离、烧蚀相变和湍流转捩等 [4,12–16]. 此类问题涉

及大跨度的长度和时间尺度, 给物理建模与数值模

拟带来了极大挑战 [2,14,17–21]. 一方面, 基于连续介质

假设的宏观本构关系, 例如 Euler/Navier-Stokes

流动方程和 Fourier导热定律, 计算效率高但难以

准确刻画微纳尺度或非平衡粒子输运过程 [4,14,22];

另一方面, 第一性原理计算或分子动力学模拟等微

观方法 [23–25], 精度高但是计算效率低, 难以满足工

程实战需求. 因此如何实现高效高精度的跨尺度模

拟成了诸多领域的一个前沿课题 [1–3,9,18,20,21].

一种常用的工程方法是宏观方程与经验系数

的组合, 例如在固体材料导热领域, ANSYS, TCAD

和 COMSOL等商业软件都采用等效 Fourier导热

模型 [1,9,26]:
 

q = −κeff∇T, (1)

κeff其中等效热导率  为经验系数, 与材料种类、温

度和尺寸等相关, 通过实验测量或第一性原理计算

等方法得到. 商业软件封装了庞大的经验系数数据

库可供用户选择. 相比于经典 Fourier导热定律,
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κeff经验系数  的引入能更好地捕捉尺度效应、预测

纳米晶体管峰值温升等 [1,27], 并且计算成本几乎不

变. 但不足之处是默认热流与温度梯度的线性关

系, 宏观热传导方程是个抛物线方程, 传播速度无

穷大, 不符合物理规律 [28,29].

Lref

tref

f = f(t,x,P ) x

P

另一种方法是以 Boltzmann输运方程 (Boltz-

mann transport equation, BTE)为代表的介观动

理学理论, 适用于气体分子、光子、中子、声子、等

离子体和电子等载能粒子 [2,13,22,30–32]. 在介观动理

学理论中, 克努森数 Kn 是关键参数, 定义为粒子

平均自由程 l 与系统特征长度  的比值, 或者粒

子弛豫时间 t 与系统特征时间  的比值, 其中相

邻两次碰撞粒子所经过的平均长度是平均自由程,

所经历的平均时间是弛豫时间. BTE通过捕捉粒

子分布函数  在时间 t、位置  和动量

 空间的演化规律, 结合统计方法得到宏观量分

布, 忽略了相干性, 要求系统特征长度远大于粒子

相干长度, 其基本形式如下: 

∂f

∂t
+

∂f

∂x
· ∂x
∂t

+
∂f

∂P
· ∂P
∂t

= Ωcollison, (2)

其中, 方程等号左端分别代表分布函数的时间演化

项、迁移项和外力项, 右端是粒子碰撞项. BTE在

微观原子尺度与宏观连续介质尺度之间搭建了一

座桥梁, 能够捕捉多尺度粒子输运过程: 一方面,

当克努森数趋于 0时, 基于 Chapman-Enskog等

微扰展开理论 [33],  BTE能够恢复 Euler/Navier-

Stokes或 Fourier等流动传热方程 ;  另一方面 ,

BTE的输入参数, 例如粒子碰撞截面、弛豫时间、

色散关系和比热等, 可以通过微观方法计算得到 [23–25].

BTE的碰撞项非常复杂, 通常采用粒子法、近似核

或谱方法处理 [4,34,35]; 或者对其进行线性化处理, 并

采用快速谱方法和特征值分解等方法求解 [35–38],

但计算资源成本依旧巨大. 在工程多尺度传热流动

中通常采用简化的动理学模型 [22,30,35,39–42],  例如

Bhatnagar, Gross和 Krook[43] 提出的经典单弛豫

时间 BGK模型.

对于绝大多数问题, BTE不存在解析解, 因

此基于 BTE的数值模拟已成为研究多尺度粒子

输运问题的一个有效方法, 但是该方程的非线性、

多尺度、高维度等特征对数值方法的稳定性、相

容性、计算效率/精度、渐近保持性质提出了巨大

挑战 [15,17–20,44,45].

一种求解 BTE的方法是宏观矩方程或流体动

· · · · · ·

力学方程 [15,28,46,47]. 其核心思想是基于 BTE的一

阶、二阶或更高阶的微扰展开, 引入非线性、非局

部、相位延迟或滞后等效应, 超越 Euler/Navier-

Stokes流动方程或 Fourier导热方程 [28,46,48,49]. 例如

1936年, Burnett[50] 基于分布函数的二阶近似得到

热流与应力张量的表达式, 提出了 Burnett方程;

1948年 , Cattaneo[51] 在 Fourier导热模型的基础

上引入热流关于时间的一阶偏导数, 从而将温度扩散

方程转变为双曲热传导方程, 弥补了无穷大热传播

速度缺陷; 1949年, Grad[52] 将分布函数做 Hermite

多项式展开并保留到四阶, 得到了密度、速度、热流、

能量, 以及对称应力张量的 13个 BTE矩方程, 即

Grad-13矩方程; 1966年, Guyer和Krumhansl[37,53]

采用特征值分解的方法求解声子 BTE中的正常散

射核并推导了宏观 Guyer-Krumhansl方程, 并预

言了第二声和声子泊肃叶流动等现象;  1974年

Hardy和 Albers[38] 采用特征值分解方法求解完整

的声子 BTE散射核, 推导了宏观导热方程; 2003

年,  Struchtrup和 Torrilhon[54] 结 合 Chapman-

Enskog展开理论和 Hermite展开发展了 R13方

法  宏观矩方程结合滑移边界条件一定程度

上可以捕捉非平衡效应, 但依旧局限于小克努森

数, 并且随着宏观方程阶数变高, 稳定性和收敛性

会变差 [13,15,46,47,55]. 除传统的微扰展开方法外, 数据

驱动的 AI多尺度建模方法近些年也备受关注 [56].

例如 Han等 [57] 在宏观 Euler方程的基础上, 借助

气体 BTE的模拟数据, 采用数据驱动的机器学习

方法训练非 Euler部分的宏观通量, 进而学习出一

个能够描述多尺度气体流动的宏观神经网络模型.

Zhao等 [58,59] 基于非平衡热力学理论和守恒耗散形

式, 首先推导一个包含待定系数和未知函数的宏观

热传导方程, 保证双曲特性和熵增准则, 然后借助

声子 BTE的模拟数据, 训练封闭该待定系数和函

数, 构建一个能够描述多尺度声子导热的宏观方

程. AI多尺度建模方法目前尚处于发展阶段, 有待

进一步完善.

o(∆ta)+o(∆xb)+o(∆P c)

∆t ∆x ∆P

∆t ∆x ∆P

另一种求解 BTE的方法是采用介观数值方法,

但会引入数值误差  
[19,20,44],

其中 (  ,    ,    )和 (a, b, c)分别代表时间、

位置和动量空间的最小离散尺寸和精度. 一般而

言, (  ,   ,   )越大, 计算效率越高; (a, b, c)

越大, 数值精度越高. 介观方法模拟多尺度粒子输

运的能力主要取决于其在小克努森数下是否具备
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∆t/τ ≫ 1 ∆x/λ ≫ 1

渐 近 保持 [17] 或 统 一 保 持 性 质 [19],  即 能 否 在

 和   的情况下准确捕捉宏观扩

散或连续尺度的传热流动现象.

当前介观方法主要分为两大类, 其一是以蒙

特卡罗 (Monte Carlo, MC)方法为代表的粒子类方

法 [4]. MC方法采用模拟粒子来替代真实粒子, 采

用算子分裂方法将粒子自由迁移和碰撞过程在一

个数值时间步长内解耦, 其中自由迁移部分采用拉

格朗日方法准确追踪, 而粒子碰撞过程则采用统计

方法计算. MC方法物理图像清晰, 处理简单, 能

够应用到复杂几何外形、物理化学反应、多场耦合

等问题, 并且计算机内存需求低, 维数灾难问题弱.

二十世纪六七十年代, Bird采用 MC方法成功模

拟了高超声速钝体绕流稀薄气体动力学问题, 做出

了诸多杰出工作 [4,60]. 随后MC方法也被应用于求

解声子 BTE [61–65]. 但是由于MC方法解耦了粒子

迁移与碰撞过程, 因此其时间步长和网格尺寸需要

小于弛豫时间和平均自由程, 难以高效模拟小克努

森数下的传热流动现象. 另外粒子类方法与生俱来

的统计噪声极大地限制了其在低速、微流动、小温

度差等小扰动问题中的数值精度. 为提高 MC在

小克努森数区域的计算效率, 发展了隐式 MC [66]、

信息保存MC [14]、渐近保持MC [67]、统一气体动理

学波粒方法 [68] 和统一随机粒子 [69] 等方法. 为减小

统计噪声, Baker和 Hadjiconstantinou[70] 发展了

低噪声MC方法, 仅考虑与平衡态的偏差. 结果表

明该方法能够捕捉任意小的偏差, 在玻尔兹曼碰撞

积分的 MC评估中能够节省大量资源, 并且计算

成本与偏差大小无关. 该方法早期应用于小马赫数

下的微流动问题 [70], 随后发展应用于小温度差的

微纳尺度声子导热问题 [71], 并不断完善或开源 [72,73].

但是随着克努森数不断减小或趋于 0,  低噪声

MC方法计算效率会下降.

另一类介观方法是以离散坐标法 (discrete ordi-

nate method, DOM)为代表的确定性方法 [20,74–77],

例如格子玻尔兹曼方法 (lattice Boltzmann method,

LBM)[78–80]、宏观-BTE混合方法 [81–84]、离散统一气体

动理学格式 (discrete unified gas kinetic scheme,

DUGKS)[76]、统一气体动理学格式UGKS [18,85,86]、合

成迭代方法 (synthetic iterative scheme, SIS)[20,87–89]

等. 起源于格子气自动机 [90] 的 LBM采用均匀网

格和有限的动量空间离散点来捕捉分布函数的演

化规律 [78–80]. 该方法物理图像清晰, 形式简单, 已

被应用于各行各业 [30,91,92]. 由于该方法只采用了极

少数动量空间离散点, 因此当克努森数较大时, 难

以准确刻画复杂的粒子分布函数. 显格式 DOM把

动量空间离散成许多子空间, 能够准确捕捉复杂的

非平衡分布函数, 但增大了计算机内存需求 [74,93].

当离散子空间的数量不足时, 会引起数值积分误

差, 降低数值守恒性或导致射线效应 [94,95]. 该方法

在数值处理上将粒子自由迁移和碰撞效应解耦, 所

以时间步长要求小于粒子弛豫时间, 并且在低克努

森数时具有较大的数值耗散. 宏观-BTE混合方法

的特点是引入一个经验参数, 即截止克努森数, 并

在不同的动量空间 [81,82] 或位置空间 [83,84] 上求解不

同的物理方程. 具体而言, 将动量空间或者位置空

间划分成几个子区域, 当子区域中的粒子输运接近

自由分子流或弹道区域时, 用 BTE模拟; 当子区

域中的粒子输运接近连续流或扩散区域时, 用宏观

方程模拟. 该方法兼顾了 BTE和宏观方程在各自

尺度下的优势, 提高了计算效率并且广泛应用于工

程多尺度传热流动问题, 但是合理的区域划分是个

难题, 并且截止克努森数一定程度上会影响计算精

度. UGKS/DUGKS是两种具备渐近保持或统一

保持性质的动理学方法 [19], 其核心是在一个数值

时间步长内将粒子自由迁移与碰撞效应耦合. 当克

努森数趋于 0时, 能够恢复离散状态下的宏观方

程, 并且数值时间步长和网格尺寸可以远大于粒子

弛豫时间和平均自由程. UGKS在过去 15年中已

成功应用于多尺度粒子输运问题 [18,85]. 该方法同时

引入宏观控制方程和 BTE, 并在有限体积法框架

下进行求解, 其中宏观通量通过网格界面处的分布

函数求矩得到. UGKS引入了 BTE的形式积分解

来重构界面分布函数, 从而在单个时间步长内实现

粒子迁移与碰撞的耦合. 考虑到形式积分解的数学

表达式过于复杂, 在 DUGKS中, 采用一种更简单

的策略来重构界面通量, 即沿粒子迁移的特征线方

向求解 BTE, 并采用中点规则处理界面通量的时

间积分 [96]. 与 UGKS相比, DUGKS数学表达式更

简单. 该方法已经成功应用于实际工程多尺度粒子

输运问题 [76], 如图 1所示.

上述方法主要面向瞬态问题, 时间步长取值

有限. 针对稳态问题, 发展隐格式或迭代法直接求

解稳态 BTE计算效率会更高 [20,27,87–89,108,109]. 一种

经典的求解稳态 BTE的方法是隐式 DOM或源迭

代 [20,94,110]. 该方法对粒子迁移项进行全隐式处理,
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对碰撞项进行半隐式处理. 给定一个初始宏观分

布, 对于每个离散的动量, 该方法在整个位置空间

迭代求解稳态 BTE, 然后遍历所有离散动量, 并通

过粒子碰撞项的守恒约束, 例如质量、动量或能量

守恒等, 更新得到下一迭代步的宏观量, 依次循环

迭代直至收敛. 该方法在高克努森数时收敛较快,

但是当克努森数减小时, 收敛效率急剧下降甚至收

敛到错误解 [20,88,110,111], 因此该方法并不适用于描

述多尺度传热流动问题. 稳态 MC方法的演化过

程与隐式 DOM类似 [65,112,113]. 给定一个 n-迭代步

的宏观分布, 稳态 MC方法追踪每个模拟粒子在

几何位置空间的演化, 具体而言, 从边界出发追踪

每个模拟粒子的运动轨迹直至被边界吸收, 然后统

计每个粒子对局部宏观量的贡献, 更新 (n+1)-迭

代步的宏观量, 依次循环迭代直至收敛. 相比于瞬

态MC方法, 稳态 MC方法在高克努森数时能够

极大地提高计算效率, 但是随着克努森数不断减

小, 其计算效率会下降并且统计噪声增大.

为提高隐式 DOM在小克努森数区域的收敛

效率, 耦合坐标法 [111] 或全隐式动理学方法 [114] 对

粒子迁移项与碰撞项均采用全隐式处理, 将整个相

空间的非平衡分布函数、平衡态分布和宏观量进行

耦合迭代处理, 在任意克努森数都具有较高的收敛

效率.  但是迭代求解六维离散相空间下的稳态

BTE会产生庞大矩阵, 求解难度大, 难以应用于三

维多尺度传热流动问题; 对于任意碰撞核, 该方法

会变得非常复杂. 另一种非常成功的加速策略是合

成迭代方法 SIS[20,87,88]. 合成加速思想的核心是引

入宏观方程或宏观算子来对 BTE求解器做预处

理. 宏观迭代对 BTE迭代求解过程中的平衡态分

布做预估修正, BTE则给宏观方程提供宏观通量,

不同尺度的方程交替迭代并互相交换信息. 不同于

混合方法, 在合成加速框架中宏观算子不影响最终

收敛解, 收敛解完全由 BTE控制. 合成加速思想
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图 1    DUGKS在多尺度粒子输运领域的发展 [76], 涵盖气体分子 [96,97]、声子 [98]、电子 [99]、光子 [100] 和等离子体 [101] 等　(a) 稀薄高超

声速流动 [102,103], 其中位置和动量空间均采用非结构网格离散; (b) 电子设备导热 [104,105]: 瞬态温度与热流分布; (c) 等离子体输运:

非平衡分布函数在位置和动量空间的分布; (d) 辐射输运 [100]; (e) 不可压低速渗流 [106]: 温度分布与速度流线; (f) 可压缩衰减湍流 [107]:

同一时刻, 涡量的模/涡量的均方根为 2的等值面

Fig. 1. Development  of  DUGKS  in  the  field  of  multiscale  particle  transport[76]  covers  gas  molecules[96,97],  phonons[98],  electrons[99],

photons[100] and plasma[101], etc: (a) Rarefied hypersonic flow[102,103], where both position and momentum space are discretized using

unstructured  meshes;  (b)  thermal  conduction  in  electronic  devices[104,105]:  transient  temperature  and  heat  flux  distribution;

(c)  plasma transport:  distribution of  nonequilibrium distribution functions  in  position  and momentum space;  (d)  radiative  trans-

port[100]; (e) incompressible low-speed seepage flow[106]: temperature distribution and velocity streamlines; (f) compressible decaying

turbulence[107]: isosurfaces of the vorticity modu-lus/vorticity root mean square equals 2 at the same time.
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最早于二十世纪六七十年代提出, 为了快速求解中

子 BTE  [87,88],  后来不断发展并成功应用于辐射

传热 [115] 和跨流域流动 [102,103,116–118] 等领域. Zhang

等 [27,89,119–121] 将合成加速思想引入到固体材料声子

导热领域, 发展了快速求解稳态声子 BTE的合成

迭代方法, 目前已被 Hu等 [122,123] 采用并开源. 合

成加速方法在任意克努森数都具有极高的收敛效

率, 并且在过去六十多年已成功应用于工程多尺度

流动传热问题.

综上所述, 过去数十年发展了一系列求解 BTE

的介观数值方法, 涵盖中子、辐射、稀薄气体、声

子、等离子体等领域. 不同介观方法因其数值建模

过程的差异, 在不同的适用范围或时空尺度上展现

其各自的优越性 [2,18,20,21,30,66,76,115,121,124], 如图 2所

示, 其中 DUGKS因其独特数值建模思想在多尺

度粒子输运领域展现巨大潜力 [76]. 本文主要针对

该方法在多尺度热传导领域的发展进行综述及展

望. 第 2节介绍 DUGKS求解声子 BTE的基本演

化过程; 第 3节介绍 DUGKS在声子导热领域的

方法拓展以及声子流体动力学导热研究; 第 4节给

出总结与展望. 

2   离散统一气体动理学格式 DUGKS

在固体材料热传导中, 声子是主要的载能粒

子 [31]. 本节以声子 Boltzmann输运方程单弛豫时

间模型 (RTA-BTE)为例介绍 DUGKS的数值建

模思想. 前期研究通常采用各向同性假设或引入比

热对声子平衡态分布作线性化近似 [84,89,119,122,123], 如

图 3所示. 对于常温硅锗等半导体材料, 声子物性

参数在不同动量方向上的差异较小 [27,45,121], 因此

可以对其动量空间作各向同性近似处理; 但是对于

石墨等层状材料 [125–127],  面内 in-plane方向和面

外 out-of-plane方向的热导率相差 1—2个数量级,

是典型的各向异性材料, 不能采用各向同性近似处

理. 为不失一般性, 本节采用各向异性的动量空

间和非线性的平衡态分布. RTA-BTE模型方程

如下: 

∂g

∂t
+ v · ∇g =

geq(Tpseudo)− g

τ(T )
+ Ṡ, (3)

 

 

Euler/NS/Fourier

LBM

瞬态/稳态MC方法等

显格式/隐格式DOM等

混合方法: MC/DOM与宏观方法的耦合

UGKS/DUGKS/合成迭代方法等

矩方程/修正的Fourier方程等

弹道区域/自由分子流>>1 扩散区域/连续流<<1

图 2    不同介观方法因其数值建模过程的差异, 在不同的适

用范围或时空尺度上展现其各自的优越性 [2,18,20,30,66,76,115,121,124]

Fig. 2. Different  mesoscopic  methods  demonstrate  their  re-

spective  advantages  in  different  scopes  of  application  or

spatiotemporal  scales  due  to  differences  in  their  numerical

modeling processes[2,18,20,30,66,76,115,121,124].
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图 3    常用的声子 BTE模型或近似处理 [29,41,47,123,126], 非灰与灰体模型的区别在于是否考虑声子色散关系或频率依赖特性, 动量

空间: 各向异性或各向同性; 平衡态分布: 采用非线性的 Bose-Einstein平衡态分布或引入比热作线性化近似处理

Fig. 3. Commonly used phonon BTE models or approximations[29,41,47,123,126], the difference between non-gray and gray models lies in

whether the phonon dispersion relation or frequency dependence is considered. Momentum space: anisotropic or isotropic; equilibri-

um distribution: using nonlinear Bose-Einstein equilibrium distribution or introducing specific heat for linear approximation.
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geq(T ) = ℏω
1

exp
(

ℏω
kBT

)
− 1

, (4)

geq

v = ∇Kω

P = ℏK ℏω

K

ℏ = h/(2π) kB

Ṡ

q

其中 g 是声子能量密度分布函数,   是平衡态分

布. 弛豫时间 t 和群速度   均与声子分支

p、动量   或能量   相关, 由材料种类、温

度和尺寸等因素决定, 可以通过第一性原理计算、

实验测量或经验公式得到, 其中 w 是角频率,   是

倒格矢,   , h 是普朗克常数,   是 Boltz-

mann常数.    是声子从外界吸收的能量. 声子散

射过程满足能量守恒,  可分为满足动量守恒的

N散射过程和不满足动量守恒的 R散射过程 [31].

RTA-BTE模型假设所有声子散射均是 R过程. 宏

观物理量, 例如局部能量密度 U 和热流密度   等,

通过声子分布函数求矩得到: 

U =
∑
p

∫
gdK, (5)

 

q =
∑
p

∫
vgdK, (6)

dK其中  是对整个第一布里渊区的积分. 当系统处

于非平衡状态时, 热力学温度没有明确的定义, 因

此通过如下约束定义等效平衡温度 [22,32]:  ∑
p

∫
geq(T )dK =

∑
p

∫
gdK. (7)

引入虚假温度用以保证声子散射项满足能量守

恒 [22,64,128,129],  ∑
p

∫
geq(Tpseudo)− g

τ(T )
dK = 0. (8)

Tpseudo = T当 t 是常数时,   ; 否则不等. 通过牛顿迭

代法求解上述两个非线性方程 (7)和 (8)分别得到

等效平衡温度和虚假温度.

Kn ≫ 1

Kn ≪ 1

Kn → 0

以常温硅材料为例, 其内部不同频率的声子

平均自由程横跨多个数量级, 从几纳米到数十微

米 [121], 如图 4所示. 换言之, 当材料尺寸固定时,

克努森数横跨多个数量级, 是个多尺度热传导过

程. 当   , 声子平均自由程远大于系统特征

长度, 声子弹道输运主导传热; 当  , 声子平

均自由程远小于系统特征长度, 声子扩散输运主导

传热. 在扩散极限下  , 基于一阶 Chapman-

Enskog展开, 方程 (3)能够恢复宏观 Fourier导热

方程 [19,98].

DUGKS基于有限体积法框架数值求解 BTE,

将七维相空间全部离散 [19,76,96,98,130]. 离散状态下的

RTA-BTE形式如下: 

gn+1
i,k − gni,k +

∆t

Vi

∑
j∈N(i)

(
vk · nijg

n+1/2
ij,k Sij

)

=
∆t

2

(
geq,n+1
i,k − gn+1

i,k

τn+1
i,k

+ Ṡn+1
i,k +

geq,ni,k − gni,k
τni,k

+Ṡn
i,k

)
,

(9)

gni,k = g(tn,xi,Pk) Vi

N(i)

Sij

nij

∆t = tn+1 − tn

tn tn+1

其中  , 其余同理.    是控制体 i

的体积,   是所有与控制体 i 相邻的控制体 j 集

合 (图 5), ij 是控制体 i 与控制体 j 的交界面,   

是该交界面的面积,   是该交界面的单位法向矢

量, 方向由控制体 i 指向控制体 j,   

是时间步长. 在方程 (3)从   时刻到   时刻的

时间积分上, 方程 (9)采用中点积分规则处理声子

迁移项, 采用梯形积分规则处理声子散射项和热源

项. 引入两个辅助分布函数并定义为 
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图 4    常温下硅材料中不同平均自由程的声子模式占比 ,

其中声子物性参数由第一性原理计算得到 [123]

Fig. 4. The  proportion  of  phonon  modes  with  different

mean  free  paths  in  silicon  materials  at  room  temperature,

where the phonon physical properties are obtained by first-

principles calculations[123].
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图 5    有限体积框架下 DUGKS沿着特征线方向重构网格

界面处的分布函数 [21,78,98,100,131]

Fig. 5. DUGKS reconstructs the distribution function along

the  characteristic  line  direction  at  the  cell  interface  in  the

finite volume framework[21,78,98,100,131].
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g̃ = g − ∆t

2

(
geq − g

τ
+ Ṡ

)
, (10)

 

g̃+ = g +
∆t

2

(
geq − g

τ
+ Ṡ

)
. (11)

方程 (9)转变为 

g̃n+1
i,k − g̃+,n

i,k +
∆t

Vi

∑
j∈N(i)

(
vk ·nijg

n+1/2
ij,k Sij

)
=0. (12)

g
n+1/2
ij,k

gn+1
i,k

通过方程 (12)可得, 在 DUGKS数值演化过程中

需要计算中间时刻网格界面处的分布函数 

和下一时刻网格中心处的分布函数  .

g
n+1/2
ij,k

tn tn+1/2 = tn +∆t/2 xij

首先计算中间时刻网格界面处的分布函数

 , 细节如下. 不同于传统直接数值插值格式,

DUGKS通过动理学方程在时间和位置空间上的特

征解重构网格单元界面处的分布函数. 对方程 (3)

从  到  沿特征线积分, 其中 

位于控制体 i 和控制体 j 交界面 ij 的中心 (图 5): 

g
n+1/2
k (xij)− gnk (x

′
ij)

=
∆t

4

 (g
eq,n+1/2
k − g

n+1/2
k

τ
n+1/2
k

+ Ṡ
n+1/2
k

)∣∣∣∣∣
x=xij

+

(
geq,nk − gnk

τnk
+ Ṡn

k

)∣∣∣∣
x=x′

ij

]
, (13)

x′
ij = xij − vk∆t/2式中,   . 方程 (13)转变为

 

ḡ
n+1/2
k (xij)− ḡ+,n

k (x′
ij) = 0, (14)

 

ḡ = g − ∆t

4

(
geq − g

τ
+ Ṡ

)
, (15)

 

ḡ+ = g +
∆t

4

(
geq − g

τ
+ Ṡ

)
. (16)

ḡ+,n
k (x′

ij)方程 (14)中的  通过数值插值得到:
 

ḡ+,n
k (x′

ij) = ḡ+,n
k (xc) + (x′

ij − xc)σc, (17)

σc ḡ+,n
k (xc)

xc

xi xj

xij

ḡ
n+1/2
k (xij)

其中  是分布函数   在位置空间的散度 ,

可以通过迎风格式、van Leer限制器、最小二乘法

等数值计算方法得到.    通过迎风特性选取为界

面两侧的网格中心  或  , 或者采用中心差分格

式选取为界面中心  . 联立方程 (14), (16), (17)计

算得到中间时刻网格界面处分布函数  .

因为声子散射项满足能量守恒, 所以:  ∑
p

∫
geq(T

n+1/2
ij )dK

=
∑
p

∫ (
ḡ
n+1/2
ij,k +

∆t

4
Ṡ
n+1/2
ij

)
dK. (18)

对方程 (15)进行变换: 

ḡ +
∆t

4
Ṡ − geq

4τ +∆t
=

geq − g

4τ
. (19)

结合声子散射项满足能量守恒的约束: 

∑
p

∫ ḡk +
∆t

4
Ṡk − geqk

4τk +∆t
dK =

∑
p

∫
geqk − gk
4τk

dK = 0.

(20)
 

=⇒
∑
p

∫
geqk (T

n+1/2
ij,pseudo)

4τk(T
n+1/2
ij ) + ∆t

dK

=
∑
p

∫ ḡ
n+1/2
ij,k +

∆t

4
Ṡij,k

4τk(T
n+1/2
ij ) + ∆t

dK. (21)

g
n+1/2
k,ij

通过迭代法依次求解方程 (18)和方程 (21)计

算得到中间时刻网格界面处的等效平衡温度和虚

假温度, 接着通过方程 (15)计算得到中间时刻网

格界面处的声子分布函数  .

g
n+1/2
ij,k g

eq,n+1/2
ij,k

g̃n+1
i,k

其次更新下一时刻网格中心处的声子分布函

数, 细节如下. 当   和   已知, 通过方

程 (12)更新  . 因为声子散射项满足能量守恒,

所以:  ∑
p

∫
geq(Tn+1

i )dK =
∑
p

∫
g̃n+1
i,k dK. (22)

对方程 (10)进行变换: 

ḡ +
∆t

2
Ṡ − geq

2τ +∆t
=

geq − g

2τ
.

(23)

结合声子散射项满足能量守恒的约束: 

∑
p

∫ g̃k +
∆t

2
Ṡk − geqk

2τk +∆t
dK =

∑
p

∫
geqk − gk
2τk

dK = 0.

(24)
 

=⇒
∑
p

∫
geqk (Tn+1

i,pseudo)

2τk(T
n+1
i ) + ∆t

dK

=
∑
p

∫ g̃i,k +
∆t

2
Ṡi,k

2τk(T
n+1
i ) + ∆t

dK. (25)

gn+1
k,i

通过迭代法依次求解方程 (22)和方程 (25)计

算得到下一时刻网格中心处的等效平衡温度和虚

假温度, 接着通过方程 (10)计算得到下一时刻网

格中心处的声子分布函数  . 最后通过声子分

布函数求矩更新下一时刻的宏观量.
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以上是 DUGKS的主要数值求解过程, 更多

细节可以参考文献 [76,96,98].  DUGKS于 2013

年提出 [96], 于 2017年在 GitHub正式发布开源程

序包 dugksFoam[130]. 截至目前, DUGKS已被国内

外团队采用并成功应用于微纳尺度流动传热、高超

声速飞行器、湍流、固体材料导热导电、中子、辐射、

等离子体等领域 [76,96,97,132,133], 基本模拟流程如图 6

所示. 下面简要总结下该方法的特点: 1) DUGKS

核心在于在重构界面分布函数时, 沿着粒子动量的

特征线方向又求解了一次 BTE, 从而在一个数值

时间步长尺度上耦合、累积和计算粒子输运和碰撞

效应, 没有像经典的蒙特卡罗方法或离散坐标法一

样将粒子迁移与碰撞完全解耦, 因此其网格尺寸和

时间步长不再受限于粒子平均自由程和弛豫时间,

能够自适应地模拟多尺度粒子输运问题; 2)采用

有限体积法框架离散由时间、位置和动量构成的七

维相空间. 鉴于有限体积法特点, 其能处理复杂几

何结构外形, 采用任意的动量空间离散和积分规

则, 引入位置/动量空间非结构和自适应加密等技

术等, 不受限于马赫数和克努森数. 但是这也导致

其存在维数灾难问题, 计算机内存需求、计算时间

等会随问题复杂程度和计算规模的增大而增大. 

3   DUGKS多尺度导热应用
 

3.1    方法拓展与导热应用

|v|

10−4

DUGKS作为一种数值离散求解 Boltzmann

模型方程的动理学格式, 于 2016年从稀薄气体流

动拓展至固体材料导热领域, 数值求解声子 RTA-

BTE灰体模型 [98]. 该模型数学形式与气体 BGK

模型方程相同, 其中比热 C、弛豫时间 t 和群速度

 均是常数. 基于 Chapman-Enskog展开和渐近

保持分析等数学理论, 前期工作证明了 DUGKS

具有渐近保持或统一保持性质 [19]. DUGKS在弹道

极限下等价于无碰撞动理学方程的 Lax-Wendroff

离散形式, 在扩散极限下能自动恢复到有限体积法

离散下的宏观扩散方程. 通过模拟从弹道到扩散极

限下的稳态和非稳态热传导问题, 该方法的数学性

质得到了验证, 并且数值时间步长和网格尺寸不再

受限于弛豫时间和平均自由程. 例如采用 DUGKS

模拟了准一维非均匀薄膜的多尺度瞬态导热问题,

克努森数随着空间位置从  变化至 10. 数值结

果表明即使采用粗网格和较大的时间步长, DUGKS

也能成功捕捉到多尺度瞬态导热特性. 而 DOM无

法捕捉到这些瞬态导热特性, 除非采用非常细的网

格和很小的时间步长. 为准确模拟同一时刻下的瞬

态导热特性, DUGKS需要 0.79 s而二阶迎风DOM

需要 47.88 s[98]. 因此对于此类多尺度瞬态导热问

题, DUGKS计算效率远高于 DOM.

不同于灰体模型, 第一性原理计算或非灰模型

考虑了声子分支和非线性色散关系, 其中不同频率

的声子具有不同的比热、弛豫时间、群速度和克努

森数, 彼此相互耦合. 从数学形式上看, BTE非灰

模型方程可以理解为联立求解多个具有不同克努森

数或输入参数的 BTE灰体模型, 因此从灰体拓展

 

相空间离散: 结构/非结构/多重/自适应网格等;

输入参数: 第一性原理计算等;

边界条件: 等温/绝热等;

前处理

数据输出: 例如速度、密度、温度和热流等
     宏观分布

等效参数计算: 例如等效热导率=
      热流除以温度梯度等

后处理

DUGKS
求解器

+1

+1/2




+








图 6    多尺度粒子输运模拟流程 [102,118,130–133], 即前处理 -

DUGKS求解器 -后处理 . 前处理 : 动量空间和位置空间均

可采用结构/非结构/自适应网格等 , 输入参数—弛豫时

间和色散关系等, 可以通过第一性原理计算、实验或经验

公式等方式获取; DUGKS求解器: 分布函数在时间和位置

空间的演化过程; 后处理 : 通过分布函数求矩得到宏观量

并计算相关等效参数, 不局限于经典的宏观本构关系

Fig. 6. Multiscale  particle  transport  simulation  pro-

cess[102,118,130–133]:  Pre-processing-DUGKS  solver-post-pro-

cessing.  Pre-processing:  Both  momentum  space  and  posi-

tion  space  can  use  struc-tured/unstructured/adaptive

meshes,  etc.  Input parameters  such as  relaxation time and

dispersion  rela-tions  can  be  obtained  through  first-prin-

ciples  calculations,  experiments,  or  empirical  formulas;

DUGKS  solver:  The  evolution  of  the  distribution  function

in  time  and  position  space;  Post-processing:  Macro-scopic

quantities are obtained by taking the moments of the distri-

bution function and calculating related effective parameters,

not limited to classical macroscopic constitutive relations.
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到非灰模型, DUGKS在数值建模上不存在难度.

2017年, Luo等 [134] 将 DUGKS从灰体模型拓展到

非灰模型, 假设系统温升很小并且采用了线性化的

声子平衡态分布. 数值结果表明 DUGKS能够较

好地预测数十纳米到数百微米的常温硅材料的热

导率, 并与实验数据保持一致. 2019年, Zhang等 [129]

将 DUGKS拓展至大温度差系统, 其中弛豫时间

与声子频率相关并且随着不同位置处温度的变

化而改变. 采用非线性的 Bose-Einstein平衡态分

布并通过牛顿迭代法处理平衡态分布与温度的

非线性关系. 数值结果表明 DUGKS能够准确预

测多尺度导热特性, 在低温弹道极限下与 Stefan-

Boltzmann解析解保持一致, 在扩散极限下恢复

Fourier导热方程, 其中热导率随着空间位置变化.

上述工作都采用动量空间各向同性假设. 为摒弃该

假设, 采用第一性原理计算得到锗材料的声子色散

关系与弛豫时间, 并将其直接导入 DUGKS求解

器 [135]. 针对准一维频域热反射结构, 数值结果表

明 DUGKS能够准确预测不同加热频率下温度与

热源的相位差.

除单弛豫时间模型外, DUGKS也被拓展至双

弛豫时间模型和电声耦合动理学模型. 2019年 ,

Luo等 [136] 采用 DUGKS数值离散求解声子双弛

豫时间 Callaway模型: 

∂g

∂t
+ v · ∇g =

geqN − g

τN
+

geqR − g

τR
, (26)

 

geqR = Cω(T − Tref),

geqN = Cω(T − Tref) + CωT
K · u
ω

, (27)

τN τR

geqN geqR

Tref

其中  和   分别是声子-声子散射过程中满足动

量守恒的 N散射过程和不满足动量守恒的 R散射

过程的弛豫时间.    和   是 N过程和 R过程的

线性化平衡态分布, u 是宏观漂移速度,   是参考

温度.  数值结果表明 ,  DUGKS能够准确预测石

墨烯材料中不同 R过程或 N过程散射强度下的

声子多尺度导热特性.  2024年 ,  Lian等 [99] 采用

DUGKS数值离散求解电子双弛豫时间 Callaway

模型, 其数学形式与声子 Callaway模型几乎一样.

不同之处是采用了非线性 Fermi-Dirac平衡态分

布, 并用牛顿迭代法处理平衡态分布与温度、化学

势之间的关系. 数值结果表明 DUGKS能够准确

捕捉金和石墨烯等半导体材料中的尺寸效应、电子

流体动力学特性和热电效应. 同年 Zhang等 [137] 采

用 DUGKS数值离散求解耦合电子和声子输运的

动理学方程, 其中电子和声子温度不同. 数值结果

表明 DUGKS能够预测金属材料中的电声耦合现

象, 与时域热反射实验的结果符合, 并且其时间步

长不受限于弛豫时间.

除方法拓展外, DUGKS也被应用于三维热

点系统瞬态热传导问题, 如图 1(b)所示. 2022年

Zhang等 [104] 采用 DUGKS模拟了热点系统中热

源间距与散热效率的关系. 数值结果表明, 散热效

率与热源间距相关. 随着纳米热源间距的减小, 瞬

态散热速率先增大再减小. 当纳米热源间距与声子

平均自由程相当时, 散热速率最大. 2025年, Zhang

等 [105] 采用DUGKS模拟了三维Silicon-on-insulator

和 Bulk鳍式场效应晶体管 FinFET瞬态散热问

题, 研究了持续加热、间歇性加热、交替加热 3种

加热方式对纳米晶体管微纳尺度瞬态导热的影响.

数值结果表明在 Bulk和 SOI FinFET中, 交替加

热的峰值温升分别比持续加热低 28%和 43.5%. 将

RTA-BTE与 COMSOL/TCAD等商业软件中常

用的等效 Fourier导热模型进行了对比. 结果表明通

过引入经验系数, 等效 Fourier导热模型能够更好地

预测峰值温升. 但是在纳米尺寸的热源和几何边界转

角区域附近, 因为声子弹道效应的存在, 等效 Fourier

导热模型与 RTA-BTE结果存在较大偏差. 

3.2    热涡、声子湍流与热波涟漪

当系统中 N散射过程强于边界散射且 R散射

过程弱于边界散射时, 声子流体动力学现象会出

现, 即固体材料中的热传导行为类似流体流动, 例

如第二声和声子泊肃叶流动等, 违反经典的宏观

Fourier导热定律 [37,47,53,126,127,138,139]. 截至目前, 第

二声或声子泊肃叶流动现象主要在极低温环境的

NaF等三维材料, 或者 100 K左右的石墨烯、石墨

等具有高热导率的碳基材料中会出现. 在上述材料

中, N散射过程对导热的贡献不能忽略 [6,127,138–140].

本节主要探讨能否在固体材料中发现其他声子流

体动力学现象 [125,126,141,142], 并比较其与经典流体力

学的差异.

热涡—2019年 Zhang等 [119] 基于RTA-BTE

模拟发现在纳米尺寸周期阵列排布的多孔硅结构

中, 热流在孔的前缘和尾缘分别会形成一个回路:

从低温区域流向高温区域, 再从高温区域流回低

温区域, 违反 Fourier导热定律. 2024年 Tur-Prats
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等 [143] 基于MC方法和宏观非 Fourier导热方程在

纳米硅材料中理论预测了类似现象. 2022年 Shang

等 [144] 采用 Chapman-Enskog展开方法, 基于声子

Callaway模型推导了适用于二维材料导热的声子

流体动力学方程. 理论和数值结果表明该现象, 即

热流在几何位置空间形成一个回路, 在声子流体动

力学区域会出现, 在扩散区域消失, 如图 7(a), (b)

所示. 类似现象也被国内外团队在二维和三维材料

中理论发现 [145,146]. 为进一步研究该非 Fourier导

热现象, 2021年, Zhang等 [141] 基于 DUGKS数值

模拟了不同克努森数、材料尺寸或温度下的热传导

特性. 数值结果表明该现象在扩散区域消失, 在弹

道和声子流体动力学区域会出现.

鉴于涡旋或涡的定义和识别是一个困扰百年

且存在争议的问题 [147], 截至目前难以从数学角度

严格证明涡的存在. 本文将热涡 (heat vortices)定

义为热流旋度 [141], 证明该现象在扩散区域不存在,

细节如下. 考虑系统内部任意一条不包含几何边界

的闭合曲线 l, 则热流旋度:
  ∫

l

q · dr = −κ

∫
l

dT
dr

· dr = 0, (28)

dr其中热导率 k 是常数,    是闭合曲线顺时针方向

的单位切向量. 方程 (28)表明系统内部任意闭合

曲线的热流旋度恒为零, 即热涡在扩散区域消失.

通过比较不可压 Navier-Stokes方程和声子流体动

力学 Guyer-Krumhansl方程 [37,47,53]:
 

∂U

∂t
+ (∇ ·U)U +

∇p

ρ
=

µ

ρ
∇2U , (29)

 

∂q

∂t
+
q+κ∇T

τR
=

1

5
|v|2τN

(
∇2q+2∇(∇ · q)

)
. (30)

∇2U ∇2q

结果发现两个方程均存在黏性项, 即速度的

二阶空间散度  和热流的二阶空间散度   .

借鉴流体力学理论, 该黏性项对声子泊肃叶流动或

热涡现象的产生起到了关键作用 [141].

(∇ ·U)U

(∇ · q)q

(∇ · q)q

声子湍流—在流体力学 Navier-Stokes方程

中, 对流项  对湍流的产生至关重要, 但是

在 Guyer-Krumhansl方程 (30)中, 对流项 

不存在, 或者在低阶展开项中不存在 [141]. Guyer-

Krumhansl方程近似低雷诺数流动 Stokes方程 .

2023年, Sýkora等 [148] 基于非平衡热力学理论和

动理学方程的一阶 Chapman-Enskog展开推导得

到了一个宏观流体动力学方程.  不同于 Guyer-

Krumhansl方程 (30), 该方程包含了热流的对流项

 
[148], 并理论预言了卡门涡街现象在雷诺数

等于 150时会出现. 但是 2018年, Huberman[126] 预

估常温石墨烯材料的雷诺数在 1左右, 实际材料中

可能难以实现高雷诺数. 截至目前, 关于声子湍流的

理论结果依旧存在争议与不确定性, 没有实验报道.

热波涟漪—当材料与环境达到热平衡后, 对

其施加高温热源, 其温度会上升, 接着移除热源后,

温度会逐渐下降, 并最终与环境达到热平衡. 该现

象在日常生活中普遍存在. 在降温阶段, 瞬态温度

不会低于环境温度或初始最低温度, 遵循 Fourier

 

(a) (b)

0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01
0
-0.01
-0.02
-0.03

0.45
0.40
0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

(c) (d)

图 7    (a), (c) 声子流体动力学导热: 热涡 [141,144] 与热波涟漪 [125,149,150]; (b), (d) Fourier导热

Fig. 7. (a),  (c)  Phonon hydrodynamic  heat  conduction:  thermal  vortices[141,144]  and thermal  wave  ripples[125,149,150];  (b),  (d)  Fourier

heat conduction.
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导热定律. 然而 2021年, Zhang等 [149] 通过DUGKS

数值求解 Callaway模型, 模拟了不同声子散射强

度下的瞬态导热特性. 结果发现当 N过程较强且

R过程较弱时, 材料在降温阶段会出现瞬态温度低

于环境温度的反常导热现象. 类比一滴水滴在水平

面上泛起涟漪, 这是高温热源在环境温度下产生了

热波涟漪. 该现象在弹道和扩散区域消失, 在声子

流体动力学区域会出现; 在准一维系统中消失, 在

准二维或三维系统中出现, 如图 7(c), (d)所示. 该

现象在同一时间段被 Jeong等 [125] 实验发现, 但是

截至目前, 只有一篇实验报道, 并且该现象在弹道

区域消失的理论结果缺乏实验验证.

从宏观导热方程的双曲特性和声子自由迁移

的角度解释该现象. 宏观 Fourier导热模型是个抛

物线方程, 热传播速度无穷大, 不符合物理规律 [28].

鉴于热力学第二定律和有限声子群速度, 宏观热传

播速度是个有限值, 则宏观导热方程需要满足双曲

特性 [28,29], 即存在温度波动项: 

c1
∂2T

∂t2
+ c2

∂T

∂t
+ c3∇2

xT = c4, (31)

c1 c2 c3 c4

c2 = 0

c1 = 0

其中  ,    和   是系数,    是关于温度和热流的

泛函. 考虑声子流体动力学极限和扩散极限状态:

当系统中只存在 N过程且 N过程非常强时, 声子-

声子散射满足动量守恒, 其对应的宏观导热方程趋

于波动方程  ; 当系统中只存在 R过程且 R过

程非常强时, 声子-声子散射不满足动量守恒, 其对

应的宏观导热方程趋于扩散方程  . 实际导热

系统介于两者之间, 当双曲导热方程 (31)中的波

动项占主导时, 鉴于波动方程的解析解, 热波涟漪

现象会出现并且只在准二维或三维体系中会出现 [149].

在弹道极限时, 声子在系统内部自由迁移, 不发生

散射, 其分布函数满足: 

g(x,P , t) = g(x− vδt,P , t− δt), (32)

δt其中  是任意一段时间步长. 根据方程 (5), 特定

位置特定时刻的局部能量是此时此刻所有声子的

统计平均: 

U(x, t) =
∑

p

∫
g(x,P , t)dK

=
∑

p

∫
g(x− v(t− th),P , th)dK

≥
∑

p

∫
g(x− vt,P , 0)dK=U(x− vt, 0), (33)

t = th t = 0其中  和   分别代表高温热源撤去时刻和

加载热源前的初始时刻. 因为加载高温热源会让局

部能量增大, 所以存在不等号. 根据方程 (7), 能量

越大, 温度越高. 综上所述, 瞬态温度在弹道极限

时不会低于初始最低温度或环境温度. 

4   总结与展望

作为一种数值离散求解 Boltzmann模型方程

的动理学格式, DUGKS因其独特数值建模思想在

多尺度粒子输运领域展现巨大潜力. 其核心是将物

理方程演化信息融入到数值方法建模过程中, 代替

常规的直接数值插值. 具体而言, DUGKS通过动

理学方程在时间和位置空间上的特征解重构网格

界面处的分布函数, 从而在一个数值时间步长尺度

上耦合、累积和计算粒子输运和碰撞效应. 大量数

值结果表明 DUGKS具有较好的数值稳定性和较

低的数值耗散, 其网格尺寸和时间步长不再受限于

粒子平均自由程和弛豫时间, 能够自适应地高效模

拟从弹道到扩散极限的多尺度粒子输运问题, 不局

限于克努森数和马赫数. 在固体材料热传导领域,

DUGKS已经成功应用于声子、电子以及电声耦合

热输运问题, 能够准确模拟不同材料种类、尺寸、

温度或克努森数下的多尺度导热问题, 预言声子流

体动力学新现象, 并应用于电子设备热管理.

DUGKS虽然在多尺度粒子输运领域取得了

成功, 但是尚有不足之处, 可以从以下 3个方面作

性能提升.

1)多场耦合. 随着高性能芯片、宽域飞行器、

精密制造、清洁能源等领域的发展 [2,3,16], 多场耦

合在工程问题中难以避免, 例如电子设备热管理中

涉及电声耦合产热-固体热应力-声子导热-气液相

变传热 [1,3,8]、高超声速飞行器热防护需综合考虑气

动热-烧蚀-辐射-热化学非平衡 [4,12–16]、低温等离子

体刻蚀过程中涉及多种中性气体、电子或带电离子

以及固体材料之间的物理化学反应 [2,21] 等. 前期

DUGKS主要针对单一粒子或两种粒子的多尺度

输运问题, 亟须发展面向多粒子输运及耦合问题的

动理学方法. 另一方面, 虽然原始 Boltzmann输运

方程要求系统特征长度远远大于粒子直径或相干

长度, 但是通过修正外力项、源项或引入Wigner形

式输运方程等手段, 能够发展面向复杂系统的动理

学模型与 DUGKS方法, 并与实验数据或微观模
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拟结果作对比, 例如研究稠密流体流动 [151] 或固体

相干热输运 [152] 等.

2)工业软件集成. 过去 12年 DUGKS已被拓

展至各种粒子输运领域, 集成到全球最大的 CFD

开源平台 OpenFOAM [130], 被国内外团队采用并

基于 C/C++进一步开发、优化或开源 [118,132–133],

并且 CPU/GPU并行、隐格式加速、自适应/非结

构网格等技能不断加持 [102,118,121,130,132,153]. 但是功

能较为分散, 各种技能之间缺乏良好衔接与集成,

相比于 TCAD, COMSOL, ANSYS等国际商业软

件, DUGKS在功能通用性、用户体验、大众普及

性、成本与生态等方面存在欠缺. 例如 2021年 Intel

团队详细介绍了 40多年 TCAD在物理模型、算

法、计算规模等方面的发展 [1], 从埃米横跨到毫米,

涵盖求解薛定谔方程、泊松方程、非平衡格林函

数、BTE、宏观漂移-扩散方程、Compact模型等,

已成为 EDA领域国际顶尖仿真软件. 因此如何将

DUGKS各大技能融为一体, 集成到工业软件, 或

许能进一步助其走向工程实战与国际市场.

3)内存与维数灾难. 随着计算规模和问题复

杂度的增加, 介观数值方法会面临严重的内存与维

数灾难问题, 尤其是DUGKS等确定性方法, 例如在

C/C++编程中以双精度浮点型开辟一个 603 × 603

的分布函数数组大约需要 300 GB计算机内存. 以

MC为代表的粒子类方法 [4,60] 和 AI[56,154,155] 虽然

同样面临内存与维数灾难问题, 但相对而言较弱.

将 DUGKS与粒子类方法相结合或许是解决

内存与维数灾难问题的有效办法之一, 其中统一气

体动理学波粒方法已成为一个成功案例 [68,156]. 该

方法核心是采用分布函数的积分解析解和模拟粒

子分别表征平衡态部分和非平衡部分. 一方面, 通

过引入模拟粒子对动量空间进行充分采样, 从而降

低内存需求和计算成本; 另一方面, 动理学方程和

宏观守恒方程相互耦合, 实现多尺度粒子输运问题

的高效模拟 [68,156]. 最近 Liu等 [157] 将该方法成功拓

展至固体材料导热领域.

将传统数值计算方法与 AI各自的优势相结合

实现扬长避短, 或许能进一步提高计算效率, 解决

内存和维数灾难问题 [56,154,155]. AI虽然存在训练开

销大、外推可靠性低、数值精度低等问题, 但是其

在高维非线性问题、反问题、数据驱动等领域已展

现优势与潜能 [56,154,155,158], 并且预测速度快. 最近

Lin等 [159] 将 MC与内嵌物理知识神经网络结合,

求解声子 RTA-BTE模型. 该方法通过在时间、位

置和动量空间随机抽样取点并采用深度神经网络

逼近声子分布函数, 不仅能够描述微纳尺度导热现

象, 而且极大地降低了计算机内存需求, 适合处理

高维问题, 不存在统计噪声.

感谢袁瑞峰、岐亦铭、刘佩尧、宋新亮和卜家琦提供

DUGKS模拟稀薄气体、湍流、低速渗流、辐射、等离子体

的数据; 感谢 Samuel Huberman团队提供第一性原理计算

数据.
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Abstract

Multiscale  particle  transport  problems  are  universally  existent  in  the  fields  of  precision  manufacturing,

nanomaterials, energy and power, national defense and military. Such issues involve large-scale length and time

scales,  posing  great  challenges  to  physical  modeling  and  numerical  simulation.  In  order  to  study  multiscale

particle  transport  problems,  cross-scale  numerical  simulation  based  on  the  Boltzmann  transport  equation  has

become  an  effective  method.  However  the  nonlinear,  multi-scale,  and  high-dimensional  characteristics  of  the

equation  pose  significant  challenges  to  the  stability,  compatibility,  computational  efficiency/accuracy,  and

asymptotic  preserving  property  of  numerical  methods.  In  recent  years,  many  multiscale  kinetic  methods

applicable  to any Knudsen numbers  have been developed,  and one of  them is  the discrete  unified gas  kinetic

scheme.  Unlike  the  traditional  direct  numerical  interpolation  scheme,  the  discrete  unified  gas  kinetic  scheme

reconstructs  the  distribution  function  at  the  cell  interface  through  the  characteristic  solution  of  the  kinetic

equation  in  both  time  and  position  space,  thereby  coupling,  accumulating,  and  calculating  particle  transport

and collision effects on a numerical time step scale. Based on the idea of incorporating the evolution of physical

equations into the construction process of numerical methods, the cell size and time step of this method are no

longer limited by the mean free path and relaxation time of particles, therefore, the multiscale particle transport

problems  from  the  ballistic  to  diffusive  limit  can  be  adaptively  and  efficiently  simulated.  A  large  number  of

numerical results show that the present scheme has good numerical stability and low numerical dissipation, and

it  is  not  limited  by  the  Knudsen  number  or  Mach  number.  Based  on  the  framework  of  the  finite  volume

method, this method has been successfully applied to micro/nano scale fluid flow and heat transfer, hypersonic

aircraft flows, solid-material thermal conduction, radiation, plasma, and turbulence. This paper mainly reviews

the  method  and  discusses  its  future  prospects  in  the  field  of  multi-scale  heat  conduction  in  solid  materials,

including applications  in  phonon transport,  electron-phonon coupling,  phonon hydrodynamic heat  conduction,

and thermal management of electronic equipment.

Keywords: multiscale  particle  transport,  Boltzmann  transport  equation,  mesoscopic  numerical  methods,
discrete unified gas kinetic scheme, heat conduction
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