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约瑟夫森结作为超导电子学中的核心非线性元件, 其电流-相位关系 (current-phase relation, CPR)直接

决定了器件的动力学行为与应用潜力. 传统约瑟夫森结通常表现出标准正弦型 CPR, 而近年来非正弦

CPR的新型约瑟夫森结引起广泛关注. 本文基于实验测量的 Nb/Al-AlOx/Nb结的电流电压 (I-V )特性曲线,

结合阻容并联约瑟夫森结模型, 构建了适用于非正弦 CPR的数值计算模型, 系统分析了 CPR倾斜对约瑟夫

森结动力学特性的影响. 研究表明: 欠阻尼约瑟夫森结的临界电流随 CPR倾斜度增加而显著降低, 从而表现

出类似直流超导量子干涉器件的临界电流可调的特性; 而在过阻尼结中, CPR倾斜对 I-V 曲线的影响不明显.

进一步通过计算微波辐照下的 I-V 特性, 发现非正弦 CPR在过阻尼结中易于形成半整数夏皮洛台阶, 验证

了 CPR倾斜是半整数夏皮洛台阶原因之一. 此外, 借助 ADS (advanced design system)建立非线性谐振器与

直流超导量子干涉器件电路仿真模型, 深入探讨了非正弦 CPR对约瑟夫森电感及磁通调制行为的影响. 研

究结果表明, 不同 CPR的约瑟夫森结显著扩展了超导量子比特、参量放大器以及无磁非互易器件的设计自

由度, 展示了开发新型超导电子器件的广阔前景.
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 1   引　言

约瑟夫森结 (Josephson junction, JJ)作为超

导电子学中关键的非线性元件, 在量子计算、超导

探测器、低噪声放大器等前沿领域发挥着重要作

用 [1–5]. 其中铝 (Al)结和铌 (Nb)结是传统的约瑟

夫森结, 当前火热的超导量子比特以及超导参量放

大器都是 Al结制备的, Nb结同样可以制备参量放

大器 [6,7],  但是更多是在快速单磁通量子 (rapid

single flux quantum, RSFQ)中使用 Nb结以及约

瑟夫森行波参量放大器 [8–10], 因为 Nb的制备工艺

更加稳定, 适合制备成千上万个几乎相同的约瑟夫

森结, 行波参量放大器需要这样几乎相同的结. 对

于传统的约瑟夫森结动力学行为的描述常用阻容

并联约瑟夫森结 (resistively and capacitively shun-

ted Josephson junction, RCSJ)模型, 有时候为了

描述过阻尼结的情况, 直接忽略电容采用电阻并联

约瑟夫森结 (resistively  shunted  Josephson  jun-

ction, RSJ)模型 [11]. 虽然已经广泛得到应用, 但是
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φ0

U(φ)=

∫
I(φ)dφ

φ0

Tn

关于约瑟夫森结的研究并没有停下. 传统的约瑟夫

森结由超导-绝缘体-超导结构组成, 和其相关的是

直流约瑟夫森效应和交流约瑟夫森效应, 如 (1)式

和 (2)式描述. 当前针对约瑟夫森结的研究, 科研

人员更多关注于将中间绝缘层换成其他材料去构

建新型的约瑟夫森结, 并观察其特性. 目前超导-

铁磁-超导约瑟夫森结 [12,13] 、超导-正常金属-超导

约瑟夫森结 [14,15]、超导-半导体-超导约瑟夫森结 [16–23]

以及超导-拓扑绝缘体-超导约瑟夫森结 [24–28] 的研

究深受科研人员的关注. 科研人员热衷于在制备的

约瑟夫森结中寻找不同于传统约瑟夫森结的 CPR

存在, 并试图解释其中的物理意义, 原因主要有以

下四个方面. 一是揭示新奇凝聚态物理: CPR由

Andreev束缚态 [29] 能谱决定, 若结界面具有高透

射、自旋-轨道耦合、磁交换场或拓扑表面态, 会出

现 p 结、   结、4p 周期等非常规形式. 精确测量

CPR可用作分析拓扑超导、长程三重态配对、Ma-

jorana零模 [30–32] 等现象的“指纹”. 二是优化量子

电路性能: CPR决定约瑟夫森能  ,

进而决定非线性电感. 通过工程化非正弦 CPR, 可

提升势阱非谐性、抑制漏激发, 从而可能构建高保

真超导量子比特、低噪声参数放大器与超导无磁非

互易器件 [33–36]. 三是实现新型器件功能: 带  位移

或强高次谐波的 CPR能在零磁场下提供可控相

差, 发展超导相电池、自偏置 SQUID 及具有整流

效应的“超导二极管”[37–40]; 4p 周期 CPR则为拓扑

量子计算提供拓扑保护的读出手段. 四是精细表征

界面与材料质量: 非正弦成分大小对透射系数  、

界面粗糙度、掺杂等参数高度敏感, 可作为分析制

程质量和材料本征特性的灵敏探针.

在最近的约瑟夫森结的工作中, 超导体-铁磁

体-超导体结中观察到以二次约瑟夫森谐波为主导

的电流-相位关系. 这种奇异的电流-相位关系是在

温控 0-p 结跃迁附近实现的, 而半整数阶跃仅出现

在该附近 [13]. 预计与超导体接近的三维拓扑绝缘体

(topological insulators, TI) 将表现出奇异的现象,

如拓扑超导 (topological superconductivity, TSC)

和马约拉纳束缚态 (Majorana-bound states, MBS),

这些现象可能在拓扑量子计算中得到应用. 对于拓扑

绝缘体 BiSbTeSe2 基 JJ中的 CPR, 观察到 CPR高

度正向倾斜, 表明通过 TI结拓扑表面态 (topological

surface states, TSS)的传输接近弹道传输 [41]. 超

Tn

导-半导体-超导约瑟夫森结中通过 InAs纳米线的

栅极电压控制结的传输, 并得出半整数阶跃是由短

弹道约瑟夫森结中出现的 CPR偏度引起的结论.

对短弹道结 CPR的数值计算也重现了半整数阶

跃 [17]. 高迁移率六方氮化硼封装石墨烯约瑟夫森

结在射频辐射下观察到明显的半整数夏皮洛台阶 [42].

超导-正常金属 -超导结 (superconductor-normal

metal-superconductor, SNS)阵列在低温下具有高

阶谐波产生的倾斜的 CPR, 在 T = 400 mK时倾

斜参数   = 0.5[43].

本文基于上述新型约瑟夫森结中得到的非正

弦电流-相位关系以及传统的 RCSJ模型, 构建了

用于分析非正弦电流-相位关系约瑟夫森结的电路

模型, 并讨论了 CPR倾斜给约瑟夫森结动力学行

为带来的影响. 根据实验中制备并测量的 Nb/Al-

AlOx/Nb结的 I -V 曲线, 详细讨论了在数值计算

中 RCSJ模型构建的细节, 在保证模型合理的情况

下, 对比了欠阻尼结和过阻尼结在不同 CPR倾斜

下的 I -V 曲线. 结果表明过阻尼结中不同 CPR的

I -V 曲线没有明显差异, 但是欠阻尼结中随着倾斜

度越高, 临界电流变小. 这种临界电流可调的行为,

让单个约瑟夫森结类似直流超导量子干涉器件

(direct  current  superconducting  quantum  inter-

ference device, DC-SQUID)一样. 进一步分析了

在约瑟夫森结中添加微波信号下的 I -V 曲线, 即夏

皮洛台阶 (Shapiro steps)特性. 通过计算发现, 夏

皮洛台阶在过阻尼结中很容易实现, 在欠阻尼结中

是困难的, 例如在计算中虽然在某些条件下, 欠阻

尼结也可以得到台阶, 但是使用的微波信号幅值远

大于结的临界电流, 这在实际实验中需要进一步观

察验证. 另外, 在非正弦 CPR中发现了明显的半

整数夏皮洛台阶, 这也和之前实验中观察到的结果

类似. 从理论计算上证明了倾斜的 CPR可以带来

半整数夏皮洛台阶, 而且这样的结都是过阻尼的.

通过计算结的微分电阻, 观察其和微波幅值以及偏

置电流关系, 发现欠阻尼结中存在混沌行为. 接着

计算了不同 CPR倾斜给约瑟夫森结电感效应带来

的影响, 这也是量子比特以及参量放大器设计中最

关注的特性. 这里根据参考文献 [5]中的方法, 基

于 RCSJ模型在 ADS (advanced design system)

中构建了非正弦 CPR约瑟夫森结电路模型, 使用

谐波平衡仿真计算约瑟夫森结和固定电容构成的

非线性谐振器的谐振点随频率的变化曲线, 可以间
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接观察到非正弦 CPR对约瑟夫森结的电感的影

响. 最后同样在 ADS中构建了由非正弦 CPR约

瑟夫森结构建的一个 DC-SQUID电路模型, 计算

发现不同 CPR的 DC-SQUID电压被外界偏置电

流的调制后表现出不同的行为. 可见非正弦 CPR

带来约瑟夫森结不同的动力学行为, 这可能为量子

比特、超导放大器、超导非线性元件如 SNAIL[44,45],

JRM[46,47] 等, 以及超导无磁非互易器件在核心非

线性元件的设计上带来更多的自由度, 显示了开发

新型超导电子学器件的潜力.

 2   理论模型和计算方法

 2.1    约瑟夫森结 RCSJ 模型

约瑟夫森结由两个超导体之间夹杂一个极薄

绝缘层 (厚度通常为几个纳米)形成, 电子对 (库珀

对)能够量子隧穿此绝缘势垒, 产生超导电流 (又

称为约瑟夫森电流). 约瑟夫森效应分为直流约瑟

夫森效应和交流约瑟夫森效应, 分别如 (1) 式和

(2)式所示 [48]: 

I = Ic sinφ, (1)
 

V =
Φ0

2π
dφ
dt

, f =
2eV

h
, (2)

Ic

Φ0 Φ0 =

h/(2e)≈2.0678×10−15 Wb

e≈1.602 ×
10−19 C h ≈ 6.626× 10−34 J · s

其中 I 是约瑟夫森电流;   是结的临界电流, 取决

于材料与结构; j 是结的超导相位差; V 是施加在

约瑟夫森结两端的电压;    是磁通量子 ,   

 ; f 是约瑟夫森交流电流

频率, 单位为赫兹 (Hz); e 是电子电荷量,  

 ; h 是普朗克常数,    .

图 1所示是 Nb/Al-AlOx/Nb约瑟夫森结典型的三

明治结构的示意图. 上、下电极层 (Nb层): 厚度为

100—200 nm, 提供良好的超导导电性. 隧道势垒

(Al-AlOx 层): 厚度为 1—2 nm, 通常先蒸镀一层极

薄的铝膜, 随后通过氧化工艺形成氧化铝 (AlOx)

隧道结.

约瑟夫森结的 RCSJ模型是描述约瑟夫森结

动态行为的经典电路模型. 它通过等效电路的形

式, 结合量子效应与经典电路理论, 解释了约瑟夫

森结在电压和电流作用下的非线性响应、相位动力

学及微波辐射等现象 (如图 1(b)). 根据基尔霍夫

电流定律, 总电流 I 为三个支路电流之和: 

I = Ic sinφ+
V

R
+ C

dV
dt

. (3)

V =
Φ0

2π
dφ
dt

其中 R 是约瑟夫森结寄生电阻, C 是约瑟夫森结

寄生电容,  如图 1(b)所示 .  结合约瑟夫森关系

 , 代入后得到 RCSJ方程:
 

Φ0

2πC
d2φ
dt2

+
Φ0

2πR
dφ
dt

+ Ic sinφ = I. (4)

采用无量纲形式的 RCSJ方程进行分析, 这能

够将原始 RCSJ方程中的多个物理参数整合为更

少的无量纲组合参数, 减少参数冗余, 使分析更加

清晰, 揭示系统的本质特征. 定义特征时间: 

τc =
Φ0

2πIcR
, (5)

τ = t/τc令  可得到无量纲时间. 约瑟夫森结总电流

由直流和交流分量组成, 且归一化电流定义为 

i = I/Ic, I = IDC + IAC, (6)

则可以得到无量纲形式的 RCSJ方程为 

id + iac sin(Ωτ) = βc
d2φ
dτ2

+
dφ
dτ

+ sinφ, (7)
 

id = IDC/Ic, iac = IAC/Ic, (8)
 

Ω =
ωac

ωc
, ωc =

2πIcR
Φ0

, (9)
 

βc = 2πIcR2C/Φ0, (10)

ωac

ωac ωc

Ic

Φ0 βc

βc < 1

其中 W 是归一化频率, 用于将  与系统固有响应

进行比较, 使得系统动力学行为便于跨系统对比;

 是外加交流信号的角频率 (如微波频率);   是

约瑟夫森结的特征频率, 决定了相位响应的固有

频率尺度,  与临界电流   、结电阻 R、磁通量子

 有关 ((9)式);    是无量纲阻尼参数 (Stewart-

McCumber参数), 衡量系统的阻尼特性.   时

为过阻尼, 惯性项 (即忽略电容, RCSJ模型变为

 

JJ

Superconductor Insulator

(a) (b)

Nb
Nb

Si
SiO2

AlO




1

2

图 1    约瑟夫森结示意图　(a) Nb/Al-AlOx/Nb约瑟夫森

结典型的三明治结构示意图; (b)约瑟夫森结 RCSJ电路模

型示意图

Fig. 1. Schematic  diagram  of  a  Josephson  junction:

(a) Schematic diagram of a typical sandwich structure of a

Nb/Al-AlOx/Nb  Josephson  junction;  (b)  Josephson  junc-

tion RCSJ circuit model diagram.
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βc > 1

ωp

ωc

ωp

RSJ模型)可忽略, 系统快速趋于稳态;    时

为欠阻尼, 惯性主导, 系统易振荡, I -V 曲线呈现回

滞. 在约瑟夫森结的理论与实验中,    (等离子体

频率)和   (临界电流相关频率或特征阻尼频

率)是两个关键参数, 它们描述了结的不同动力学

特性. 等离子体频率是约瑟夫森结在无阻尼 (忽略

电阻 R)情况下的固有振荡频率, 类似于 LC谐振

电路的共振频率.   表达式为 

ωp =

√
2eIc
ℏC

=

√
Ic

Φ0C
, (11)

ℏ = h/(2π)
ωp

其中  是约化普朗克常数. 同时 Stewart-

McCumber参数和  关系为 

βc = (ωpRC)2. (12)

 2.2    Runge-Kutta 法求解二阶非线性常微分
方程

Runge-Kutta法是一种常用的数值积分方法,

适用于求解一阶或高阶常微分方程. 对于二阶非线

性常微分方程, 可以通过引入变量, 将其转化为一

阶方程组, 再使用经典的四阶 Runge-Kutta方法

进行求解. 下面是完整的介绍. Runge-Kutta四阶

法 (RK4) 考虑一般形式的二阶非线性常微分方程: 

d2y
dt2

= f

(
t, y,

dy
dt

)
. (13)

y1 = y, y2 = dy/dt
为将二阶微分方程降阶, 首先引入状态变量进行替

换:   , 从而可将原始二阶方程转

化为一阶方程组. 则原方程可转化为一阶方程组:  
dy1
dt

= y2

dy2
dt

= f(t, y1, y2)

. (14)

对于一阶系统: 

dy
dt

= F (t,y), y =

[
y1
y2

]
, (15)

设步长为 h, RK4法迭代公式为 

k1 = F (tn,yn), (16a)
 

k2 = F

(
tn +

h

2
,yn +

h

2
k1

)
, (16b)

 

k3 = F

(
tn +

h

2
,yn +

h

2
k2

)
, (16c)

 

k4 = F (tn + h,yn + hk3), (16d)
 

yn+1 = yn +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) . (16e)

对于约瑟夫森结 RCSJ方程 ((7)式)则可得

一阶系统:  
dφ1

dt
= φ2,

dφ2

dt
= (i− φ2 − sinφ1)/βc.

(17)

 3   数值计算结果与讨论

βc = 20 > 1 βc = 0.1 < 1

βc = 20 βc = 0.1

Tn

Tn

首先对 (7)式进行数值计算, 观察欠阻尼和过

阻尼约瑟夫森相位随时间的变化规律, 从而能够帮

助理解两种类型约瑟夫森结的动力学特征. 图 2(a)

和图 2(b)所示为正弦 CPR约瑟夫森结在欠阻尼

(  )和过阻尼 (  )时约瑟夫

森相位和相位导数的动力学行为. 本文中如果没有

特别说明, 欠阻尼结   , 过阻尼结   .

可见过阻尼结相位 (图中红色曲线)很快达到稳态,

而欠阻尼结经过振荡后逐渐达到稳态. 这是符合我

们对两种约瑟夫森结的物理直觉的,  欠阻尼结

I -V 曲线的突然跳变现象就是来源于相位建立稳

态需要更久的时间. 进一步地, 为了研究非正弦

CPR约瑟夫森结相位的动力学行为, 使用 (18)式

对本文中非正弦 CPR电流-电压关系进行描述. 这

里的 CPR关系是根据参考文献 [22]中的结果进一

步归一化后得到的, 此处归一化的目的是和正弦

型 CPR约瑟夫森结计算结果进行对比,    越大,

CPR越倾斜, 即透射率越高, 如图 3(a)所示. 从

图 2(c)和图 2(d)可以看到,    = 0.999时约瑟夫

森结的相位行为和正弦 CPR约瑟夫森结类似, 不

同的是在幅值上会有差别, 这可能会带来约瑟夫森

结的 I -V 关系和电感效应等特性的不同. 下面进一

步计算并观察非正弦 CPR约瑟夫森结动力学特点. 

I(φ)

Ic
=

Tn sin(φ)

2
(
1−

√
1− Tn

)√
1− Tn sin2

(φ
2

) . (18)

iac = 0

Tn

约瑟夫森结 I -V 特性曲线是实验上用来表征

约瑟夫森结的重要手段. 这里我们希望通过求解

(7)式来观察不同 CPR约瑟夫森结的特征. 计算

时没有给结施加微波信号, 即   , 实际根据

(7)式计算得到的不同 CPR约瑟夫森结的 I -V

曲线见图 3(c)和图 3(d). 其中图 3(c)是欠阻尼结

的 I -V 曲线, 图 3(d)是过阻尼结的 I -V 曲线. 同

时可以发现, 不同  值, 即不同倾斜 CPR约瑟夫
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图 2    欠阻尼结和过阻尼结约瑟夫森相位随时间的变化　(a)正弦型 CPR约瑟夫森结相位随时间的变化; (b)正弦型 CPR约瑟

夫森结相位导数随时间的变化; (c)非正弦型 CPR约瑟夫森结相位随时间的变化 (   = 0.999); (d)非正弦型 CPR约瑟夫森结

相位导数随时间的变化 (   = 0.999)

Tn

Tn

Fig. 2. Time evolution of the Josephson phase for underdamped and overdamped junctions: (a) Time evolution of the phase for a si-

nusoidal CPR Josephson junction; (b) time evolution of the phase derivative for a sinusoidal CPR Josephson junction; (c) time evol-

ution of the phase for a non-sinusoidal CPR Josephson junction (   = 0.999); (d) time evolution of the phase derivative for a non-

sinusoidal CPR Josephson junction (   = 0.999).
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图 3    约瑟夫森结 I-V 曲线　 (a)约瑟夫森结电流 -相位关系曲线 ; (b)欠阻尼约瑟夫森结迟滞 I-V 曲线的数值模拟 ; (c)基于

RCSJ模型数值计算欠阻尼结在不同 CPR时的 I-V 曲线; (d)基于 RCSJ模型数值计算过阻尼结在不同 CPR时的 I-V 曲线; (e)实

验测量的 Nb/Al-AlOx/Nb约瑟夫森结的 I-V 曲线; (f) Nb/Al-AlOx/Nb约瑟夫森结的临界电流多次扫描结果

Ic

Fig. 3. Josephson-junction  I-V  curves:  (a)  Josephson  junction  current-phase  relation  curves;  (b)  numerical  simulation  of  the  hys-

teretic I-V characteristics of an underdamped Josephson junction; (c) I-V characteristics for various CPRs, numerically computed

using the RCSJ model in the underdamped regime; (d) I-V characteristics for different CPRs, numerically computed in the over-

damped regime using the RCSJ model;  (e)  experimentally  measured I-V characteristics  of  a  Nb/Al-AlOx/Nb Josephson junction;

(f) repeated    sweeps demonstrating consistent, time-stable critical current.
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Tn

Tn

森结中, 欠阻尼结的临界电流是不同的, 并且随着

CPR透射率增大, 即  越大, 临界电流越小, 说明

改变约瑟夫森结的透射率可以对其临界电流进行

调制, 这个行为类似 DC-SQUID的临界电流可以

被外界磁通调制. 但是在过阻尼结中, 没有发现因

 的不同带来的 I -V 曲线的变化. 在计算中发现,

根据 (7)式并没有得到类似实验中欠阻尼结 I-V 曲

线明显的迟滞现象. 图 3(e)是本文制备的 Nb/Al-

AlOx/Nb约瑟夫森结的 I -V 曲线实验测量结果.

可见实验中测得的欠阻尼结具有明显的迟滞效应.

欠阻尼约瑟夫森结 I -V 曲线的迟滞现象本质源于

结电容的储能效应 (惯性), 导致结状态切换的不可

逆性; 准粒子电流和非线性电阻是电阻态的必要组

成部分, 它们塑造了 I -V 曲线的非线性背景并调制

迟滞的宽度, 但并非迟滞的物理起源. 因此准粒子

电流相关的非线性电阻让迟滞效应更加明显.

为了在仿真中模拟这种行为, 根据参考文献 [23]

得到 (19)式: 

I(V ) =
V

2Rnn

[
1 + tanh

(
|V | − Vg
VgpW

)]
+

V

Rsbg
. (19)

I1(V )=
V

2Rnn

[
1+tanh

(
|V |−Vg
VgpW

)]
Rnn Vg

VgpW

|V | < Vg

tanh ≈ −1 0 |V | > Vg tanh ≈ +1

V /Rnn

I2(V ) = V /Rsbg

11.4 μA

式中右边第 1项  ,

其中  表示约瑟夫森结正常态电阻;   是超导能

隙电压, 如 Nb结约为 2.87 mV, 图 3(e)中蓝色虚

线标志的位置;   为平滑过渡参数. 这一项表示

准粒子电流的主导部分,  当   (能隙区 ),

 , 此项几乎为  ; 当  ,   ,

恢复为  . 说明超导能隙区内电流被抑制, 超

出后开始线性导电行为. 第 2项  表

示亚间隙泄漏电流, 近似为线性通道, 主要考虑实

际器件中因缺陷/温度等造成的非理想泄漏通道.

(19)式用于模拟约瑟夫森结中非线性电阻的 I -V

曲线. 归一化后的仿真结果如图 3(b)所示, 可以看

到出现了类似实验中的约瑟夫森结迟滞现象. 通过

以上计算可见, 要想在数值计算中完整模拟欠阻尼

结的 I -V 曲线, RCSJ模型中对于电阻的建模需要

引入一个非线性电阻, 用于模拟准粒子电流的行

为, 传统的 RCSJ模型只能描述超导电流, 是不完

整的. 图 3(f)是对制备的 Nb/Al-AlOx/Nb约瑟夫

森结临界电流多次扫描的结果, 临界电流稳定分布

在  附近, 这比单个 I-V 曲线中提取的临界

电流更加准确. 补充材料图 S1和图 S2 (online)展

示了 Nb结的详细工艺流程和 SEM表征.

Ω = 1

iac = 2 βc = 0.1

V (t) =
Φ0

2π
dφ(t)
dt

下面针对约瑟夫森结夏皮洛台阶进行数值分

析, 观察非正弦 CPR对夏皮洛台阶的影响. 这是

约瑟夫森结另外一个关键特征. 图 4(a)和图 4(b)

分别展示了正弦 CPR约瑟夫森结过阻尼结和欠阻

尼结的夏皮洛台阶数值计算结果. 过阻尼结情况

下, 施加的微波信号归一化频率  , 归一化的

幅值  . 图 4(a)展示了  时过阻尼结具

有清晰的夏皮洛台阶. 夏皮洛台阶的出现源于约瑟

夫森相位差与外加微波信号之间的同步现象 (即

phase-locking), 根据约瑟夫森第二关系式  

 , 相位差 j 的演化速率和微波信号同步会

产生稳定的平均电压, 如 (20)式: 

Vn = nV1 = n
Φ0

2πωac (n = 0, 1, 2, · · · ). (20)

iac = 10

iac

Tn

图 4(a)和图 4(b)给出了 n 从–6到 6对应的

台阶并用灰色虚线表示台阶位置, 这和我们基于

RCSJ方程计算的夏皮洛台阶位置符合, 说明本文

数值计算的过程是合理的. 对于欠阻尼结在实际计

算中发现其建立夏皮洛台阶是很困难的, 具体是需

要很大的微波幅值, 如图 4(b)中的欠阻尼结的夏

皮洛台阶  , 说明需要使用远大于约瑟夫森

结临界电流的微波信号才能激励欠阻尼结的夏皮

洛台阶, 并且台阶中会有一些不稳定的波形存在,

如图 4(b)中红色小方块部分. 计算中发现稍微改

动一下参数如  的大小, 都会对欠阻尼结的夏皮

洛台阶带来很大影响. 这表明若想在实验上观察夏

皮洛台阶, 需要制备过阻尼约瑟夫森结. 更进一步,

计算了非正弦 CPR约瑟夫森结的夏皮洛台阶. 对

应的   = 0.999, 如图 4(c)所示. 可以很清晰地观

察到半整数夏皮洛台阶, 图中绿色虚线标注了理论

半整数夏皮洛台阶的位置, 可以看到 n 在–3到 3

之间的基于 RCSJ模型计算的半整数夏皮洛台阶

和绿色虚线台阶位置基本符合, 说明了数值计算是

合理的. 这里基于 RCSJ模型计算得出非正弦 CPR

会带来约瑟夫森结半整数夏皮洛台阶. 从理论上解

释了约瑟夫森结出现半整数夏皮洛台阶的原因. 通

过改变约瑟夫森结参数, 预计可以得到三分之一整

数等更多分数台阶 [14]. 图 4(d)是非正弦 CPR约

瑟夫森结欠阻尼下的夏皮洛台阶, 并没有观察到半

整数夏皮洛台阶的出现, 这再次表明半整数等分数

夏皮洛台阶需要在过阻尼结中才能被清晰地观察到.

为了进一步研究约瑟夫森结夏皮洛台阶的规

律, 计算了结相应的微分电阻, 如图 5(a)和图 5(b)
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Ω = 0.5 iac = 2

iac

Tn

iac id

Tn

Tn Tn

所示. 微分电阻很清晰地显示了具有夏皮洛台阶的

位置, 即电阻瞬时降为零的位置. 这里数值计算的

夏皮洛台阶对应的参数是  ,    , 欠阻

尼结的参数同上. 图 5(c)和图 5(d)是通过参数扫

描的方法绘制的微分电阻和施加的微波信号幅值

 以及直流偏置电流的关系, 这种网状结构的微

分电阻, 更加充分地显示了夏皮洛台阶和施加在结

上的信号的关系. 然而当采用相同的方法去观察欠

阻尼结的微分电阻时, 如图 5(d)所示, 并没有出现

规律性的夏皮洛台阶, 欠阻尼结的夏皮洛台阶展示

了一种混沌状态. 关于这种动力学行为的研究, 需

要进一步的计算, 这超出了本文的研究范围. 对于

非正弦 CPR约瑟夫森结的微分电阻计算, 如图 6

所示, 分别展示了    = 0.01, 0.5, 0.9和 0.999时

过阻尼结下的微分电阻随着  和   的变化. 可以

看到在   = 0.01时, 夏皮洛台阶变化规律和正

弦 CPR约瑟夫森结几乎相同; 随着透射率增加即

 增大, 在   = 0.999的夏皮洛台阶图中观察到

明显的分数夏皮洛台阶, 图 6(d)中红色椭圆显示

了微小的零微分电阻的状态, 对应的就是分数夏皮

洛台阶. 这里非正弦 CPR约瑟夫森结在过阻尼状

态下微分电阻同样表现出网状结构. 这和一些实验

上观察到的结果类似 [37,42,45], 说明了我们计算结果

是合理的.

LJ =
Φ0

2πIc cosφ

LJ =
Φ0

2πIc
1√

1− (I/Ic)2

LJ =
Φ0

2πIc

C = 4pF

为了进一步研究约瑟夫森结的动力学行为受

到的非正弦 CPR的影响. 对不同 CPR约瑟夫森

结的电感效应进行了分析. 这里正弦型 CPR条件

下的约瑟夫森电感可写为  . 根据约

瑟夫森方程消除相位项, 得到约瑟夫森电感的归一

化形式为  . 这里也可以得

到约瑟夫森结在零偏置下的电感 (又称为小信号电

感)为  . 对于非正弦 CPR约瑟夫森结的

电感没法作出类似消除相位项后的结果. 为了研究

约瑟夫森电感的差别, 根据参考文献 [5]在 ADS

中构建约瑟夫森结电路模型的方法, 构建了本文中

的非正弦 CPR约瑟夫森结模型. 并将约瑟夫森结

和固定电容  并联构成一个集总参数的 LC

谐振腔, 结构类似约瑟夫森参量放大器, 这里的约

瑟夫森结起到一个非线性电感的作用. 通过谐波平

衡仿真, 计算谐振器的谐振频率与约瑟夫森结临界

电流和频率的关系, 如图 7(a)—(d)所示. 图中蓝
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图 4    约瑟夫森结夏皮洛台阶数值计算结果　(a)正弦 CPR过阻尼结的夏皮洛台阶 ; (b)正弦 CPR欠阻尼结的夏皮洛台阶 ;

(c) 非正弦 CPR过阻尼结的夏皮洛台阶; (d)非正弦 CPR欠阻尼结的夏皮洛台阶

Fig. 4. Numerically  calculated  Shapiro-step  responses  of  Josephson  junctions:  (a)  Overdamped  junction  with  sinusoidal  CPR;

(b) underdamped junction with sinusoidal CPR; (c) overdamped junction with non-sinusoidal CPR; (d) underdamped junction with

non-sinusoidal CPR.
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图 5    正弦 CPR约瑟夫森结微分电阻数值计算结果　(a)过阻尼结微分电阻和相应夏皮洛台阶; (b)欠阻尼结微分电阻和相应

的夏皮洛台阶; (c)过阻尼结微分电阻和偏置电路以及微波幅值的伪彩色三维图; (d)欠阻尼结微分电阻和偏置电路以及微波幅

值的伪彩色三维图

Fig. 5. Numerically calculated differential resistance of Josephson junctions with sinusoidal CPR: (a) Overdamped junction—differ-
ential  resistance  and  corresponding  Shapiro  steps;  (b)  underdamped  junction—differential  resistance  and  corresponding  Shapiro
steps;  (c)  pseudocolor  three dimensional  (3D) map of  differential  resistance versus bias  current and microwave amplitude for  the

overdamped junction; (d) same 3D map for the underdamped junction.
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图 6    非正弦 CPR约瑟夫森结微分电阻和偏置电流以及微波幅值的伪彩三维图　(a)    = 0.01; (b)    = 0.5; (c)    = 0.9;

(d)    = 0.999

Tn = 0.01 Tn = 0.5 Tn = 0.9 Tn = 0.999

Fig. 6. Pseudocolor  three-dimensional  maps  of  differential  resistance  versus  bias  current  and  microwave  amplitude  for  Josephson

junctions with non-sinusoidal CPR: (a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   .
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色部分代表的是谐振器的谐振点, 可见不同的 CPR

会给约瑟夫森结的非线性电感带来不同. 可以想

象, 这种非正弦 CPR约瑟夫森结构建的量子比特

和约瑟夫森参量放大器等超导器件可能会有不同,

这需要进一步的研究. 关于仿真的电路图, 可以查

阅补充材料图 S3—图 S5 (online).

100 μA

2 Ω CJ = 1 pF

最后在 ADS中构建了 DC-SQUID模型, 这里

的 DC-SQUID模型构建是根据 RCSJ模型完成

的. 需要强调的是, 此处设置的约瑟夫森结的临界

电流是  . 仿真构建的是一个过阻尼结, 因此

在 RCSJ模型基础上, 我们并联了一个小电阻, 电

阻值为  . 约瑟夫森结寄生电容  , 非线性

电阻采用 (19)式建模. 更加具体的电路实现请参

考补充材料图 S3—图 S5 (online). 需要特别指出,

这里的 DC-SQUID模型是一个估算, 尤其是对于

约瑟夫森结寄生参数以及电路互感和自感大小的

估算. 控制这些变量相同, 从而研究不同 CPR对

外界偏置磁通对 DC-SQUID电压的调制. 外界偏

置磁通大小采用电流大小的方法表达, 两者可以通

过互感这个中间物理量进行转换. 通过瞬态分析观察

I0

Tn

DC-SQUID的电压和外界偏置电流以及 DC-SQUID

的偏置电流  的关系, 如图 8所示. 可见 CPR越

倾斜, 即   越大, 外界偏置电流即外界偏置磁通

对 DC-SQUID电压的调制深度具有明显不同. 该

结果和文献 [49]结果具有相同趋势, 说明我们的模

型可以用来定性描述不同 CPR对 DC-SQUID电

压和外界偏置磁通的影响.

 4   结　论

本文通过结合 Nb/Al-AlOx/Nb结的 I -V 特

性和传统 RCSJ模型, 成功构建了适用于非正弦

CPR约瑟夫森结的数值计算模型 ,  系统分析了

CPR倾斜对约瑟夫森结动力学特性的影响. 研究

表明, 非正弦 CPR显著改变了欠阻尼约瑟夫森结

的临界电流, 使其表现出类似 DC-SQUID的临界

电流可调特性, 而在过阻尼结中, CPR倾斜对 I -V

曲线的影响较小. 此外, 非正弦 CPR在过阻尼结

中容易产生半整数夏皮洛台阶, 验证了 CPR倾斜

与半整数夏皮洛台阶之间的理论联系. 同时展示了
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图 7    ADS中构建的基于约瑟夫森结的非线性谐振器 S11 参数随频率和结临界电流变化的伪彩色三维图　(a)正弦型 CPR约瑟

夫森结; (b)   ; (c)   ; (d)  

S11

Tn = 0.01 Tn = 0.9 Tn = 0.999

Fig. 7. Pseudocolor three-dimensional maps of the    parameter versus frequency and junction critical current for ADS-simulated

Josephson-junction nonlinear resonators: (a) Sinusoidal CPR; (b)   ; (c)   ; (d)   .
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非正弦 CPR对约瑟夫森结电感效应和 DC-SQUID

磁通调制行为的显著影响, 为量子比特、参量放大

器等超导器件提供了新的设计自由度.

尽管本文深入分析了非正弦 CPR对约瑟夫森

结动力学特性的影响, 但仍有改进空间. 未来的研

究可拓展至不同材料体系, 以验证非正弦 CPR的

普适性. 此外, 实验验证微波辐照下的半整数夏皮

洛台阶及量子比特中的应用潜力将是进一步研究

的重点. 总的来说, 本研究为新型超导电子学器件

的设计与优化提供了理论支持, 并为未来的器件开

发提供了新的方向.
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图 8    ADS中构建的 DC-SQUID电压和偏置磁通以及 DC-SQUID电流关系的伪彩色三维图　(a)基于正弦 CPR约瑟夫森结的

DC-SQUID; (b)   ; (c)   ; (d)  
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Fig. 8. Pseudocolor  three-dimensional  maps  of  DC-SQUID  voltage  versus  bias  flux  and  SQUID  current  from  ADS  simulations:
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Abstract

Josephson  junction,  as  the  core  nonlinear  element  underpinning  superconducting  electronics,  is
characterized  by  its  current-phase  relation  (CPR),  which  fundamentally  determines  the  dynamical  properties
and  functional  capabilities  of  superconducting  quantum  devices.  Traditional  Josephson  junctions  typically
exhibit a traditional sinusoidal CPR; however, the junctions characterized by non-sinusoidal CPR have recently
attracted  considerable  attention  due  to  their  distinctive  physical  properties  and  promising  quantum  device
applications. In this work, a numerical model tailored specifically for junctions exhibiting non-sinusoidal CPR is
developed  by  integrating  experimentally  measured  current-voltage  (I-V )  characteristics  from  Nb/Al-AlOx/Nb
junctions  into  a  resistively  and  capacitively  shunted  junction  (RCSJ)  framework.  By  leveraging  this  refined
model,  the  influence  of  CPR  skewness  on  Josephson  junction  dynamics  is  systematically  investigated.  Our
results indicate that in underdamped junctions, the critical current significantly diminishes with the increase of
CPR  skewness,  a  behavior  reminiscent  of  the  adjustable  critical  currents  typically  observed  in  DC
superconducting quantum interference devices (SQUIDs). Conversely, in overdamped junctions, the influence of
CPR skewness on the I-V characteristics  is  found to be negligible.  However,  our numerical  simulations under
microwave irradiation indicate that nonsinusoidal CPRs readily promote the emergence of half-integer Shapiro
steps  in  overdamped  junctions,  thereby  establishing  CPR  skewness  as  a  plausible  microscopic  origin  for  this
phenomenon.  In  addition,  the  advanced  design  system  (ADS)  simulations  is  employed  to  model  nonlinear
resonators and DC SQUID circuits, offering a detailed investigation into how nonsinusoidal CPRs modulate the
Josephson inductance and magnetic flux response. Our findings reveal that engineering the CPR of Josephson
junctions  provides  substantial  flexibility  in  the  design  of  superconducting  qubits,  parametric  amplifiers,  and
non-magnetic  nonreciprocal  devices.  This  tunability  underscores  significant  opportunities  for  developing  next-
generation  superconducting  electronic  components.  The  Josephson  junctions  with  engineered  CPR  offer
expanded  functionality  for  superconducting  quantum technologies.  This  study  suggests  that  customized  CPR
can  enhance  control  over  the  dynamical  behavior  of  junctions,  and  promote  the  optimized  designs  of
superconducting qubits, parametric amplifiers, and nonmagnetic nonreciprocal devices.

Keywords: Josephson  junction,  half-integer  Shapiro  steps,  resistively  and  capacitively  shunted  Josephson
junction, direct current superconducting quantum interference device, superconducting electronics
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