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基于神经网络模型的原子核基态自旋分布的随机相互作用研究

刘 登 1, ALAM Noor A1, 肖 越 1, 雷 杨 2,†, 覃珍珍 1

(1. 西南科技大学数理学院，四川 绵阳  621010；
2. 西南科技大学国防科技学院，四川 绵阳  621010)

摘要:  利用神经网络模型学习、模拟随机两体系综 (TBRE)下的原子核基态自旋分布，并对学习后的模型输

入特征进行了分析。这是核物理中利用神经网络模型进行分类的典型应用。研究表明，采用本工作的单隐藏

层神经网络模型，精确地描述每个随机相互作用系综内的样本仍比较困难。然而，神经网络模型却能够相对

较好地描述基态自旋的统计性质，这可能是因为神经网络模型学习到了TBRE中基态自旋分布的经验规律。
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0    引言

原子核是一个典型的复杂多体量子系统。原子核在

随机相互作用系综内的规律性鲁棒特征为量子多体问题

研究提供了另一种途径。随机相互作用研究可以追溯到

随机矩阵的研究 [1]。在这类研究中，随机数被作为核

多体哈密顿量矩阵元。对角化这样的随机矩阵得到的能

谱统计性质可以与实验进行对比，并进一步与量子混沌

现象联系起来 [2]。20世纪 70年代，文献 [3–5]将这类使

用随机数作为核理论输入的想法引入壳模型 (Shell Mod-
el, SM)[6–7]，即使用随机数的两体相互作用矩阵元作为

壳模型输入，以观察这种虚拟核的能谱统计特征，以定

量方式说明原子核中的量子混沌现象 [5, 8–11]。这样的

大样本虚拟核数据集就形成了随机两体系综 (two-body
random ensemble, TBRE)。

上述工作的持续深入使人们意识到，原子核的许多

能谱统计相关的特征与构成粒子之间的相互作用细节可

能并没有必然联系。因此，TBRE就可以成为探索原子

核与相互作用细节无关的内禀特征的适用平台。受上述

思想的启发，Johnson等 [12–13]在 TBRE中针对原子核

低激发态性质进行统计，获得一系列与核子相互作用无

关的原子核低激发态鲁棒特征。这其中最典型的特征是，

在TBRE中，偶偶核的基态自旋为 0的概率远远大于自

旋为 0的基矢在全空间中所占比重。这就被称为原子核

基态零自旋占优现象 (predominance of I = 0 ground state)。

随后该现象也在玻色子体系中被发现 [14–15]。

实验上，偶偶核的基态自旋的确均为零。但是通常

一般认为这是核力短程性所形成对力驱使核子配对的一

种直接体现。然而，在TBRE中，两体相互作用矩阵元

全部是随机的。对力在其中并不占优。原子核基态零自

旋占优现象之所以值得注意，是因为它违反了人们的朴

素认知：“零自旋基态源自于核子配对”。在 TBRE中，

就算相互作用没有对力，也有很大概率得到零自旋基态。

基态零自旋占优现象的发现是颠覆性的，但是理解

它则极具挑战。因为解释这种现象，相当于要从数学上

计算各种自旋作为基态的概率分布。而核模型是典型的

非线性系统，难以适用统计推断理论。一直以来，学者

们就尝试唯象地使用多种可计算量来理解TBRE中原子

核基态自旋的分布，如每个自旋的最低特征值的分布 [14]

和分布宽度 [16]，自旋耦合的几何混沌性 [17]，最大和最

小的对角线矩阵元 [18]，在 TBRE玻色子体系尝试给出

不同自旋的最低本征值极限表示及与之对应基态概

率 [19–21]，不同自旋基态的波函数特征 [22–23]，不同自

旋基态的能量尺度特征 [24]，沈佳杰等 [25]使用真实的

剩余两体相互作用作为随机两体矩阵元分布的中心值，

发现基态零自旋的概率与两体矩阵元分布的中心值具有

很大的相关性，等等。

sp

在上述探索基础上，一些经验规则被提出以预测基

态自旋概率分布，如，Kusnezov等 [19]使用随机多项式

方法可以先验地给出   玻色子的概率分布，其结果与
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Bijker等 [20–21]利用平均场方法，通过考虑哈密顿函数

的势能面与几何形状之间的关系所得到的结果是一致的；

Chau等 [26]讨论了 d玻色子系统和    壳层 4个费米子

的情况，说明特定自旋基态与原子核特征量所决定的几

何形状之前的关联，进而预测相应自旋基态存在的概率；

Zhao等 [27]指出TBRE中偶偶核基态零自旋占优现象可

能与某些特定两体相互作用矩阵元相关，进而提出了一

套较为普适的经验规则来预测基态自旋分布。需要指出

的是，经验规则相当于将基态自旋零占优的决定因素归

结为某些具体两体矩阵元，有利于从微观机制出发解释

这一现象，因此，这个规则也被应用于全文分析中。

但上述前人工作均受困于核模型的复杂性。为解决

这一困境，可以使用一种可被理解的简单模型来模拟壳

模型行为，以此找到基态自旋分布与相互作用之间的具

体关联，从而为最终解释基态零自旋占优现象提供方法

学支撑。神经网络模型 (Neural Networks, NN)可以被看

作是这种简单模型的候选方法。它具有强大的学习、预

测能力与适应能力 [28]，以应对多种复杂问题，如语言

翻译、语音识别、计算机视觉、自动驾驶乃至一些复杂

物理系统。就基态自旋分布问题而言，可以将TBRE样
本中的相互作用矩阵元作为NN的输入，基态自旋作为

输出，利用这样的NN模型来学习TBRE中的壳模型的

基态自旋行为，从而得到一种结构相对比较简单，可用

于分析相互作用与基态自旋之间关联的壳模型近似。

TBRE可以为NN学习提供巨量甚至是无限不重复的数

据集，有利于提升NN的泛化能力，使其能够更有效地

模拟壳模型基态自旋特征。这也是使用NN分析TBRE
中的原子核鲁棒行为的一大优势。

近年来，低能核结构研究中已经引入多种神经网络

模型 [29]，用来预测原子核的各种性质以辅助分析核实

验数据。如，改进核质量的描述和预言 [30–33]、预测核

电荷半径 [34]、研究原子核低激发谱 [35–36]、描述α衰变

半衰期 [37]、描述 β衰变寿命 [38–39]、预测核散裂反应中

产物截面 [40]、评价核裂变碎片产额分布 [41]等等。但

是这些工作主要关注了神经网络模型的拟合能力。而预

测 TBRE样本的基态自旋本质是一种分类问题 [42]。将

NN的分类能力应用于低能核结构研究仍是不多见的。

本文的神经网络模型的架构可能为这方面的应用提供

参考。 

1    模型框架
 

1.1    随机两体系综

在随机两体系综中，核系统哈密顿量忽略了单体项、

三体及三体以上的剩余相互作用，仅考虑了两体相互作

用。在壳模型框架下，两体相互作用可以普适地表示为 

H2 =
∑
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式 (1)中   为两体相互作用矩阵元；   是   、

 轨道上两个粒子耦合成角动量为    这样的粒子对所

对应的产生算符；   则对应于相应的粒子对湮灭

算符。

GJ
j1 j2; j3 j4

1/
√

2

在TBRE中，式 (1)的   为独立的高斯随机数，

其中心值为0，对角元的宽度为1，而非对角宽度为   ： 

ρ
(
GJ

j1 j2 j3 j4

)
=

1
√

2πσ
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−
(
GJ

j1 j2; j3 j4

)2
2σ2

 , (2)

其中 

σ2 =
1
2

(
1+δ j1 j2; j3 j4

)
,

以保证相互作用矩阵元的统计分布不随单粒子能级的变

换而改变。 

1.2    分类神经网络

x =
{
xi

}
ŷ

本文构建的神经网络分类模型包含输入层、一个隐

藏层 [43]和输出层，如图 1所示。其中输入层将输入壳

模型两体相互作用矩阵元，输入层神经元个数应等于壳

模型两体相互作用矩阵元个数；输出层则给出在对应相

互作用输入下，不同自旋成为基态的概率，输出层神经

元个数为应为所有可能的基态自旋的个数。根据 Sig-
moid[44]、Tanh[45]、ReLU  (Rectified  Linear  Uint)[46]三
种不同激活函数的性能对比，我们认为ReLU激活函数

对本文工作可能是一种相对合理的选择。如无特殊声明，

本文神经网络模型均采用 ReLU激活函数。设  

为网络输入，   为网络输出，则有 

ŷ(x;ω) = a+
H∑

j=1

b jReLU

c j+

I∑
i=1

d ji xi

 , (3)

ω =
{
a,b j,c j,d ji

}
H I其中   表示神经网络模型的参数；   和 

分别为神经网络模型隐藏层神经元个数和输入量的

个数。

输出层引入 Softmax函数 [47]，将未规范化的预测

数值转换为非负数，并且总和为 1的概率值，同时保持

模型具有可导性质。如下式： 

Pk = S o f tmax(y)k =
eyk

L∑
l=1

eyk

for k = 1, · · · ,L,
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L其中：   为输入个数。Softmax运算不会改变未规范化

的预测之间的大小次序，而是通过确定分配给每个类别

的概率来表达预测结果。因此，常将 Softmax函数应用

于分类问题的神经网络模型中。这种方式可以将模型的

输出转化为表示各个类别概率的形式，使得我们可以直

接解读并使用这些概率进行分类决策。

N D =
{(

x1,y1

)
,(

x2,y2

)
, · · · , (xN ,yN

)}
ω

给定一个包含    个数据的学习集  

 和损失函数，即可以训练神经网络

模型参数    。对于分类问题，一般选择交叉熵作为损

y ŷ失函数，即对于任何标签   和模型预测   ，损失函数为
 

loss(y, ŷ) = −
n∑

m=1

ym log ŷm, (4)

ŷ y

ω

损失函数可以量化神经网络输出   与学习数据   之

间的偏差，神经网络的学习过程即通过适当的优化算法，

如本文采用的Adam (Adaptive Moment Estimation)优化

算法 [48]，调节网络参数   以减小损失函数 (4)，直至满

足要求，从而得到具有预测能力的神经网络模型。
 
 

输入层 隐藏层

两体矩阵元

Softmax 运算

x1

x2

x3

xI

h1

h2

h3

hH

y1

y2

y3

yO

P1

Pmax→Ipred

P2

P3

PO

基态自旋概率

图 1    本文神经网络分类模型示意图
 
 

1.3    网络结构优化

f7/2 ( f7/2)4

h11/2 (h11/2)
4 sd

18,20,22Ne p f
46Ca

我们在6个模型空间中开展了TBRE样本生成工作，

包括 4个价核子在   轨道 (简记为   )，4个价核子

在   轨道 (简记为   )，2、4、6个价核子处于 

壳 (分别对应于    )，以及 6个价核子处于    壳

(对应于   )。这 6个模型空间分别对应着不同的复杂

程度的壳模型计算。表 1列出了不同模型空间中，

TBRE样本量和神经网络模型输入输出参数。

 
 

表 1    6个模型空间所对应的TBRE样本量和神经网络模

型输入输出参数
 

模型空间
TBRE
样本量

输入层神经元数
(两体矩阵元数)

输出层神经元数
(基态自旋数)

( f7/2)4 130 000 4 5

(h11/2)4 80 000 6 10

18Ne 90 000 30 5

20Ne 90 000 30 7

22Ne 100 000 30 8

46Ca 140 000 94 13

( f7/2)4

( f7/2)4

在   模型空间中，根据壳模型计算，能量本征

值是由两体相互作用矩阵元的线性组合确定，而线性组

合系数被称为“cfp系数”[49]。基态自旋的确定就是找出

哪个自旋对应的能量本征值最低。此外，无隐藏层的神

经网络模型也涉及输入 (即两体相互作用矩阵元)的线性

组合，通过 softmax运算得出各自旋为最低能量的概率。

因此，在   模型空间中，壳模型和神经网络模型对

确定基态自旋的计算方式相似。如果将壳模型能量本征

值中的 cfp系数作为神经网络模型的权重参数输入，将

会得到完全相同的基态自旋结果。因此，即使没有引入

隐藏层，无隐藏层的神经网络模型也能达到 98%的基

态自旋预测准确率。然而，由于神经网络模型训练得到

的权重系数中包含负值，与壳模型能量本征值中的 cfp
系数 (全为正数)不同，因此无隐藏层神经网络模型不能

达到100%的预测准确率。

( f7/2)4针对    模型空间，我们尝试引入一层隐藏层，

观察是否能提高神经网络模型的预测准确率，并研究不

同神经元数目对准确率的影响。结果如图 2所示，显示
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( f7/2)4

( f7/2)4

了模型的基态自旋预测准确率在提高神经元数目后有所

提升，但仍然无法达到 100%。由于隐藏层对    模

型空间的计算结果影响较小，且加入隐藏层违背了壳模

型和神经网络模型之间的对应关系，因此本文不打算在

针对   模型空间的神经网络模型中引入隐藏层。
  

神经元数

预
测
准
确
率

16
96

97

98

99

100

64 256 1 024

( f7/2)4图 2    在   空间中，神经网络模型预测准确率随着单

隐藏层神经元数目的变化情况
 

(h11/2)
4 18Ne

20,22Ne 46Ca

对于    、    空间，情况相对复杂。有部分

本征值必须通过对角化得到。虽然这些对角化过程可能

是解析的，但已无法通过图运算来严格获得权重参数

(或者说 cfp系数)对交叉熵的导数。因此有必要在这个

神经网络模型中引入隐藏层，提高模型对非线性对角化

的适应能力。而在   与   空间中，本征值与 cfp
系数的关系已完全非线性化，隐藏层的引入更为必要。

(h11/2)
4

(h11/2)
4

N

2N

对于    空间，我们首先添加了一个隐藏层，

并根据经验尝试选择 64作为测试运行的神经元数量。

实验结果表明，单隐藏层 64个神经元数量下的神经网

络模型在预测    空间中的基态自旋准确率达到

97%，表现令人满意。通过对比单隐藏层中不同神经元

数目对预测准确率的影响，我们确定 64个神经元可能

是单隐藏层神经元的最优平衡数。图 3给出了   个神经

元和   个神经元的预测准确率之间的差异。基于 64个

( f7/2)4

神经元，隐藏层神经元数目的进一步增大并没有显著提

升模型预测准确率，反而会大规模地增加计算开销。因

此，在本文单隐层神经网络模型中 64个神经元可能是

神经元数目的最优平衡数。除   空间外，我们的单

隐藏层神经网络模型所插入的隐藏层神经元个数均设置

为64。

18,20,22Ne 46Ca

n n−1

18Ne 20Ne 22Ne
46Ca

基于前述讨论，我们固定神经元数量为 64，研究

了在复杂的   与   四个模型空间中改变隐藏层

数对模型预测准确率的影响。表 2涵盖了隐藏层数为 1、
2、3三种情况。我们以没有添加隐藏层的纯线性组合

情况为基准，逐步添加一层隐藏层，以观察预测准确率

的变化效果。在表2中，我们观察到添加一个隐藏层后，

准确率显著提高。然而，随着引入更多隐藏层，我们发

现具有    隐藏层的神经网络相较于具有    隐藏层的

神经网络的预测准确率并没有明显提高。考虑到额外的

层会增加计算资源的消耗，我们认定在   ，   ， 

和   模型空间中，一个隐藏层可能是最佳选择。
 
 

18Ne 20Ne 22Ne 46Ca n−1

n

表 2    在只有每层隐藏层神经元数目均为 64的情况下，

 ，   ，   和   模型空间中，具有   层隐

藏层和   层隐藏层的模型之间的预测准确率差值 (最大

的预测准确率差值用粗体表示)
 

隐藏层数 1 2 3
18Ne 16.15 1.61 −1.73

20Ne 10.82 3.70 −0.70

22Ne 8.92 2.77 −0.63

46Ca 2.28 −0.68 −0.13
 

激活函数 [50]通过非线性变换学习抽象特征，在神

经网络中起着至关重要的作用。常见的激活函数有Sig-
moid、Tanh和ReLU函数，图 4讨论了不同激活函数对

我们的神经网络模型预测准确率的影响。由图 4可以看

到对于 6个模型空间Tanh和ReLU函数的模型预测准确
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N 2N图 3    单隐藏层神经网络模型中使用   个神经元和   个

神经元的预测准确率差异
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图 4    在一个隐藏层拥有 64个神经元的神经网络模型在

不同激活函数 (Sigmoid、Tanh和 ReLU)下的预测准

确率
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率十分接近，优于Sigmoid。由于Tanh激活函数需要计

算指数，较ReLU对计算开销的要求更高，全文神经网

络如无特殊声明均采用了ReLU激活函数。

优化算法在深度学习中起着关键作用，帮助我们通

过更新模型参数来最小化复杂的目标函数。LBFGS
(Limited-memory  Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)、
SGD(随机梯度下降)和 Adam(Adaptive Moment Estima-
tion)是三种常用的优化算法，经常用于神经网络的参

数优化过程。在本节我们也讨论了 LBFGS、SGD和

Adam这三种常用的优化算法对我们模型预测准确率的

影响。

(h11/2)
4我们以六个模型空间中    模型空间为例，画

出了三种不同优化算法 (LBFGS、SGD、Adam)的损失

函数值随着迭代次数的演化曲线，如图 5所示。从图中

可观察到，LBFGS和 SGD优化算法下的损失值下降程

度相当，而Adam优化算法下的损失值下降幅度最为显

著。这表明Adam算法更适用于我们的最小化目标函数。
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(h11/2)4图 5       模型空间中 LBFGS、SGD、Adam三种不

同优化算法的损失函数值随迭代次数的演化曲线
 

我们在六个模型空间中使用相同参数，并通过仅改

变优化算法来评估其对预测准确率的影响，结果见图6。
柱状图显示LBFGS、SGD、Adam三种不同优化算法下

的预测准确率：SGD效果最差，LBFGS和Adam效果

接近。考虑到Adam算法具有自适应学习率、对稀疏梯

度有良好适应性以及较快的收敛速度，因此我们选择

Adam算法作为优化算法。

正如图 1所示，我们采用了一个全连接的神经网络

模型。然而，考虑到最近贝叶斯神经网络 (BNN)和卷

积神经网络 (CNN)以及循环神经网络 (RNN)在核物理

领域的应用取得的巨大成功，我们也对这四种神经网络

模型在预测准确率方面进行了比较，如表 3所列。根据

表 3，我们可以看出CNN的表现最差，而BNN和RNN
的准确率和本文NN相当。然而，考虑到我们本文神经

网络模型训练速度更快，耗费更少的计算资源。因此，

我们认为本文的神经网络模型仍是我们研究的最佳选择。
 
 

表 3    使用四种不同的神经网络模型在 6个模型空间上的

预测准确率
 

NN类型 ( f7/2)4 (h11/2)4 18Ne 20Ne 22Ne 46Ca

本文NN 97.78 97.54 85.68 68.87 78.94 55.74

BNN 97.11 96.65 84.70 68.31 79.63 56.09

CNN 96.63 82.29 85.32 62.74 73.04 54.35

RNN 96.58 97.37 85.91 68.61 80.23 55.71
 

特征选择在机器学习和数据分析中至关重要，因为

它可以提高模型性能，减轻过拟合风险，增强计算效率，

简化模型解释，并解决与噪声和冗余信息相关的问题。

这包括进行关联分析，评估每个特征与目标变量之间的

关系。随后，选择与目标变量具有强相关性的特征，而

将其他特征排除在进一步的训练之外。
18−22Ne 46Ca

ρ

T = 0.001 T = 0.1

我们针对四个高维模型空间，即    和    模

型空间，计算了 Spearman相关系数，并使用不同的阈

值大小选择具有强相关性的输入特征。只有具有大于阈

值的   值的特征才被保留用于进一步训练。我们在图 7
中给出了不同的阈值特征选择下的预测准确率柱状图。

其中“None”代表没有进行特征选择，依旧是我们每个

模型空间的初始输入特征个数。根据图7所显示的结果，

随着阈值从   增加至   ，所有模型的预测
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图 7    不同的阈值特征选择下的预测准确率
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图 6    不同的优化算法下的预测准确率
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准确率均显示出下降的趋势。这表明特征选择并未带来

预期的性能提升。我们推断每个特征对模型的预测准确

率都具有重要作用，因为未经特征选择的模型表现最佳。

这可能是因为特征选择过程中丢失了一些对预测有贡献

的重要信息，导致模型性能下降。因此，对研究问题而

言，每个特征均具有显著意义，无法通过筛选特征来提

高模型的预测能力。 

2    结果与分析
 

2.1    模型预测准确性的分析

( f7/2)4

(h11/2)
4

对于   空间，由于其壳模型本征值本身就是两

体矩阵元的线性组合，与线性回归的神经网络模型在基

态自旋确定方面的计算方式是类似的，因此神经网络模

型可以实现高达 98%的基态自旋预测准确率。而对于

 空间，由于部分本征值与两体矩阵元呈非线性关

联，需要在模型中引入了隐藏层，以实现更高的预测准

确率。结果显示，其准确率也能达到 97%，较令人满意

的成果。但是对于其它四个空间，模型预测准确率有大

幅下滑。具体趋势表现为空间维数越高，模型预测准确

率越低。鉴于这种趋势，我们在图 8中提供了 6个模型

空间中，神经网络模型对基态自旋的预测准确率与空间

维数之间的散点图。从散点图中清晰地展现出二者之间

存在一定的线性关系。为了进一步量化这种关系，我们

计算了模型预测准确率与空间维数之间的 Pearson相关

系数 [51]，结果为-0.788。这说明两者之间确实存在一

定的负相关性。也就是说，随着空间维度的增大，神经

网络模型的预测表现会相应变差。这是一个可以理解的

结果，随着量子系统的复杂度提升，神经网络模型的泛

化能力必然受到挑战。尽管我们穷尽多种手段来提高分

类神经网络模型预测准确性，但结果均不甚理想。这说

明壳层模型的复杂程度已经超出了本文所使用的神经网

络模型适用范围。可能需要更为专门的神经网络结构才

能准确地预测TBRE中的基态自旋。这也从一个侧面反

映出基态零自旋占优现象的复杂性。

N ×N N

INN

ISM

INN

ISM

22Ne

在样本不平衡的情况下，准确率可能无法全面反映

分类模型的性能，因此考虑引入混淆矩阵来评估模型性

能。混淆矩阵是一个   的矩阵，其中   代表分类标

签的个数。混淆矩阵的横纵坐标轴分别表示模型预测值

和真实值。混淆矩阵是一种展示模型预测结果的矩阵，

能清晰展示模型在不同类别上的预测准确性和错误情况，

有助于分析模型在不同类别上的表现。为了更全面了解

神经网络模型对不同自旋的预测可靠性差异，我们在

图 9中展示了神经网络模型对 6个虚拟核的基态自旋预

测准确率的混淆矩阵。在该混淆矩阵中，纵轴表示神经

网络模型预测的基态自旋 (   )，横轴表示壳模型计算

得到的基态自旋 (   )，其中的灰度深浅代表，在神经

网络预测为基态自旋为   的验证样本中，壳模型计算

所得基态自旋为   的概率的大小。可以看到混淆矩阵

的主对角线一般呈深色。这说明对于特定基态角动量，

神经网络模型的预测结果在很大程度上与壳模型的结果

一致。从统计角度来看，可以认为神经网络模型至少学

习到了壳模型基态自旋特征的某些部分。此外，根据

图8的数据我们可以发现，相较于具有更高维度的   ，
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图 8    6个模型空间中，神经网络模型对基态自旋预测准

确率与空间维数之间的负相关性
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图 9         、    、    、    、    、    6个
模型空间中神经网络对基态自旋预测的混淆矩阵。

纵轴表示神经网络模型预测的基态自旋 (   )，横轴

表示壳模型计算得到的基态自旋 (   )，其中的灰度

深浅代表，在神经网络预测为基态自旋为   的验证

样本中，壳模型计算所得基态自旋为   的概率的大小
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20Ne
20Ne 20Ne

 核的基态自旋预测准确率反而较低。这与图 9的
 吻合。可以看到    核相较于其他核，主对角线

与其他区域的颜色区分并不十分明显。说明该空间中基

态自旋的神经网络预测受到了更多的挑战，有待进一步

挖掘该空间中特有的多体复杂性特征。

I PI

为了进一步评估神经网络模型的性能，图 10给出

了TBRE中，壳模型和神经网络模型所给出的不同自旋

 作为基态自旋的概率   。通过对比，我们发现神经网

络模型在所有模型空间中，都能够很好地吻合壳模型计

算的基态自旋分布，说明神经网络在描述TBRE鲁棒的

统计性质方面取得了部分成功。
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图 10      TBRE中，对于    、    、    、    、

 、   6个模型空间，壳模型及神经网络模型

所给出的不同自旋   作为基态自旋的概率   ，以及

相应的经验规则预测结果 (在线彩图)
黑色方块表示壳模型计算的基态自旋分布，红色圆圈表示神经

网络模型预测的基态自旋分布，蓝色三角形使用壳模型利用经

验规则给出的基态自旋分布，橄榄色菱形表示神经网络模型利

用经验规则结出的基态自旋分布。
  

2.2    经验规则的分析

I N

N

为简单预测TBRE中原子核基态自旋的分布，Zhao
等 [18]提出了一种通用的经验规则。他们的思路是将众

多两体矩阵元中的其中一个矩阵元设为−1，其余设为0，
然后将这种相互作用输入到壳模型中进行计算，记录基

态自旋   。如果模型空间中有   个独立的两体矩阵元，

那么就将上述过程重复    次，每次设定不同的矩阵元

I N

NI I

为−1。最后统计自旋   在   次数值实验中是基态自旋的

次数，记为    。那么自旋    的作为基态自旋的概率可

估为 

PI = NI/N。 (5)

I

I

I = 0

( f7/2)4 (h11/2)
4

GJ I

(h11/2)
4 G0 G4

h̄ h̄

G8 h̄

h̄

该规则的核心思路就是将“特定自旋    作为基态自

旋”归因于某一个或一些两体矩阵元。将其中一项矩阵

元设为−1，对应于该矩阵元很小时的一种极限情况。

那么在随机两体系综内，由于该矩阵元较小而产生的自

旋为   的基态在某种程度上就是可以理解的。如果为自

旋   负责的矩阵元相对较多，那么零自旋基态出现

的概率也就更多，经验上就可以解释基态零自旋占优现

象。在表 4给出了在   和   两个较简单的模型

空间中，壳模型中两体矩阵元    与基态自旋    基于经

验规则的关联。比如说，在   空间中，   或   很

小时，都可以得到自旋为 0   的基态，而自旋为 8   的基

态只能产生于   很小的情况。自然地，基态自旋为 0 

的概率就将大于自旋为8   的概率。
 
 

( f7/2)4 (h11/2)4

GJ I

GJ GJ
j j; j j

GJ = −1

Ig.s.

表 4       和   空间中，壳模型与神经网络模型基

于经验规则所得两体矩阵元    与自旋    之间的关联。

此处    代表两体相互作用矩阵元    (见式 (1))，表

中数字代表对应当   ，而其它矩阵元为 0时，两

模型得到的或预测的基态自旋 
 

空间 模型 G0 G2 G4 G6 G8 G10

( f7/2)4 壳模型 0 4 2 8

神经网络 0 4 2 8

(h11/2)4 壳模型 0 4 0 4 8 16

神经网络 0 4 0 4 8 16
 

I N

I PI

I

I

另一方面，训练后的神经网络模型也同样适用于经

验规则：可以将神经网络模型的输入之一设为−1，其

余设为 0，记录模型预测的基态自旋   。反复   次实验，

也将得到基于经验规则的神经网络模型的两体矩阵元与

基态自旋   之间的关联，以及相应的   分布预测。在表4
中，对比了壳模型与神经网络模型基于经验规则所得两

体矩阵元-   关联。两者结果完全一致，这表明我们的

神经网络模型已在数据中学习到了基于经验规则的两体

矩阵元-   关联，可复现壳模型中的经验规则，也就可

以复现经验规则所预测的基态自旋分布。

( f7/2)4 (h11/2)
4 18Ne

18Ne

我们先对所有的模型空间两模型下由经验规则预测

的基态自旋一致率做宏观上的比较。在表 5给出了所有

的模型空间在两种模型下由经验规则预测的基态自旋的

一致率。从表 5可以看出，对于   、   、 

这三个模型空间，我们的神经网络模型与壳模型二者基

于经验规则所预测的基态自旋完全一致。尽管    模
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20Ne 22Ne 46Ca

20Ne 22Ne

型空间的预测准确率仅为 86%，但神经网络模型和壳模

型基于经验规则预测基态自旋的结果却是完全一致的。

这表明即使神经网络模型的预测准确率略低于壳模型，

但仍然可以在一定程度上替代壳模型进行基态自旋预测，

说明神经网络模型在经验规则方面具有预测基态自旋的

能力。而对于   、   、   两模型下由经验规则

预测的基态自旋一致率依次为 60%、80%、74%，其中

 比   的一致率低也符合图 9的混淆矩阵的呈现。

这些结果表明，在某些情况下，神经网络模型能够有效

地与壳模型进行基态自旋的预测，但也需要注意到在特

定模型空间下神经网络模型和壳模型之间的差异。
 
 

I

表 5    神经网络模型的预测准确率和壳模型和神经网络

模型基于经验规则预测的基态自旋   的一致率。
 

模型空间 ( f7/2)4 (h11/2)4 18Ne 20Ne 22Ne 46Ca

预测准确率 (%) 98 97 86 68 80 56

G的个数 4 6 30 30 30 94

I预测   正确个数 4 6 30 18 24 70

I预测   一致率 (%) 100 100 100 60 80 74
 

( f7/2)4 (h11/2)
4 18,20,22Ne

46Ca

G

GJ
j1 j2; j3 j4

I G− I

在表4、6和7中，列出了   、   、   、

 这六个模型空间，在壳模型和神经网络模型中应用

的经验规则，得到的两体相互作用矩阵元素   (在式 (1)
中定义为   )与基态自旋   之间的   相关性。

20Ne 22Ne 46Ca

20Ne

G0
1122

1
3

对于    、    和    这三个模型空间，需要强

调神经网络模型和壳模型在基态自旋预测上的不同之处。

神经网络模型可以基于经验规则给出具体的基态自旋，

而壳模型在使用经验规则时，可能会出现简并态，即存

在多个最低能量特征值的自旋态。在这种情况下，基态

自旋可能有多种可能性，即简并态。例如，对于   ，

如果第二个两体矩阵元   为−1，而其他矩阵元均为

0，根据壳模型的经验规则，可能会预测出基态自旋为

0，2，4的三重简并态 (见表 6第三行第四列数据)，最

低能量特征值 0，2，4的自旋次数分别为   。然而，根

据神经网络模型的经验规则，却预测出基态自旋为 0。
壳模型根据经验规则给出模糊的三重简并态，而神经网

络模型却给出具体特定的基态自旋，这突显了神经网络

模型在基于经验规则预测基态自旋方面的优势。

( f7/2)4 (h11/2)
4

G− I

( f7/2)4 (h11/2)
4

18Ne
18Ne P(I)

20 22Ne
46Ca 20Ne

根据表 4，在   和   模型空间中，NN模型

与壳模型产生完全一致的   相关性。这解释了图 10
的   和   模型空间中壳模型和神经网络模型之

间的一致性。在表 6中，   模型空间也可以观察到这

种完美的一致性，与图 10 的   模型空间的   相协

调。但随着维数的增加，表 6中的    和表 7中的

 的一致性逐渐降低。在    空间中，壳模型和神

22Ne
46Ca

经网络模型之间的 30个基态自旋中有 12个 (40%)不一

致；在    中，30个基态自旋中有 6个不一致；在

 中，94个基态自旋中有 24个不一致 (~26%)。这种

不一致的比率也与不同模型空间的预测准确率有关，如

表5。

PI

PI

我们也在图 10描绘了基于两种模型的经验规则所

给出的基态自旋分布   。可以看到，两种模型的经验

规则在所有空间中给出了非常一致的   分布。但是通

 

18Ne 20Ne 22Ne GJ
j1 j2; j3 j4

j1, j2, j3, j4
sd s1/2 d3/2 d5/2

I = 0 ∼ 4

I

表 6    针对    、    、    空间，以    表示两

体相互作用的矩阵元，其中下标    简记为 1、
2、 3，分别对应    壳中的    、    、    轨道。

 表示壳模型中自旋为 0、1、2、3、4的多重简

并态 (基于神经网络模型和壳模型的经验规则预测的基

态自旋   不一致的情况以粗体突出显示)
 

GJ
j1 j2; j3 j4

18Ne 20Ne 22Ne

SM NN SM NN SM NN

G0
1111 0 0 0~4 0 0~6 0

G0
1122 0 0 0,2,4 0 0,2,4 0

G0
1133 0 0 0 0 0,2 0

G0
2222 0 0 0,2~4 0 0~5 0

G0
2233 0 0 0 0 0 0

G0
3333 0 0 0 0 0~2 0

G1
1212 1 1 1 0 0 0

G1
1223 1 1 2 0 0 0

G1
2323 1 1 0 0 0 3

G2
1212 2 2 0,2 0 0 0

G2
1213 2 2 2 0 2 2

G2
1222 2 2 1~4 0 0~6 0

G2
1223 2 2 0 0 0 2

G2
1233 2 2 0 0 0 0

G2
1313 2 2 4 2 0,2,4 2

G2
1322 2 2 0 0 0 0

G2
1323 2 2 0 2 0 0

G2
1333 2 2 2 2 0~4 2

G2
2222 2 2 0 0 0,2~4 0

G2
2223 2 2 2 0 2,3 0

G2
2233 2 2 0 0 0 0

G2
2323 2 2 2 0 0 0

G2
2333 2 2 0 0 0 0

G2
3333 2 2 2 0 0 0

G3
1313 3 3 5 2 0,2,4 3

G3
1323 3 3 4 0 3 0

G3
2323 3 3 0 0 0 0

G4
2323 4 4 6 6 6 6

G4
2333 4 4 4 0 2,3 0

G4
3333 4 4 4 4 0 0
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( f7/2)4

( f7/2)4 P0 P2

(h11/2)
4 P4

P8 P0 P2
18Ne P2

PI

过与数值实验进行对比，针对   空间，两种模型的

经验规则高估了   空间中的   ，低估了其中的   ；

对于   空间，两种模型的经验规则高估了自旋   、

 ，低估了自旋    、    ；此外    的    也被一致高

估。但是无论基于哪种模型，经验规则与数值实验所得

 的大致趋势并没有大的偏离，基态零自旋占优现象

也得到合理复现，说明了经验规则的普适性。 

3    结论

本论文旨在利用神经网络模型研究随机两体相互作

用系综下原子核的基态自旋分布。尝试使用 Softmax分
类神经网络模型，在TBRE中，模拟壳模型所隐含的相

互作用矩阵元与基态自旋之前的关联，预测基态概率分

布，从模型预测准确率与经验规则两个方面验证了该模

型的可靠性。

需要注意的是，此前核物理中神经网络模型的应用

更多的是借助其强大的拟合能力，而分析TBRE中的基

态自旋分布是神经网络分类能力的具体应用，在当前核

物理研究中是不多见的。另一方面，TBRE可为神经网

络训练提供巨量数据集，使神经网络模型天然地适用

于TBRE中的原子核鲁棒性分析。

研究发现，量子多体系统问题仍然相当复杂，使用

本文的单隐藏层神经网络模型来精确地描述它仍比较困

难。未来期望有更专门的神经网络结构能够用于精确分

析原子核基态自旋的确定性因素。但是神经网络模型能

够合理地描述原子核基态自旋相关的一些整体统计性质，

如基态自旋分布、混淆矩阵的对角主导特征。这可能是

因为神经网络模型具有学习和重现原子核基态自旋的简

单经验规则的能力，从而能够从统计上弥补对个体样本

理解的偏差。因此，神经网络模型在描述量子多体系统

的统计性质与鲁棒性质方面可能具有一定的潜力，进一

步研究和发展更专门的神经网络结构来模拟复杂的量子

多体系统值得关注。
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46 j1, j2, j3, j4
p f p1/2 p3/2 f5/2

f7/2

表 7    同表 6，但针对   Ca空间。下标   简记为

1、2、3、4，分别对应    壳中的    、    、    和

 轨道
 

GJ
j1 j2; j3 j4

SM NN GI
j1 j2; j3 j4

SM NN GI
j1 j2; j3 j4

SM NN

G0
1111 0~10 0 G2

2223 1,2,4,5 0 G3
2334 0 0

G0
1122 0~10 0 G2

2224 0 0 G3
2424 0 0

G0
1133 0,2~6 0 G2

2233 0,2~4,6 0 G3
2434 0 0

G0
1144 0~4 0 G2

2234 0 0 G3
3434 0,10 0

G0
2222 0~10 0 G2

2244 0,2~4 0 G4
1414 0,2,4~6,8 8

G0
2233 0,2,4,6 0 G2

2323 0 0 G4
1423 2 0

G0
2244 0 0 G2

2324 0 0 G4
1424 6 0

G0
3333 0~6 0 G2

2333 0,2~4,6 0 G4
1433 0 0

G0
3344 0 0 G2

2334 0,10 0 G4
1434 1 0

G0
4444 0~4 0 G2

2344 0 0 G4
1444 0~4 0

G1
1212 0 0 G2

2424 0,9 0 G4
2323 6 0

G1
1223 0 0 G2

2433 0 0 G4
2324 2 0

G1
1234 0,9 0 G2

2434 0 0 G4
2333 1~6 0

G1
2323 0 0 G2

2444 0 0 G4
2334 0,9 0

G1
2334 0 0 G2

3333 0 0 G4
2344 4 0

G1
3434 1,8 0 G2

3334 0 0 G4
2424 0 0

G2
1212 0 0 G2

3344 0 0 G4
2433 0 0

G2
1213 2 0 G2

3434 4 0 G4
2434 3 0

G2
1222 0~10 0 G2

3444 0 0 G4
2444 0,2~4 0

G2
1223 0,4,6 0 G2

4444 2 2 G4
3333 0 0

G2
1224 0 0 G3

1313 0,2,4 3 G4
3334 0 0

G2
1233 0 0 G3

1314 3 0 G4
3344 0,10 0

G2
1234 0,9 0 G3

1323 3 0 G4
3434 0 0

G2
1244 0 0 G3

1324 4 0 G4
3444 0 0

G2
1313 0,2,4 2 G3

1334 4 0 G4
4444 4 4

G2
1322 0,2,4,6 0 G3

1414 0,2,4~8 2 G5
2424 10 9

G2
1323 0 0 G3

1423 0 0 G5
2434 0 0

G2
1324 0 0 G3

1424 0 0 G5
3434 1 0

G2
1333 0~8 0 G3

1434 0 0 G6
3434 12 10

G2
1334 2 0 G3

2323 3 0 G6
3444 0 0

G2
1344 2 0 G3

2324 0 2 G6
4444 6 6

G2
2222 0~6 0
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Random Interaction Study on Angular-momentum Distribution of Nucle-
ar Ground State with Neural Networks

LIU Deng1,  ALAM Noor A1,  XIAO Yue1,  LEI Yang2,†,  QIN Zhenzhen1

(1. School of Mathematics and Physics, Southwest University of Science and Technology, Mianyang, 621010, Sichuan, China;
2. School of Defense and Technology, Southwest University of Science and Technology, Mianyang, 621010, Sichuan, China)

Abstract:   The  neural  network  model  is  used  to  learn  and  simulate  the  ground  state  spin  distribution  of  the  nucleus  under
stochastic two-system ensemble (TBRE), and the input characteristics of the learned model are analyzed. This is a typical ap-
plication of classification using neural network models in nuclear physics. We show that it is still difficult to accurately each
the sample within random interaction ensemble using the single hidden layer neural network model in this paper. However, the
NN  model  describes  the  statistical  properties  of  the  ground  state  spins  reasonably  well,  probably  because  the  NN  model
learned the empirical law of the ground state spin distribution in TBRE.
Key words:  neural network; two-body random ensemble; angular-momentum distribution of nuclear ground state
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