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文章编号:  1007-4627(2024)01-0269-07

多重物理约束下Duflo-Zuker核质量模型的研究

叶伟虎, 钱以斌†

(南京理工大学物理学院，南京  210094)

摘要:  原子核质量在核物理和核天体研究中扮演着十分重要的角色。尽管当前的理论模型可较好地描述已知

核素的质量，但不同模型在外推时，尤其是丰中子区，仍然存在许多争议。本工作回顾了我们近年来在核质

量模型外推研究的主要成果，即使用严格的多目标优化算法将核素质量差α衰变能和局域质量关系作为限制

条件，缓和质量模型中的过拟合问题，在一定程度上提升模型的外推能力。另外，还将被优化过的质量数据

应用在核天体物理中的快速中子俘获过程中，进一步地检验外推的可靠性。
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0    引言

原子核质量 (或称结合能)不仅是研究核内结构信息

的有效探针，还是天体物理中研究重元素起源的关键物

理量。一方面，核质量给出了核子关联、壳效应、形变

等关键信息 [1]。另一方面，精确的核质量是核合成网

格计算的重要输入 [2−4]，这对理解 21世纪尚未解决的

11个重大物理难题之三有着重要积极意义 [5]，即“宇宙

中从铁到铀的元素是如何产生的”。因此，质量测量一

直是核科学研究的热点。

实验上可通过直接或间接测量的方法获得约 2 500
个核素的质量，而不同理论预言给出在自然界中可存在

的核素数目约是 7 000~10 000[4,6]。目前由于这些未知

核素集中在质子滴线区、丰中子区和超重核区，目标核

寿命短、产生截面小，精确测量其质量存在着许多技术

上的困难。在可预见的将来，不稳定核素质量仍需依赖

理论支持。

原子核质量的理论模型通常可分为两类。一类是全

局型，另一类是局域型。全局型中精度较好的是宏观-
微观和纯微观模型 [1]，宏观-微观模型的宏观项指的是

描述结合能的平滑项，微观一般指向壳层和对能修正。

纯微观模型的经典思想为给定核子相互作用势场，在非

相对论下求解薛定谔方程获得结果，在相对论下求解狄

拉克方程。全局型质量模型包括Duflo-Zuker(DZ)[7]模
型、有限力程小液滴模型 [8]和平均场理论 [9]等，其标

准差约在300~600/keV[10]。局域型则利用相邻核素间的质

量关系间接获得未知核素质量，其理论精度约在150/keV
以内，包括有著名的 Garkev-Kelson(GK)关系 [11−12]、

剩余中子-质子相互作用公式 [13−14]、同位旋多重态公

式 [15−16]。国内课题组在局域质量关系中做出了许多重

要的发现和拓展，包括对GK关系做出进一步推广并确

定最优化外推路径的研究 [17−18]和镜像核外推公式的研

究 [19−20]。关于局域质量关系的更多细节可查阅最新综

述 [21]。虽然宏观-微观模型的物理思想广度和深度要明

显高于局域型，但在一定质量数区域内局域型的结合能

精度远远高于全局型。近年来，随着核物理和机器学习

交叉学科的兴起，核质量模型的精度获得巨大改善[22−31]，

达到100/keV以内，即满足核合成计算所需的精度需求。

但是，近几年一些科研人员提出了一个尖锐的问题：模

型在已知区域核素的精度和未知区域的预言能力是否存

在相关性？

不幸的是，Sobiczewsk等 [31−32]基于当前流行的数

十个质量模型的系统性研究时发现模型在已知区域核素

的精度和未知区域的预言能力的相关性较小 [33]。这在

一定程度上表明单一追求结合能的精度可能并不会提升

模型计算未知核的预言能力。另外，质量模型还存在着

参数化模型的内部矛盾，即过拟合现象。比如，即使

DZ-type质量模型计算结合能的精度较高，但质量相关

量 α衰变能的精度相对较低 [34]。不仅如此，不同质量
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模型的外推差异显著，在中子滴线附近差异能达到几十

个MeV[34−36]。这些现象在一定程度上表明了质量模型

存在不可忽视的过拟合问题。虽然过拟合的模型能够完

美重现拟合样本集的数据，但是在预测样本集外的数据

时，误差将随着外推距离的增大而增大。

通常，缓和过拟合的主要方案是提供更多的拟合样

本，如此可避免算法在某一区间内过度“学习”，进而达

到自由参数全局最优而非局部最优。因此，我们在核质

量领域中引入多目标优化算法，将 α衰变能和GK关系

作为两个重要条件去约束质量模型。本文旨在通过引入

多个物理约束条件，提升质量模型在远距离外推时的预

言能力。 

1    模型介绍和算法

Duflo-Zuker(DZ)系列是目前研究中使用率较高的

质量模型，原因在于其具备较高的理论精度和外推性能，

其计算成本也要远远地小于其他同等精度的质量模型。

DZ系列模型包括DZ10、DZ28和DZ33等 [37−38]，本文

采用DZ10模型为例，给出其多目标优化下的结果。 

1.1    DZ10模型

DZ模型由宏观部分的液滴项和微观壳模型 mono-
pole哈密顿项组成。DZ10模型对一个原子核的基态结

合能可以如下表示： 

BEDZ10= a1VC+a2(M+S )−a3

M
ρ
+a4VP−a5VT+

a6VTS+a7s3−a8

s3

ρ
+a9s4+a10d4, (1)

ai VC M+S M/ρ

VP VT VTS

s3 s3/ρ s4

d4

其中：   是由拟合确定的自由参数；   、   、   、

 、   、   分别代表液滴模型里的库仑能、体积能、

表面能、对能、对称能和对称能修正能；   、   和 

表示球形修正项；   是形变修正项。 

1.2    多目标优化算法

人们在职场和生活中往往会面临许许多多的优化问

题。比如，公司收入利润最大化、生活成本最小化等问

题。然而，正如事物之间具有相关性，对某一目标要求

收益最大化则必然会导致其他相关目标收益降低，因此

需要对不同目标间的冲突关系做出阐述，这类同时考虑

两个目标以上的优化问题称为多目标优化。多目标优化

算法被广泛应用在经济学、工程学等学科 [39−41]。多目

标优化算法定义了帕累托前沿解 (Pareto front)，又被称

为非劣解解集。非劣解解集中包含了一系列基于不同目

标补偿关系所确定的解，非劣解的任何一个解几乎不可

能使所有目标同时达到最优的效果，其核心思想是从各

个冲突的目标函数条件下寻找尽可能多的补偿解，最终

提供用户尽可能多的选择。不失一般性，一个多目标优

化问题可以如下表示： 

min F(x)= ( f1(x), · · · , fm(x))
s.t. x ⊂ Ω

lb ⩽ xi ⩽ ub,
(2)

fi(x) x= (x1, x2, · · · , xm)

Ω

s t s t ∀i=

1,2, · · · ,m fi(s) ⩽ fi(t) ∃ jϵ[1,2, · · · ,m] f j(s) <

f j(t)

其中：   是目标函数；   为决策变量；

每个决策变量被限制在下界 (lb)和上界 (ub)的解空间 (   )
中。由于多目标优化中涉及多个目标函数的比较，因此

无法像单目标优化中单独比较一个函数值就可确定个体

的优劣。帕累托支配关系是多目标优化算法的核心要义，

其定义解空间中个体的优劣关系。假设解空间中有两个

个体    和    ，个体    支配 (优于)个体    , 并且仅当对  

 ,    ，并且   ，使得 

 。 

2    结果及分析
 

2.1    α衰变能的约束

Qα=BE(Z−2,N −2)+BEα−BE(Z,N)

目前， Non-dominated  sorting  genetic  algorithm-II
(NSGA-II)仍然是第二代进化算法中使用率最大、引用

率最高的算法 [42−43]。因此，本文选择此算法对结合能

和 α衰变能进行多目标优化。α衰变能可由母核和子核

的质量差给出，即   。

目标函数的构造由理论值和实验值的标准差给出： 

σK =

√√√∑N̂

i=1
(Kexpt.−K theo.)2

N̂
, (3)

σK N̂

K

其中：   为计算理论值和实验值的标准差公式；   为

实验样本数，结合能数量为 2 340个，偶偶核 α衰变能

数量为 275个；   是对结合能或其他物理量的代称。结

合能和 α衰变能的实验数据取自国内的原子核质量评估

AME2020[44]。图 1为通过NSGA-II算法得出的DZ10模
型非劣解结果图。横、纵轴分别代表结合能和 α衰变能

的标准差。首先，图 1中的左上第一个解可理解成既是

结合能精度最优解又是 α衰变能精度最劣解，而右下的

最后一个解则相反。我们可知质量模型中结合能和 α衰
变能的关系是相互冲突的，即结合能精度的提升是以劣

化 α衰变能精度为代价。这告诉我们以往的单目标算法

在拟合结合能确定参数时，是以质量为最高优先级的局

部最优化，而不是考虑结合能和 α衰变能多个物理量的

全局最优，这可能会使得过拟合问题加重，增大模型在

外推时的不确定度。其次，在考虑了 α衰变能的数据集

后，可获得一系列计算 α衰变能更占优的解。实际上，
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α衰变能是 α衰变寿命的一个重要决定因素，以往的计

算中发现 α衰变能 0.01/MeV的不确定度最终可影响 α
半衰期一个数量级，这些依赖模型本身获得的 α衰变能

占优解可以对预测重核和超重核的 α衰变能提供一定支

持。近年来，由于不同理论模型在预言实验值之外的区

域时往往差异过大，因此理论学家则需要给出模型的系

统和统计不确定度来对模型自身的不确定度给出定量描

述。基于这几十个非劣解，我们可从给出模型的统计不

确定度。表 1为DZ10模型参数的不确定度。第二列为

参数的统计不确定度；第三列为质量最优解的参数旨在

给出对比。

P(S 2n < 0)

P(S 2P < 0)

基于非劣解解集的统计性，图 2系统性地给出了新

的核素边界、双中子分离能和非劣解的外推差异等物理

信息。第一，液滴线可利用核子分离能小于零确定，由

于偶偶核往往比奇A核稳定，所以通过双核子分离能确

定的液滴线包含了通过单核子分离能确定的液滴线。图

中，   为通过双中子分离能确定的该核素是否

为非束缚核的概率，   为通过双质子分离能确

0.5

定的该核素是否为非束缚核的概率。第二，我们系统地

计算了非劣解的双中子分离能，并取加权平均，大小通

过图中左侧数值颜色棒表示。第三，我们采用非劣解解

集中的质量最优解和次质量最优解对应参数组，即图 1
中最上方相邻的两个解，并计算其之间的的结合能差异，

在右下子图表示。此子图清晰表明，在有实验值和丰质

子区时，外推的差异不超过   /MeV。但是，在超重核

区和丰中子区时，差异则会明显增大。我们考虑到这两

个解具备明显偏向质量精度的特征，因此可能会导致大

规模外推时过拟合现象加重，最终增大模型外推的差异。

于是，我们从图 1的中间区域任取两个解计算外推的差

异。通过比对图 2中子图和图 3，可知中间区域的外推

差异要明显地小于质量优解组的外推差异，表明利用平

衡结合能和α衰变能的非劣解时外推时的不确定度较小。
 
 

表 1    DZ10模型的统计不确定度和质量最优解参数 (单
位: MeV)

 

参数 I II

a1  0.705±0.0010  0.705

a2  17.735±0.0300  17.747

a3  16.207±0.0930  16.251

a4  5.906±0.5800  6.102

a5  37.303±0.0970  37.356

a6  52.757±0.5680  52.661

a7  0.438±0.0090  0.463

a8  2.006±0.0410  2.104

a9  0.022±0.0005  0.021

a10  39.602±0.5910  41.480

σQα
  0.397±0.0110  0.439

σBE  0.660±0.0830 
0.562
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异图。
  

 

σBE/MeV

σ Q
α/M

eV

0.0

0.38

0.39

0.40

0.41

0.42

0.43

0.44

0.5 1.0

Pareto front

1.5

图 1    使用NSGA-II算法优化DZ10质量模型的非劣解结

果图
 

  第 1 期 叶伟虎等：多重物理约束下Duflo-Zuker核质量模型的研究 · 271 ·  



N

Z

0
0

20

40

60

80

100

120

(a)

0.4

0.2

0.0

−0.2
−0.4

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

50 100 150 200 250 300

N
Z

0
0

20

40

60

80

100

120

(b)

50 100 150 200 250 300

ΔBE/MeV
ΔBE/MeV

图 3    (a)为从图 1的中间区域的两个解对应参数组所给出的结合能差异；(b)为从图 4的中间区域的两个解对应参数组所给

出的结合能差异
 

 
 

2.2    Garvey-Kelson关系的约束

在前文讨论的基础上, 可以对质量模型的约束条件

做进一步的探索, 即通过引入局域质量公式来约束模型。

本文将Garvey-Kelson关系作为限制核质量模型的另外

一个条件。过去，Barea等 [45]就提出可对全局型模型

拟合时附以局域型约束条件，以此增强全局型模型计算

相邻核的连贯性和外推时的预测性，但文中讨论的实践

方法较粗糙且冗余。之后，全局型模型往往将GK关系

作为后验样本而非限制条件。我们借助多目标优化算法，

进一步将Garvey-Kelson关系作为一个严格的限制条件

去优化宏观质量模型。本文具体采用的GK关系如下

所示： 

∆MGK= M(N +2,Z−2)−M(N,Z)+M(N,Z−1)−

M(N +1,Z−2)+M(N +1,Z)−M(N +2,Z−1)，
(4)

N Z M ∆MGK

±

其中：   和   分别是中子数和质子数；   是质量； 

是相邻 6个核素质量加加减减抵消后的不确定常数，通

常在   150/keV以内。 

σGK=

√√√∑N̂

i=1
(∆Mexpt.

GK −∆Mtheo.
GK )2

N̂
, (5)

∆Mexpt.
GK

∆Mtheo.
GK

   是从AME2020中将 6个实验已知的核素质量带

入到式 (4)中所得到的GK实验观测量，   是DZ10
模型计算与实验值相对应的GK理论观测量。我们将此

约束条件式 (5)作为通过GK关系限制DZ质量模型的第

三个目标。实际中，基于剩余核子相互作用相互抵消假

设，衍生出了许多版本的GK关系，可多达数十个。本

文简单采用了式 (4)将其作为可实现案例，表明了利用

GK关系多目标限制质量模型的可行性，当然也可将

式 (4)替换成其他版本的GK关系，这还有待未来做出

进一步的检验。图 4为多目标优化算法下以结合能、α
衰变能和GK关系给出的非劣解解集图。青色方框包裹

的为质量最优解。上文已经谈论过多个物理量的平衡解

在外推上可能更可靠，但此说明还仍待进一步确认，下

文将对此关键问题做出细致分析。面对如此多的非劣解，

如何从中寻找出更有物理意义、更能给出可靠外推值的

解是十分关键的问题。由于丰中子核素具备较大的同位

旋不对称度，对理论和实验而言预测和测量这些核素质

量都是巨大的挑战，且不同理论模型的差异往往集中于

丰中子区域。
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图 4    DZ10模型以结合能、α衰变能和GK关系三目标下

的非劣解结果 (在线彩图)
青色方框包裹的为质量最优解。
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首先，我们从近几年的实验中提取出尚未包括在

AME2020中的丰中子核质量数据 [46−48]。然后采用DZ10
的质量最优解计算这些核的标准差并将其作为一个理论

基准值，若其余的非劣解给出比此基准值精度更好的标

准差时，将保存这些非劣解并归入到潜力解解集。事实

上，非劣解的数目高达几百个，但筛选出来的只有几十

个潜力解，这些潜力解自然可以提供一些有用信息。

表2从局部和整体两方面对潜力解给出系统性分析结果，

第二至第四行针对局部丰中子核数据，最后三行针对整

体拟合样本数据。其中：第二行是质量最优解针对丰中

子核计算得出的标准差；第三行是潜力解解集中所能给

出的最好标准差；第四行是所有潜力解结合能标准差的

统计分析，其中第一项 (0.304/MeV)为标准差的平均值，

第二项 (0.095/MeV)是标准差描述其浮动程度；第五、

六、和七行分别是潜力解解集计算拟合样本中结合能、

α衰变能和GK关系的统计分析。首先，最好潜力解计

算的丰中子核质量标准差远远高于质量最优解结果，约

提升 70%的精度。其次，观察表中第四行可知，这些

数据点的变化浮动较小，且潜力解解集对 α衰变能和

GK关系目标的平均值集中于各自的中间区域，即平衡

区域。这在一定程度上验证了上文的论点，平衡多个物

理量下的全局解更有可能给出稳定可靠的外推值。

上文在考虑结合能和 α衰变能的关系下，采用了平

衡两者关系的两个全局最优解计算其之间的结合能差异，

发现结合能在外推时的差异已经减小，在某种程度上表

明过拟合得到一定改善。自然，我们需要考虑在加入了

结合能、α衰变能和GK关系下，即更多物理数据的约

束下，提取的非劣解的结合能差异情况。图 3(b)为从潜

力解解集 (即中间区域)任挑两组解计算的结合能差异图。

相比于图 3(a), 图 3(b)在外推时的差异更小，表明加入

GK下的可行性，降低了外推的不确定度。

超重核 (SHN)的合成一直是核物理的前沿热点研究

之一。研究超重核的途径主要是通过 α衰变，原因在于

Z ⩾ 104

β

N

N=152

126 ⩽ N ⩽ 184

α衰变是超重核的主要衰变模式。我们基于潜力解解集

对超重核 (   )的 α衰变能进行了理论计算。图 5
为潜力解解集对所有超重核计算α衰变能标准差分布图。

由分布情况可知，此图粗略符合高斯分布，质量最优解

处于分布中后端的位置，而大部分的潜力解集中在质量

最优解的左侧，少部分的潜力解在质量最优解的右侧。

这表明在大概率下潜力解所计算超重核的 α衰变能会比

质量最优解更加精确。另外值得一提的是，原子核的壳

演化一直是国际上的重点研究方向，研究表明远离   稳

定线的弱束缚核素可能会出现壳层的演化。DZ质量模

型涉及到关于壳层结构的复杂价核子计算，提前将

Z(N) = 8, 20, 28, 50, 82,     = 126, 184的壳层信息输入到

质量模型的价核子计算之中，而实验中出现的新幻数尚

未被考虑到DZ模型的计算中。本文也对此研 究进行了

初步的尝试。我们在DZ10的壳层中添加了   的中

子壳，并对   的 α衰变能进行计算，所得结

果和实验值差别相对大些，此方法还有待未来进一步

检验。
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图 5    DZ模型潜力解解集计算所有实验已知的超重核

(   )的α衰变能标准差的分布情况 (在线彩图)
黑色箭头的数值表示质量最优解所计算的超重核衰变能标准差，

蓝色虚线表示分布的整体情况。横轴为所有超重核衰变能的标

准差，纵轴为潜力解的个数。
 

  

2.3    通过 r-process约束质量模型

科学家们对铁以下元素合成的机制和天体环境已经

有了基本共识，然而对于比铁重的元素在宇宙中是如何

合成的，还存在着许多问题。快中子俘获过程 (r-pro-
cess)被认为是产生超铁元素的重要途经之一。发生 r-
process的天体环境被认为是在中子星的合并或是超新

星的爆发之中，但是这两种天体环境都存在一定的局限

性。另外，r-process的模拟需要大量核物理数据，且所

需核素集中在极端丰中子区，然而实验上这些核的基本

物理量比如质量、反应率数据极度缺乏，所以必须要依

 

表 2    潜力解解集的统计分析结果
 

物理量 数值/MeV

σ
opt
BE  0.435

σPS
BE  0.091

σPS′
BE  0.304±0.095 

σ
′
BE  0.823±0.244 

σ
′
Qα

  0.362±0.016 

σ
′
∆MGK

  0.066±0.001 

注：二至四行为潜力解解集对拟合训练集之外的丰中子核结果；后三
行分别代表潜力解解集对训练集内的结合能、α衰变能和GK关系下的
结果
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赖于理论模型的预测。

T =10 GK

本文选用的 r-process场所是超新星爆发产生的中

微子驱动星风 [49]，使用的核合成模拟计算代码是

NucNet[50]。其中初始温度设置为   ，密度随时

间变化的表达式为 

ρ(t)=ρ0× exp

(
−t
τ0

)
+

ρ1(
1+

t
τ1

)2 , (6)

ρ0=1.4985×106 ρ1=1.5×103 τ0=0.035 τ1=1其中：   ，   ，   ， 

为给定初始参数，单位为g/cm3。

A=130 A=195

在核物理输入方面，我们采用的核反应截面数据均

来自 JINA REACLIB数据库 [51]。然而对于原子核的质

量，我们并没有采用 JINA REACLIB里的实验值加有限

力程小液滴模型理论值结合的质量表，对实验尚未测得

的核，我们将采用上文得到的DZ10非劣解解集去计算

理论质量值，然后运行 r-process模拟。根据比较丰度理

论值和实验值之间的吻合程度，我们则可进一步地挑选

出在外推上更可靠的理论质量表。比较图 6中丰度的理

论值和实验值可知，DZ10的非劣解已经基本重现了丰

度实验值的分布，尤其是再现了   和   的两

个峰。通过比较理论值和实验值的吻合情况，我们可以

进一步地挑选出质量预言更可靠的非劣解。
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图 6    DZ10模型非劣解解集计算太阳系丰度理论值和丰

度实验值的比较 (在线彩图)

A
Y(A)

蓝色实心圆是丰度的实验值 [52]， 不同颜色的折线是DZ10基于

不同非劣解所计算得出的丰度值。横轴为质量数   ，纵轴是丰

度   。  

3    结论

本文旨在通过添加严格的物理约束，减轻核质量模

型的过拟合程度，从而降低模型远距离外推时巨大的不

确定度。在多目标优化算法的框架下，引入 α衰变能和

局域质量公式Garvey-Kelson关系，起到大幅提升 α衰
变能的精度，增强模型外推能力的效果。此外新核素边

界和模型统计不确定度通过多目标方法的统计特征给出。

我们从海量的非劣解解集中筛选出更具外推能力的解

(称为潜力解)，并对潜力解做出严格的统计分析，我们

得出平衡多个物理量的全局解比单一的质量最优解的预

言能力更高。这些物理限制的引入在一定程度上减轻了

质量模型的过拟合问题，因此提升了模型在外推时的可

靠性。这将会对丰中子核的可靠预言提供一定理论支持。

另外，我们还通过 r-process的模拟计算更进一步地挑选

出质量预言更可靠的非劣解。
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Study of Multiple Physical Constraints on the Duflo-Zuker
Nuclear Mass Model

YE Weihu,  QIAN Yibin†

(Department of Applied Physics, Nanjing University of Science and Technology, Nanjing 210094, China)

Abstract:  Nuclear mass plays an important role in both nuclear physics and astrophysics. While the theoretical accuracy of
masses has reached quite astonishing accuracy, their extrapolations have been conflicting, especially in neutron-rich regions.
This paper reviews the main results of the extrapolations of nuclear mass models in recent years. By using a rigorous multi-ob-
jective optimization on mass models,  we take the mass differences α decay energy and the Garvey-Kelson relations as mul-
tiple physical constraints to reduce the degree of overfitting phenomenon, resulting that the predictive power of models was
improved in some degree. In addition, we use the improved mass data for the rapid neutron capture processes in nuclear astro-
physics, further validating the reliability of the extrapolations.
Key words:  nuclear mass; α decay energy; multi-objective optimization; rapid neutron capture process
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