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中低能区程函近似的复径迹修正及其对核半径的分析
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摘要:  分别比较了包含库仑力、库仑力+核力实部及库仑力+核力 (实部及虚部)三种情况下的程函近似的径迹

修正方法。通过入射能为 12.5~50 MeV/u 时 16O在 12C、63Cu和 208Pb靶上的弹性散射角分布计算表明了包含

核力虚部的复径迹修正方法的重要性。这样的修正方法对于轻靶、中等质量靶上的计算尤为重要。利用复径

迹修正下的程函近似重新分析了入射能约为 25~65 MeV/u时轻-重核 6−9, 11Li、9−12Be、10−15B、11, 12, 14−18C、
14, 16−19N、及 15, 17, 19−21O在 natCu靶上的总反应截面数据并得到了相应弹核核物质密度分布的方均根半径。

Liatard等利用Glauber 模型分析该数据得到的方均根半径结果与Ozawa等利用Glauber 模型分析入射能约为

650~1 020 MeV/u时高能总相互作用截面数据得到的半径结果间整体性偏差为 7.7%，而本文半径分析结果与

高能结果间的整体性偏差为1.9%。
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0    引言

核子密度分布对应的方均根半径是原子核的基本属

性之一。从实验上来讲，同位素移位法 [1−2]和电子散

射 [3−5]能够给出精确的原子核电荷半径的信息。然而

到目前为止，利用电磁相互作用探针对短寿命、低束流

密度的放射性核进行研究仍存在不少技术上的困难。这

种情况下，著名的卢瑟福散射实验中 [6]所采用的强

相互作用探针仍然是测量原子核方均根半径的重要方

法 [7−9]。此外，电磁相互作用探针仅对原子核的电荷密

度分布敏感，而强相互作用探针对原子核中的质子和中

子密度分布都敏感，这对于核结构和核天体物理的研究

是十分有利的 [10−13]。

利用强相互作用探针测量核半径，通常通过测量介

子 [14]、质子 [8−9]及α粒子 [7, 10, 15]在原子核上的弹性散

射角分布和/或总反应截面实现。自20世纪80年代以来，

对于总反应截面、总相互作用截面的测量手段不断精

进[16−18]。从本质上来讲，这些方法都会结合折叠模型[19]

来进行计算。折叠模型利用介子-核子或核子-核子间的

有效相互作用及弹核和/或靶核的核子密度分布来构建

弹-靶光学势。在假定有效相互作用是已知的前提下，

通过调整核子的密度分布以复现实验上测量到的弹性散

射角分布或总反应截面/总相互作用截面，便可以获取

弹核或靶核的方均根半径。因此，采用强相互作用探针

获取的方均根半径信息不可避免地具有模型依赖性[15, 20]。

为了尽可能地减少理论分析带来的不确定性，相关实验

一般设定在几百MeV/u或更高的能区，采用Glauber模
型进行理论分析。Glauber模型通常采用光学极限近似

方法利用参数化的自由核子-核子总截面、核子-核子散

射振幅实部与虚部的比值及有限程参数来构建散射相移。

在高能区内，这种方法能够很好又方便地描述各种核反

应过程 [16, 18, 21]。

然而也有很多实验是在中低入射能条件下 [22−23]进

行的。对这些数据的描述需要更加细致的理论模型。对

于Glauber模型来讲，则要考虑各种介质效应的影响，

如有效核子-核子相互作用的泡利阻塞效应 [24−25]、核

中核子动量分布的费米运动效应 [26]、核子-核子相互作

用的密度依赖性 [27]等。除此之外，Glauber模型所采用

的程函近似通过对相互作用势的直线径迹积分来计算核

相移。这种方法对于分析高能条件下的核反应是适用的，
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但是在中低能条件下则需要考虑由库仑力以及核力对入

射粒子径迹的扭曲作用 [28−33]。引入径迹修正可以有效

地扩展Glauber模型/程函近似的适用范围，从而在广泛

的能区内对核反应数据进行系统性的分析以获得一致的

核结构信息。20世纪90年代，Liatard等 [22]利用Glauber
模型对 Li、Be、B、C、N、O等同位素在 natCu靶上的

总反应截面数据 [22](入射能约 25~65 MeV/u)进行了系

统性的分析 [17]。他们得到的弹核的方均根半径整体上

比利用高能总相互作用截面得到的结果 [18]偏高 7.7%左

右。这种整体性差异的产生原因自Liatard等 [17]的文章

发表以来未有针对性的回答。

本文尝试采用引入径迹修正的程函近似来解释上述

的半径分析间的整体性差异问题。在中低能区的理论分

析中，若采用有效核子-核子相互作用作为输入，则需

要考虑介质效应的影响，而介质效应的理论应用方法仍

然存在争议，为了避免因此带来的不确定性，本文采用

系统学单折叠核-核光学势 [34]作为输入。这样的折叠势

基于核子-核势的半微观 JLMB模型 [35]，它可以有效地

包含所谓的介质效应并适用于当前分析。对于程函近似

中直线径迹的修正一般采用转折点修正方法 [28]，与此

相关的径迹修正文章有很多，但是很少有研究观察这些

修正方法在结合总反应截面数据抽取方均根半径上的效

果。本文首先在第 1节中介绍由库仑力、核力引起的径

迹扭曲效应，并通过与量子散射理论精确结果作比较，

来观察各种径迹修正对弹性散射角分布计算的改善效果。

随后的第 2节将给出利用复径迹修正下的程函近似复现

Saint等 [22]的总反应截面数据后得到的核子密度分布对

应的方均根半径结果。在第3节总结全文并给出结论。 

1    程函近似的相移及转折点径迹修正方法

VC(r) UN(r)考虑以库仑力    、核力    为相互作用的两

体弹-靶系统： 

U(r) = VC(r)+UN(r), (1)

r =
√

b2+ z2

其中 r为两体质心间的距离。引入碰撞参数 b，它所在

的平面垂直于定义在入射方向上的 z轴，有   。

在程函近似下，核相移可表示为 

χN(b) = − 1
h̄v

−∞w
∞

dzUN(b,z); (2)

χC此时库仑相移   
[36]可以表示为 

χC(b) = 2η ln(kb), (3)

k =
√

2µE/h̄   为质心系下波数，其中 μ 和 E 分别为质心

η = Z1Z2e2/h̄v

系下的折合质量及能量；b是碰撞参数 b的模值，下文

直称 b为碰撞参数；    为索末菲尔德参量，

e为基本电荷量，Z1和 Z2分别为弹核、靶核的电荷数，

v是质心系下的相对运动速度。弹性散射振幅可以表示为 

fel(θ) = fC(θ)+ ik
∞w
0

dbbJ0(qb)eiχC(b)[1− eiχN(b)], (4)

q = 2k sin(θ/2)

fC(θ)

θ是质心下的散射角；   是转移动量；J0是
零阶贝塞尔函数；   是库仑散射振幅： 

fC(θ) = − η

2k sin2(θ/2)
e−iη ln[sin2(θ/2)]+2iσ0(η), (5)

σ0(η) = argΓ(1+ iη/2)

S (b) = eiχN(b) σR

   为 S波库仑相移。程函近似的 S矩
阵为   ，借此可以获取总反应截面   ： 

σR = 2π
∞w
0

dbb(1− |S (b)|2)。 (6)

χN(b)→ χN(d)

S (b)→ S (d)

程函近似描述弹核以直线径迹穿越反应区域，这样

的图景更适用于高能反应。当入射能较低时，由库仑力

和 (或)核力引起的径迹扭曲效应必须被考虑进来，即径

迹修正。径迹修正的通常做法是在计算弹性散射以及总

反应截面时 (见式 (4)和式 (6))，将核相移或 S矩阵的宗

量 b用对应的最近碰撞距离 d代替，即    ，

或   
[28−33]。在经典散射理论中，碰撞参数 b

对应的最近碰撞距离d是如下方程的解 [37]： 

E = U(d)+
L2

2µd
, (7)

L = kb−1/2

r = d

U(d)

U(d)

U(d)

U(d)

其中    为碰撞参数 b对应的角动量。在弹核

和靶核之间的径向距离   时，弹核与靶核之间的径

向相对运动速度为零。根据式 (7)中   所包含的相互

作用的不同，可以得到三种径迹修正：1) 库仑径迹修

正，即   只包含库仑势；2) 库仑+核力实部径迹修正，

即   包含库仑势及核势的实部；3) 复径迹修正，即

 中同时包含库仑势及核势的实部和虚部。在下文

中，这三种最小碰撞距离分别表示为 bc、b'，及 b''。显

然，bc和b'是实的，而b''是复的。

为了考察以上三种径迹修正对中低能程函近似的影

响，本文分析了入射能在 12.5，25和 50 MeV/u条件下
16O在重靶 208Pb、中等质量靶 63Cu、及轻靶 12C上的弹

性散射角分布。计算中采用的相互作用为系统学单折叠

核-核光学势 [34]。图 1中给出了 208Pb靶上无修正以及

包含径迹修正条件下的程函近似的结果与采用量子散射

理论的精确解的比较。整体上本文的结果与Aguiar等 [28]

的结果一致。在这个弹-靶体系中，库仑力占相互作用
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的主要成分，所以库仑径迹修正的效果十分显著，且另

外两种径迹修正的结果与其十分接近。总体上来看，当

入射能达到 25 MeV/u及以上时，在 208Pb这样的重靶上

三种径迹修正的效果十分接近。而图 2的结果表明，对

于电荷数更少的 63Cu靶来说，仅考虑库仑径迹修正是

不足够的，核力的影响必须被包含进来。值得关注的是，

当考虑核力参与径迹修正时，核力的实部及虚部的贡献

都很重要。对于电荷数最少的 12C靶来说，前述结论得

到更明显的印证，如图 3所示。在仅考虑库仑+核力实

部的影响下，径迹修正后的弹性散射角分布结果在大角

度会大幅度超过精确解结果；而包含了核力虚部的吸收

效应的复径迹修正结果可以有效改善这一问题。综合结

果表明，同时考虑了库仑力和核力 (实部+虚部)的复径

迹修正给出的结果与精确解最为接近。
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图 1    入射能分别为 (a) 12.5 MeV/u，(b) 25 MeV/u，和 (c) 50 MeV/u的条件下 16O分别在 208Pb靶上的弹性散射角分布 (比卢

瑟福截面)(在线彩图)
黑色粗实线为量子散射理论精确求解结果，短虚线、长虚线、及点划线为无修正、库仑径迹修正、库仑+核力实部径迹修正下的程函近似

的结果，红色细实线为复径迹修正后程函近似的结果。
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图 2    同图1，靶为 63Cu
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图 3    同图1，靶为 12C
 
 

2    结合总反应截面数据抽取方均根半径

鉴于复径迹修正下的程函近似在估计 16O在中等质

量靶 63Cu上的弹性散射角分布的良好效果，本文用该

方法重新分析中低能的总反应截面数据 [22]并探究中低

能数据给出的半径结果[17]与高能数据给出的半径结果[18]

之间整体性差异的产生原因。所采用的实验数据产自
natCu靶，本文的分析中将其视作 63Cu靶。系统学单折

叠势 [34]可以在当前研究能区很好地描述轻-重核的弹性

散射角分布和总反应截面 [38−40]，以它作为光学势输入，
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利用复径迹修正下程函近似给出了 6−9, 11Li、9−12Be、
10−15B、11, 12, 14−18C、14, 16−19N、15, 17, 19−21O同位素

在 63Cu靶上的总反应截面理论计算结果。由于系统学

单折叠势的构建过程中需要以弹核核子 (质子及中子)密
度分布和靶核的物质密度分布作为输入，因此为了研究

弹核的方均根半径，首先要确定靶核的方均根半径。

ρ(r)→ ρ(r/a)/a3

ρ(r)

本文引入伸缩系数 a在保证核子密度分布归一化的

前提下，利用    对靶核 63Cu的核子密度

分布进行调整，采用光学模型结合单折叠 α-粒子势 [41]

给出总反应截面估计值并匹配实验数据 [22]以确定靶核

的密度分布 (方均根半径)。最初的密度分布   来自采

用 SkX相互作用 [42]的Hartree-Fock计算，在伸缩操作

时将质子、中子和电荷密度分布同等改变。匹配实验数

据后给出的 63Cu的方均根电荷半径为 3.968 fm，这个

结果与 natCu靶上的电子散射实验给出的结果 (3.932±
0.022) fm[43]十分接近，此时对应的 63Cu的核物质方均

根半径为3.896 fm。

ρHF
p,n(r)

σR

σR

Rp

在靶核的方均根半径确定的情况下，通过以下步骤来

确定6−9, 11Li、9−12Be、10−15B、11, 12, 14−18C、14, 16−19N、
15, 17, 19−21O同位素的方均根半径：1) 利用 SkX相互作

用结合Hatree-Fock计算给出弹核的核子密度分布   ，

再利用该密度分布算出相应的系统学单折叠势；2) 以
系统学单折叠势作输入结合复径迹修正下的程函近似计

算总反应截面值   ；3) 对弹核的核子密度分布进行伸

缩调整并重复计算系统学单折叠势及理论截面值，直至

理论计算给出的总反应截面结果   与实验数据结果一

致。至此，弹核的方均根半径   便通过其核子密度分

布确定了下来。作为一个例子，图 4中显示了采用不同

伸缩系数 α (α = 0.9, 1.0, 1.1)条件下 10Be的核物质密度

分布以及相应的 10Be在 63Cu靶上的光学势，其中 10Be
的入射能为 30.8 MeV/u。可见随着 a不同 (对应核物质

分布半径不同)折叠模型势的深度及形状均发生变化，

∆Rp

∆Rp = (Rp+RT)×∆σR
/2σR RT

ωi = (1/∆Ri
p
)2

δ = (
∑

iω
i)−1/2

这进而会引起理论预言的总反应截面的变化。因此，我

们可以利用实验测量得到的总反应截面来得到原子核物

质分布的均方根半径的信息。理论分析给出的方均根半

径的不确定度   通过总反应截面实验数据的不确定度

给出：    ，其中    为已知的靶

核半径。部分弹核存在不同入射能下的多个数据点，它

们的半径结果由各个数据点对应的半径加权平均得到，

权重    ；不确定度 δ由各数据点对应半径的

不确定度合成：   。最终的半径结果如图 5
及图 6所示。由 Liatard等 [17]得到的中低能实验数据

半径分析结果与利用高能实验数据进行光学极限近似
 

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

ρ 
(r
)/
fm

−3
(a)

0.90

1.00

1.10

V
/M
eV

(b)

0 2 4 6 8

W
/M
eV

r/fm

(c)

−60

−90

−120

−180

−240

−30

−60

图 4    不同的弹核密度分布对应的折叠模型势

(a) 初始密度分布 (a = 1.0，虚线)、经压缩的密度分布 (a = 0.9，
实线)和经拉伸的密度分布 (a = 1.1，点线)；(b) 折叠势的实部；

(c) 折叠势的虚部。子图 (b)、(c)与子图 (a)中的线型对应的参

数a相同。图中弹核为10B，靶核为63Cu，入射能为30.8 MeV/u。
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图 5    (a) 6−9, 11Li、(b) 9−12Be、(c) 10−15B 的核物质分布的均方根半径 (在线彩图)
其中蓝色方块为Ozawa等 [18]利用Glauber模型基于高能相互作用截面数据得到的结果；绿色圆圈和红色三角分别为本工作通过无修正的

程函近似及经过复径迹修正下的程函近似条件下分析Saint等 [22]的中低能总反应截面实验数据所得到的结果。
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σR

Glauber模型给出的半径结果之间的百分比加权平均偏

差为 7.7%，标准偏差为 7.1%；引入了复径迹修正的程

函近似给出的结果将平均偏差缩小至 1.9%，对应的标

准偏差为7.2%。值得注意的是，Liatard等 [17]曾在指出，

文献 [22]中 11Li这样的弱束缚核的总反应截面   的测

量结果存在一些问题，而这样的问题也可能存在于单中

子分离能小于 1.0 MeV的弱束缚核 11Be、14B及 17C的

测量中。在除去上述弱束缚核的分析结果后，前后两个

百分比平均偏差将分别变为7.4%和1.8%。 

3    结论

本文利用程函近似方法系统分析了每核子入射能

在 12.5~50 MeV范围内的 16O在 12C、63Cu和 208Pb靶上

的弹性散射截面，考察了库仑势、库仑势+实部核势以

及库仑势+复数核势对程函近似中粒子直线径迹扭曲作

用的影响。通过与采用量子散射理论得到的精确解的比

较，表明同时考虑了库仑势+复数核势影响的复径迹修

正下的程函近似可以在中低能区给出与精确解十分接近

的弹性散射截面。复径迹修正的效果在轻靶、中等质量

靶上尤为明显。

本文在采用复径迹修正的情况下，利用程函近似重

新分析了Saint等 [22]测量的约 20~65 MeV/u入射能条件

下 6−9, 11Li、9−12Be、10−15B、11, 12, 14−18C、14, 16−19N、
15, 17, 19−21O在 natCu靶上的总反应截面数据，获得了相

应弹核核物质密度分布的方均根半径。本文的结果表明，

在不考虑复径迹修正的情况下，由这些中低能总反应截

面数据得到的核半径比Ozawa等 [18]利用高能总相互作

用截面得到的核半径整体上偏小了 7.5%左右，在考虑

了复径迹修正的条件下，该整体偏差大大降低为 1.9%
左右。这远小于 Liatard等 [17]的低能数据分析结果与

Ozawa等 [18]的高能数据分析结果之间约 7.7%的整体偏

差 [17]。结果表明，在采用复径迹修正的条件下，利用

程函近似 (或Glauber模型)分析中低能总反应截面得到

的核半径和通过分析高能总反应截面或总相互作用截面

得到的核半径之间可以达到相当好的一致性。
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Complex Trajectory Correction to Eikonal Approximation in
Low-intermediate Energy and Analyses of Nuclear Radii
WANG Yinghe1,  PANG Danyang1,2,†,  CHEN Wendi1,  XU Yiping3,  HAI Wenlong1,  CHEN Ruiying1

(1. School of Physics, Beihang University, Beijing 100191, China;
2. Beijing Key Laboratory of Advanced Nuclear Materials and Physics, Beihang University, Beijing 100191, China;

3. School of Nuclear Science and Engineering, North China Electric Power University, Beijing 100049, China)

Abstract:  Trajectory corrections to the eikonal approximation for the distortions of the projectile trajectory caused by Cou-
lomb potential only, Coulomb+real part of the optical model potential (OMP), and Coulomb+both real and imaginary parts of
the OMP, are studied. The necessity of including the imaginary parts of the OMPs in such corrections is demonstrated with the
calculations of the elastic scattering angular distributions of 16O on12C, 63Cu and 208Pb targets at incident energies from 12.5
to 50 MeV/u. Complex trajectory correction is found to be especially important for light and intermediate-mass targets. Root
mean square (rms) radii of light-heavy nuclei 6−9, 11Li, 9−12Be, 10−15B, 11, 12, 14−18C, 14, 16−19N, and 15, 17, 19−21O, were ob-
tained from reanalysis of the total reaction cross sections of these nuclei on a natCu target at 25~65 MeV/u incident energies
with the complex trajectory corrections. The overall deviation, between the rms radii obtained by Liatard et al. using Glauber
model to analyze this data and the rms radii obtained by Ozawa et al. using Glauber model to analyze the high-energy total in-
teraction cross  section data  with  incident  energies  of  about  650~1 020 MeV/u,  is  7.7%. The corresponding deviation of  the
analysis results in this work is 1.9%.
Key words:  eikonal approximation; elastic scattering; nuclear radius; trajectory correction; nuclear reaction
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