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基于量子计算的强子结构研究

邹岱睿 1,2, 李天胤 1,2,†, 邢宏喜 1,2,†

(1. 华南师范大学量子物质研究院，原子亚原子结构与量子调控教育部重点实验室，

广东省高等学校物质结构与相互作用基础研究卓越中心，广州  510006；
2. 华南师范大学南方核科学计算中心，粤港量子物质联合实验室，广东省核物质科学与技术重点实验室，广州  510006)

摘要:  回顾了应用量子计算机研究强子部分子结构的两种方法，它们分别是：(1) 直接通过光锥关联函数来

计算部分子分布函数 (PDFs)；(2) 通过计算强子张量再结合QCD因子化定理来提取 PDFs。基于第二种方法

并应用文献 (LI T, GUO X, LAI W K, et al. Phys Rev D, 2022, 105(11): L111502)发展出的量子算法，提出了计

算强子张量的量子计算方法。为了验证量子算法的正确性，计算了Schwinger模型的强子张量，发现量子计

算经典模拟给出的结果与精确对角化的结果相符。最后，简要地讨论了通过上述第二种方法计算PDFs需要

消耗的量子计算资源。
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0    引言

量子色动力学 (QCD)是描述夸克和胶子相互作用

的基本理论。在相互作用能标较低时，QCD跑动耦合

常数较大，呈现出QCD基本理论的非微扰特征。这一

特征的体现是色禁闭——带有颜色的夸克和胶子被禁闭

在强子中而无法单独存在。因此，夸克和胶子如何在强

子中分布自然地成为研究强相互作用基本理论的一个根

本问题。20世纪 60年代末，斯坦福直线加速器中心

(SLAC)跨出了研究强子部分子结构问题的第一步——
他们发现质子里内部有更深层次的结构，而非一个点状

粒子 [1]。在本世纪，位于美国布鲁克海文的相对论重

离子对撞机 (RHIC)进一步揭示了质子自旋的部分子来

源 [2]。未来，下一代电子离子对撞机 EIC和 EicC将进

一步探索核子内部的夸克胶子深层次结构 [3−4]。可见，

强子结构的研究一直都是粒子物理和核物理领域大科学

实验装置的主要目标之一。

fi/h(x, µ)

由于QCD的非微扰特性，强子结构无法通过费曼

图展开进行微扰计算。得益于QCD因子化定理 [5]，入

射粒子包含强子过程的硬散射截面被因子化成可微扰计

算的部分子硬散射系数和非微扰的部分子分布函数

(PDFs)，记作   。PDFs描述了强子内部的部分子

一维纵向动量分布，其物理意义是于能标 μ下，在强子

h内部寻找到占强子动量份额为 x的部分子 i的概率密

度。目前，人们主要通过实验数据整体拟合和格点

QCD第一性原理计算两种方法来得到部分子分布函

数。致力于从实验数据中提取 PDFs的合作组主要有

CTEQ[6]，MMHT[7]，NNPDF[8]，AMBP[9]，HERAP-
DF[10]和 JAM[11−12]。在第一性原理计算方面，直接计

算部分子分布函数要涉及光锥关联函数这一含时量，而

传统格点QCD方法计算含时量时会遇到符号问题 [13]。

为此，人们提出了多种方案来巧妙地规避掉符号问题从

而通过格点QCD方法来间接计算得到 PDFs[14−29]。然

而，受限于目前的格点计算算力，上述这些方案均未能

精确地复现出实验数据分析给出的 PDFs。因此，为了

提高第一性原理计算的精确程度，人们有必要尝试发展

传统格点QCD之外的第一性原理计算方法。

近年来，随着量子计算机的快速发展，量子计算模

拟这一非微扰方法逐渐进入人们的视野。相比于传统格

点QCD，量子计算具有高效、无符号问题等优点。量

子计算机的概念最先由费曼在 1982年提出 [30]，根据费

曼的建议，量子系统可被量子计算机高效地模拟。

2014年，Jordan等 [31]首次在量子场论问题上印证了费

曼的这一论断——他们发现量子计算方法能以多项式复
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杂度模拟标量场散射问题，而这一问题对于经典计算机

来说具有指数复杂度。此后，文献 [32]中首次提出可通

过量子计算的方法来计算 PDFs。具体做法是，先计算

强子张量，再通过QCD因子化定理在强子张量中提取

出部分子分布函数。在这之后，文献 [33]中提出可通过

直接计算光锥关联函数的方法来获得 PDFs。此外，关

于量子计算模拟PDFs还有其他的一些工作 [34−35]。

本文将对文献 [32]和 [33]中提到的量子计算研究强

子结构的方法进行讨论，并展示相关结果。在第1节中，

我们将简要地回顾文献 [33]中提出的直接计算光锥关联

函数的方法。文献 [32]中普遍地讨论了量子计算模拟强

子张量的方案而未进行具体的量子算法实现。因此，我

们将在第2节中具体地实现强子张量的量子模拟。为此，

先简要地回顾如何通过QCD因子化定理从强子张量中

提取出PDFs。考虑到近期量子计算机计算资源的限制，

我们讨论了 1+1维Schwinger模型强子张量的量子计算，

但我们的量子算法具有一般性。根据量子计算模拟场论

的一般性步骤，先讨论了 Schwinger模型的离散化以及

量子比特映射。然后讨论了 Schwinger模型强子态的制

备以及流-流关联函数在量子计算机上的测量。最后，

进行了总结和展望。 

1    光锥关联函数的量子计算

文献 [33]指出，可根据 PDFs的算符定义在量子计

算机上直接计算PDFs。PDFs的算符定义为 [5]
 

fi/h(x) =
w dy−

4π
e−ixP+y−D (y−) ,

D (y−) =
⟨
h
∣∣∣ψ̄ (y−)γ+W (y−, 0)ψ(0)

∣∣∣h⟩ , (1)

y− = t− z γ+ γ0 γ1

γ+ = γ0+γ1 W(y−, 0)

其中： x为部分子 i占据强子 h的纵向动量分数；

 为光锥坐标；   可写成狄拉克矩阵   和   的

组合：   ，   是威尔逊链，它是一个非

局域算符，其存在保证了PDFs算符定义的规范不变性。

D(y−)  为坐标空间的光锥关联函数，是需要在量子计算

机上被计算的量。 

1.1    无威尔逊链情况下光锥关联函数的量子计算

D(y−)

|h⟩
S mn(t)

如图1所示，在不考虑威尔逊链的情况下，文献 [33]
提出了一般性的通过光锥关联函数    来计算 PD-
Fs的量子算法。这一量子算法包含了制备强子态   和

计算强子态下的光锥两点关联函数   两个部分。

∣∣∣ψl, i
⟩

ref
, i = 0, 1, · · · , k−1 |h⟩⟨

ψl, i | ψl, j
⟩
= δi j∣∣∣ψl, i(θ)

⟩ ≡ U(θ)
∣∣∣ψl, i

⟩
U(θ)

[U(θ),Q] = 0

U(θ)

H = H1+ · · ·+
Hn [Hi,Hi+1] , 0 [Hi,Q] = 0

U(θ)

相比于绝热演化等态制备方法，变分法 (VQE)是一

种经典-量子混合算法，它把一部分计算任务转移到量

子计算机当中，从而显著地减少了制备态所需的量子线

路深度 [36]。变分法先是被广泛应用于量子化学的态制

备当中，如文献 [37]。之后文献 [33]把变分法的应用拓

展到了高能物理中强子态的制备。特别地，文献 [33]中
提出了可通过子空间变分法 (SSVQE)来制备强子态，

对应的量子线路如图 1虚线左侧所示。对于拥有除能量

外量子数 l的第 k-1激发态强子 h来说。SSVQE要求：

(a) 初始参考态    与强子态    有

一样的除能量外的量子数 l且    。(b) 生成

试探波函数    的量子线路拟设    要

保护理论的所有对称性，即   ，其中Q为理

论的任一守恒量。上述两个要求保证了线路生成的试探

波函数都位于量子数 l的子空间，从而大大提高了变分

法寻找到目标强子态的概率。构造满足要求 (b)的 

有很多种方法，文献[33]中采用的是QAOA拟设[38]，其操

作步骤如下：①把哈密顿量拆分成 n份： 

 ；②要求    ；③   对所有 i和系

统任意的守恒量Q成立；④在不违反②、③的情况下取

尽量大的n。此后，   可以写成 

U(θ) =
p∏

i=1

 n∏
j=1

eiθi j H j

。 (2)

U(θ)其中 p是哈密顿量交替演化的层数，p越大，   的自
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图 1    计算强子态下光锥关联函数的量子线路 [33]

虚线左侧部分为变分法制备强子态的线路，虚线右侧为测量光锥两点关联函数线路
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eiθi Hi eiθi+1 Hi+1 = ei(θi Hi+θi+1 Hi+1)

∣∣∣ψl, i(θ)
⟩

El(θ)

由参数数目越多从而其表达能力越强。下面我们来阐明

上述步骤的理由：如果上述步骤②不被满足，则有

 ，这表明该拆分方式对改进VQE
线路的表达能力无效。步骤③是为了满足 SSVQE的要

求 (b)而设置。步骤④的作用在于提高VQE线路的表达

能力。为了在众多试探波函数   中挑出目标强子

态，我们需要最小化一个损失函数   
[39]

 

El(θ) =
k−1∑
i=0

wli
⟨
ψl, i(θ)|H|ψl, i(θ)

⟩
(3)

wl, i wl,0 > wl,1 > · · · > wl,k−1

∣∣∣ψl,0(θ)
⟩
|h⟩∣∣∣ψl,k−1(θ)

⟩
θ∗

U(θ∗)
∣∣∣ψl, i

⟩
ref

其中   是在满足条件   条件下可任

意选取的参数。上述条件是为了保证量子数为 l的能量

最低态一定在试探波函数簇   中产生，以此类推，

身为第 k-1激发态的目标强子态    一定在试探波函数

簇    中产生。因此，在得到最优参数    之后，

 是量子数为 l，能量从低到高排列的 k个能

量本征态，其中，强子态可写为 

|h⟩ = U (θ∗)
∣∣∣ψl,k−1

⟩
。 (4)

θ

最后，值得注意的是，损失函数的测量在量子计算机上

进行，而参数   的迭代以及优化在经典计算机上进行。

|h⟩
S mn(t)

图 1虚线右边的量子线路用于计算强子外态    下

的含时两点关联函数   
[40]

 

S mn(t) =
⟨
h
∣∣∣eiHtΞ3

mσ
i
me−iHtΞ3

nσ
j
n

∣∣∣h⟩ , (5)

Ξ3
mσ

i
m Ξ3

m

σi
m

σ1 σ2 S mn(t)

e−iHt

O(N2)

O(N3)

其中：    为一串连乘的泡利算符，    的定义在下

一节的式 (16)给出；   表示作用在第m个量子比特上

的泡利算符且 i = 1, 2, 3。在线路输出端，我们仅需测量

辅助量子比特“QUBIT N”的    和    即可获得    的

实部和虚部。线路里的时间演化算符    ，可通过

Trotter分解的方法被分解成基本量子门 [41]，对于 N量

子比特系统且哈密顿量只有局域相互作用的情况下，

Trotter分解的时间复杂度为   。图 1量子线路复杂

度最高的部分为时间演化的 Trotter分解。总的来说，

计算 PDFs需要 N个光锥点上的关联函数，因此，PD-
Fs量子线路的总复杂度是   ，这一多项式复杂度展

示了量子计算的优越性。

fq(x) = − fq̄(−x) x < 0 fq(x)

完成上述制备强子态和测量光锥两点关联函数两个

步骤后，文献 [33]给出了部分子分布函数的最终结果。

以 Nambu–Jona-Lasinio(NJL)模型为例，图 2展示的是

18个量子比特模拟出正负夸克束缚态的 PDFs结果。可

以看出，由空心点表示的量子计算结果与曲线表示的精

确对角化结果自洽吻合，表明这一量子计算算法的有效

性。对部分子分布函数作电荷共轭变换，可得到关系

 ，因此，在    处的    可理解为是

fq(x) x > 1

反夸克的部分子分布函数。由于有限体积效应的存在，

 在非物理区间    具有非零值。此现象在格点

QCD方法计算PDFs时也会出现 [42]。
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图 2    18个量子比特下NJL模型PDFs的模拟结果 [33]
  

1.2    威尔逊链的量子计算

W(y−, 0)

W(y−, 0)

对于一般的有规范场下的情况，威尔逊链 

需要被模拟。   的具体表达式为 

W (y−, 0) = P exp

ig y−w
0

dz−A+a (z−, 0)T a

 , (6)

P A+a = A0
a+A1

a T a

A+a

其中   表示的是路径排序，   ，   是规范群

的生成元。从上式可见，量子计算模拟威尔逊链的关键

在于模拟规范场   。一般来说，规范场模拟包括两个

步骤，分别是：①对规范场做离散化。②将规范场映射

成量子比特形式。

A0 = 0

∣∣∣Phys
⟩

[H,G] = 0

G
∣∣∣Phys

⟩
= 0

Ui(n) =

exp[igAa
i (n)T a]

目前，在哈密顿量形式下最为流行的规范场离散化

方法为 Kogut和 Susskind在 1975年提出的 Kogut-Suss-
kind (K-S)方法 [43]。该方法选取了规范   ，在这一

规范下，规范场的冗余自由度不能被完全消除，因此，

理论的哈密顿量H以及系统的物理状态   都需在剩

余规范变换下保持不变。规范变换由高斯定理算符G生

成，于是上面规范不变的要求对应于   ，以及

 。上述K-S方案的特点致使该方案下的费

米子场被放在格点上，同时，规范场以规范链  

 的形式被放置在连接两个格点的链之中。

Ui(n)

[H,G] = 0

虽然K-S方案具有一般性，但是，将K-S方案下离

散化后的规范场映射到量子计算机时会有一些不理想之

处。K-S方案下希尔伯特空间有一定的冗余度，这导致

我们要消耗一部分量子比特来模拟非物理的自由度。对

连续的规范对称群 SU(N)来说，其规范链   上有着

一个维数无穷大的希尔伯特空间。这意味着我们还需要

对该希尔伯特空间进行截断 [44−53]。无论是何种截断方

案，都会破坏对易关系   。这将使得哈密顿量

不再与高斯定理算符G具有相同的本征态，而QCD里

的强子态正是 H与 G的共同本征态。以离散子群代替
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ZN U(1)

[H,G] = 0

Ui(n)

连续群的方法 [54−59](如通过    群代替    群)可保持

对易关系   ，然而，寻找以任意精度逼近复杂

连续群 [如 SU(3)]的离散子群具有一定挑战性。此外，

规范链   与色电场算符之间复杂的对易关系增加了

把规范场映射到量子计算机的难度。

A0 = 0

∂iAi
a = 0

a†p ap

ψ(n)

K-S方案对量子计算的不理想之处来源于非物理规

范   的选取。为此，我们提出可以从一开始就选取

库仑规范   。在不考虑Gribov歧义 [60]的情况下，

库仑规范消除了所有冗余自由度，这意味着我们不需要

消耗额外的量子比特来编码冗余自由度，同时库仑规范

下的哈密顿量无需具有规范不变性。上述讨论引出一个

方便之处——库仑规范下的规范场可通过差分代换微分

的方法被直接离散化。为了方便起见，我们提出可把规

范场写成动量空间产生湮灭算符   和   的形式后再进

行量子比特映射。这一做法的好处在于库仑规范和高斯

定理可通过解格点规范场的极化矢量来实现。同时，为

了降低哈密顿量的非局域性，我们建议直接把坐标空间

的费米子场   映射成量子比特。

Wl(r, t)

V(r)

在我们提出的规范场模拟方案下，我们尝试计算

了 2+1维纯U(1)规范场理论的威尔逊圈，最终给出的

结果如图 3所示。与式 (6)中的威尔逊链相比，威尔逊

圈走的是时空上的闭合路径。在空间方向走出距离 r以
及在时间方向走出距离 t的威尔逊圈被记作   ，在

大 t极限下，正负电子之间的相互作用势   可由威尔

逊圈的真空期望值计算出 [61]： 

1
−it

ln ⟨Wl(r, t)⟩ = V(r)+O
(

1
t

)
。 (7)

1
−it ln ⟨Wl(r, t)⟩

V(r)

从上式可看出，在给定 r时的大 t极限下， 

的实部将会趋于一个确定的数    ，同时虚部将会趋

于零。这两个特点都可在图3中体现出。
  

0

−1

−2

−3In〈
w

l 
(r

, t
)〉
/(−

it
)

0 20 40
t

Re, r = a
Im, r = a

图 3    2+1维纯U(1)规范场的威尔逊圈

ln ⟨Wl(r, t)⟩/(−it)图中的实线和虚线分别表示    的实部和虚部，

格点的格距由a表示。 

2    强子张量的量子计算

l+h→ l′+X深度非弹性散射 (DIS)   通过高能轻子探

针 l来探测强子 h的内部结构。该过程的末态只对出射

轻子 l'进行测量而忽略强子 h被轻子撞碎后的碎片粒子

X。从DIS过程费曼图 (图 4)可看出，DIS过程的微分散

射截面可以写为轻子张量和强子张量收缩的形式： 

d2σ

dΩdE′
=

α2

4πmhq4

E′

E
LµνWµν, (8)

E′

α

Lµν

这里我们只讨论非极化的散射。其中 E和    分别为初

态轻子和末态轻子的能量；   是精细结构常数；q为轻

子与强子之间交换的虚光子的四动量。   是轻子张量，

其表达式为 

Lµν = 2
(
lµl′ν+ lνl′µ− l · l′gµν

)
, (9)

l′ gµν
gµν = diag(1, −1, −1, −1)

其中 l和   分别是初态轻子和末态轻子的四动量，   是

闵氏度规   。d维时空下强子张量

的表达式为 

Wµν(q) =
w

dd xeiqx ⟨h(p) |[Jµ(x), Jν(0)]|h(p)⟩c , (10)

|h(p)⟩
|h⟩ Jµ Jµ = ψ̄γµψ

⟨h | h⟩⟨Ω|[Jµ(x), Jν(0)]|Ω⟩
⟨Ω|

其中   表示四动量为p的强子态，不失一般性，我们

取零空间动量强子态   ，   为电流算符，即   ，

矩阵元的下角标 c表示此矩阵元只包含了连通部分的贡

献，即需要减去非连通部分    ，

其中   为真空态。根据洛伦兹对称性，强子张量可进

一步分解： 

Wµν(q) =
(
−gµν+

qµqν

q2

)
F1

(
x, Q2

)
+

p̄µ p̄ν

p ·q F2

(
x, Q2

)
, (11)

x = Q2

2p·q Q2 = −q2 > 0 p̄µ = pµ− p·q
q2 qµ

F1 F2

F2 = 2xF1

F(x) =
∑

i ci⊗ fi/h(x) ⊗ ci

其中   是无量纲量，   ，   。

 和   被称为结构函数，在QCD领头阶近似下存在关

系   。根据QCD因子化定理，结构函数可被因

子化成    ，其中    表示卷积，    是可

微扰计算的系数。

fi/h(x)

根据上述讨论，我们可以通过在量子计算机上模拟

式 (10)来得到强子张量，再进一步得到部分子分布函数

 。考虑到近期量子计算机计算能力的局限性，我

们将计算 Schwinger模型的强子张量。值得指出的是，

我们提出的量子算法具有一般性。 

 

h h

l l′ l′

X X

qq

l

图 4    DIS过程费曼图
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2.1    Schwinger 模型

Schwinger模型是1+1维时空下的量子电动力学(QED)
模型，它可被近期量子计算机模拟。同时，Schwinger
模型具有与QCD相似的一些特点，如禁闭效应 [62−63]

和手征凝聚 [64−65]等。最近，人们通过 Schwinger模型

在量子计算机上探索了真空正负电子对产生 [66]、禁闭-
退禁闭相变 [67−68]、喷注 [69−70]等物理现象。

(A0 = 0)从QED的拉格朗日量出发，在选取时间规范 

下，经过勒让德变换，1+1维连续时空下 Schwinger模
型的哈密顿量表示为 

H =
w

dx
[
−iψ̄(x)γ1D1ψ(x)+mψ̄(x)ψ(x)+

1
2

E2(x)
]
, (12)

ψ ψ = (ψ1, ψ2)T
ψ̄ =

ψ†γ0 D1 D1 = ∂1+ igA1(x)

E A1

[A1(x), E(y)] = iδ(x− y)

ψ† ψ{
ψα(x), ψ†β(y)

}
= δαβδ(x− y)

γ0 = σ3 γ1 = iσ2 γ5 = γ0γ1 = σ1

{γµ, γν} = 2gµν

其中：    是两分量的费米子场算符    ；  

 ；   是协变导数   ；g是耦合常数；

m为裸电子质量。电场    是矢势    的共轭变量，它们

之间满足对易关系    。相似地，

 是    的共轭变量，它们之间满足反对易关系

 。1+1维时空里的狄拉克矩阵

可选为    ，    以及    ，不难验

证它们之间满足狄拉克代数   。

为了在有限希尔伯特空间的量子计算机上模拟无限

自由度的场论问题，量子场需要被离散化。费米子场的

直接离散化会导致费米子加倍问题 [71]，该问题可通过

交错费米子方案进行离散化 [72]予以解决。在该方案下，

费米子场的两个分量交错安置在格距为a的奇偶格点上 

ψ(n) =
(
ψ1(n)
ψ2(n)

)
≡

(
ϕ(2n)

ϕ(2n+1)

)
。 (13)

{ϕ(n), ϕ†(m)} = δnm {ϕ(n), ϕ(m)} = 0

A1

U(n) =

exp(igaA1(n)) U(n) L(n)

离散化后的费米子场依旧满足反对易关系

 和    。为了确保理论的

规范不变性，离散化后的规范场   则以威尔逊链的形

式安置在每一对相邻的格点中间，表示为  

 。    与重新定义后的电场    有对易

关系 

[L(n), U(m)] = U(n)δnm, (14)

L(n) = E(n)/g其中   。离散化后的哈密顿量表示为 [43]
 

H= − i
2a

N−1∑
n=0

[
ϕ†(n)U(n)ϕ(n+1)−h.c.

]
+

m
N−1∑
n=0

(−1)nϕ†(n)ϕ(n)+
g2a
2

N−1∑
n=0

L2(n)， (15)

其中N为总格点数。哈密顿量中第一项为费米子动能项

和相互作用项之和，第二项为费米子质量项，第三项为

电场能量项。

ϕ(n)

量子计算机只能理解泡利算符而不能理解场算符，

因此，上述离散化后的场需被映射成泡利算符形式。对

于费米子场    来说，Jordan-Wigner变换是标准的映

射方法 [73]：  
ϕ(n)→

∏
m<n

σ3
mσ
−
n ≡ Ξ3

nσ
−
n ,

ϕ†(n)→
∏
m<n

σ3
mσ
+
n ≡ Ξ3

nσ
+
n ,

(16)

σ± = (σ1± iσ2)/2

G(n)

其中    。这一变换保持费米子场算符的

反对易关系。对于 1+1维的特殊情况，规范场自由度可

通过解高斯定理从而被表示成费米子场。格点上的高斯

定理   的表达式为 [74]
 

G(n) = L(n)−L(n−1)− J0(n)。 (17)

J0(n)在交错费米子语言下，   可被写成 

J0(n) = ϕ†(n)ϕ(n)− [1− (−1)n]/2。 (18)

G(n) U(1)

G(n)|Phys〉 = 0

∑
n L(n) = 0

同时，   是希尔伯特空间上   规范变换的生成元。

物理态的规范不变性要求   。因此，解高

斯定理可理解为把希尔伯特空间里的非物理态消除去。

在周期性边界条件下以及约定    的前提下，

式 (17)的解为 

L(n) =
1
N

N−1∑
m=0

(m−Nθm>n) J0(m),

θm>n =

{
1, m > n,
0, others。

(19)

L(n) L(n)

U(n)

至此，    完全由费米子自由度表示。在消除掉  

后，其共轭的变量    也应被消去。这一目标可通过

以下规范变换实现： 

ϕ(n)→
∏
m<n

U(m)ϕ(n)。 (20)

经过离散化， Jordan-Wigner变换和消除规范场

后，我们得到了泡利算符语言下的 Schwinger模型哈密

顿量： 

H =
1
2a

N−2∑
n=0

(σ+nσ
−
n+1+σ

+
n+1σ

−
n )+

1
2a
Ξ3

N−1(σ+N−1σ
−
0 +σ

+
0σ
−
N−1)+

m
N−1∑
n=0

(−1)n 1
2

(1+σ3
n)+

g2a
2

N−1∑
n=0

 1
N

N−1∑
m=0

(m−Nθm>n)Ĵ0(m)

2

, (21)

Ĵµ(m)其中哈密顿量中第二项来源于周期性边界条件， 

为 Jordan-Wigner变换后的电流算符： 
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Ĵ0(m) =
1
2

[
(−1)m+σ3

m

]
，

Ĵ1(m) = −i
(
σ̂+mσ̂

−
m+1− σ̂+m+1σ̂

−
m

)
。

(22)

从式 (21)可知，N同时也是模拟 Schwinger模型所需量

子比特数。同样地，强子张量里的流-流关联函数也被

映射成量子比特形式： 

W̃µν(x) = ⟨h|[Ĵµ(x), Ĵν(0)]|h⟩c。 (23)

W̃µν

|h⟩
可见，要计算流-流关联函数 (坐标空间强子张量)   ，

我们需要在量子计算机上：①制备强子态   ；②测量

强子态下的流-流关联函数。 

2.2    强子态的制备以及流-流关联函数的测量

∣∣∣ψl, i
⟩

ref

强子态的制备方法可参考第 1节中提及的VQE变
分法。对于 Schwinger模型来说，具体需要实现的是初

始参考态   的选取以及哈密顿量的拆分。这两个步

骤都将依赖于Schwinger模型的对称性。对于质量非零、

周期性边界条件下的格点 Schwinger模型，其守恒量为

动量以及电荷。

|e+e−⟩
在本文关于 Schwinger模型的讨论中，我们关心的

“强子态”是零空间动量的正负电子对束缚态   ，该

束缚态是与真空量子数一样的第一激发态。因此，我们

需要两个与真空态量子数一样的初始参考态：  ∣∣∣ψΩ,0
⟩

ref
=|010101 · · ·01⟩,∣∣∣ψΩ,1

⟩
ref
=

1
√

N/2
(|100101 · · ·01⟩+ |011001 · · ·01⟩+

· · ·+|010101 · · ·10⟩), (24)

|ψΩ,1⟩ref

|010101 · · ·01⟩
其中    是Dicke态，其最一般的制备方法可在文

献 [75]中找到。式 (24)中形如   的态是计算

基矢，其最一般的定义为 

|i0, i1, · · · , iN−1⟩≡ |i0⟩⊗ |i1⟩⊗ · · · ⊗ |iN−1⟩ ,
i0, · · · , iN−1= 0, 1, (25)

⊗ |in⟩ σ3
n σ3

n |in⟩ = (−1)in |in⟩∣∣∣ψΩ, i
⟩

ref

这里   表示直积，   是   的本征态且   。

为了验证    是零动量、零电荷的态，我们需要先

定义平移算符T： 

T |i0, i1, · · · , iN−2, iN−1⟩ ≡ |iN−2, iN−1, i0, i1, · · · ⟩。 (26)

因此，不难验证 

N−1∑
m=0

Ĵ0(m)
∣∣∣ψΩ, i

⟩
ref
= 0, T

∣∣∣ψΩ, i
⟩

ref
=

∣∣∣ψΩ, i
⟩

ref
。 (27)

∣∣∣ψΩ, i
⟩

ref这表明   的确是符合要求的参考态。

为了从初始参考态出发制备试探波函数，Schwing-
er模型的哈密顿量需根据对称性被拆分。我们发现，

Schwinger模型的哈密顿量在满足第二章所提的条件下

最多可被拆分成四份： 

H = H1+H2+H3+H4 , (28)

其中 

H1 =
1

2a

N−2∑
n=even

(
σ+nσ

−
n+1+σ

+
n+1σ

−
n

)
,

H2 =m
N−1∑
n=0

(−1)n 1
2

(
1+σ3

n

)
,

H3 =H1(n = even→ odd)+
1

2a
Ξ3

N−1

(
σ+N−1σ

−
0 +σ

+
0σ
−
N−1

)
,

H4 =
g2a
2

N−1∑
n=0

 1
N

N−1∑
m=0

(m−Nθm>n) Ĵ0(m)

2

。 (29)

它们满足 

[Hi, Hi+1] , 0,
[T, Hi] = 0,N−1∑

n=0

Ĵ0(n), Hi

 = 0,
(30)

|e+e−⟩ p = N

wl, i wΩ,0 = 1 wΩ,1 = 0.5

US (θ∗)

因此，这一哈密顿量分解是满足要求的。对于制备

 态，可取式 (2)中   。最后，我们取损失函数的

 为   ，   ，并优化得到可制备Schwin-
ger模型真空态和正负电子束缚态的   ， 

|Ω⟩ = US (θ∗)
∣∣∣ψΩ,0

⟩
,

|e+e−⟩ = US (θ∗)
∣∣∣ψΩ,1

⟩
。

(31)

Ξ3
nσ

j
n

Ĵ0 Ĵ1

W̃µν(x)

W̃µν Wµν(q)

对于流-流关联函数的测量，可参考图 1虚线右边

部分，唯一需要改变的是把   换成如式 (22)所示的

 以及   。至此，我们已获得了量子计算模拟坐标空

间强子张量    的方法。最后，在经典计算机上对

 做傅里叶变换即可得到   。 

2.3    结果

受量子计算硬件技术限制，我们将使用经典计算机

模拟量子线路进行计算。因此，在本小节中，“量子计

算”指的是量子计算的经典模拟。在量子计算机上，强

子质量可通过在强子态下测量哈密顿量的期望值获得 

me+e− = ⟨e+e−|H|e+e−⟩− ⟨Ω|H|Ω⟩。 (32)

ma = 0.5

2π/N < me+e−a < π

me+e− ,QC me+e− ,NUM

我们选取量子比特数 N=10以及格距 a=1。同时我们将

固定裸电子质量   并改变耦合常数 g使得强子质

量满足条件   。首先，我们通过对比量

子计算的结果    和精确对角化的结果    验

证使用量子变分算法制备强子态的可靠性，对比结果见
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表 1，可见不同耦合常数下强子质量的误差都在可以接

受的范围以内。
 
 

表 1    不同耦合常数g下强子质量
 

g 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

Me+e− ,NUM 1.180 1.213 1.278 1.376 1.507

Me+e− ,QC 1.182 1.216 1.280 1.378 1.510
 

(µ = ν = 0)

P̂W̃µν(x0, x1)P̂−1 = (−1)µ+νW̃µν(x0, −x1)

T̂ W̃µν(x0, x1)T̂ −1 = (−1)µ+ν[W̃µν(−x0, x1)]∗ x0

W̃00(x1) x1 W̃00(x0)

其次，我们使用 N = 10计算 1+1维 Schwinger模型

下坐标空间强子张量的00分量   ，结果见图5。
图中的空心蓝点是量子计算给出的结果，曲面是精确对

角化给出的结果，可看出量子计算模拟结果与数值计算

结果相符合，这展示出了我们量子算法的可靠性。其次

在坐标空间中，强子张量在空间反演变化和时间反演

变化下满足：   以及

 ，故在给定   下

 应是偶函数且在给定    下      是奇函数。

不难从图 5中看出，我们的计算结果符合上面提及的奇

偶性要求。
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图 5    1+1维 Schwinger模型坐标空间强子张量对 x的依

赖 (在线彩图)
 

Q2≫ m2
e+e−

2π/N < me+e−a≪ Qa < π

Qa = 3me+e−a

目前，我们还未能通过强子张量提取出 PDFs。这

是由于因子化定理成立的前提条件是   。这表

明格点上的各个能标应满足    。

假设    ，我们将需要大概 3倍于目前的量子

比特数即 30个量子比特来计算强子张量。用经典计算

机模拟 30比特量子计算机有一定的挑战性，这将留到

我们未来的工作中进行计算。 

3    总结和展望

本文主要介绍了两种在量子计算机上计算 PDFs的
方法。第一种方法通过光锥关联函数来直接计算PDFs，
第二种则通过强子张量的计算结合QCD因子化定理来

得到 PDFs。两种方法所需用到的量子算法相似，都分

为强子态制备以及两点关联函数测量两个部分。不同的

是，第一种方法计算的是费米子场的光锥两点关联函数，

且还要考虑威尔逊链的模拟；第二种方法则无需考虑威

尔逊链但需要计算所有时空点上流-流关联函数的值。

通过第二种方法，我们计算了 Schwinger模型的强子张

量，其中，我们详细地讨论了该模型中正负电子束缚态

的制备。最后，我们通过量子计算机的经典模拟和精确

对角化两种方法给出了Schwinger模型强子张量的结果。

这两种结果自洽吻合，表明了我们发展的量子算法的有

效性。

Q2

由于强子张量包含了 PDFs和硬散射截面的信息，

因此，通过强子张量来提取 PDFs比直接计算 PDFs要
消耗更多的量子比特数，这一困难将留到未来的工作中

被解决。一旦实现了通过强子张量提取 PDFs,我们可将

结果与光锥关联函数给出的结果作对比，这为我们提供

了一个检验QCD因子化定理的途径。我们期待看到，

随着   的增大，领头阶扭度近似将会越来越好。更进

一步，我们可以通过两种方法给出结果的不一致来提取

出高扭度算符的贡献。
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Hadron Structure by Quantum Computing
ZOU Dairui1,2,  LI Tianyin1,2,†,  XING Hongxi1,2,†

(1. Key Laboratory of Atomic and Subatomic Structure and Quantum Control (MOE), Guangdong Basic Research Center of Excellence
for Structure and Fundamental Interactions of Matter, Institute of Quantum Matter,

South China Normal University, Guangzhou 510006, China;
2. Guangdong-Hong Kong Joint Laboratory of Quantum Matter, Guangdong Provincial Key Laboratory of Nuclear Science, Southern

Nuclear Science Computing Center, South China Normal University, Guangzhou 510006, China)

Abstract:  This paper reviews two methods for studying the hadron partonic structure by quantum computing: (1) Direct cal-
culation of parton distribution functions (PDFs) through light-cone correlators; (2) Based on QCD factorization theorem, ex-
tract PDFs from hadronic tensors which are calculated on a quantum computer. Based on the methodology of the second meth-
od and the quantum algorithm developed in reference(LI T, GUO X, LAI W K, et al. Phys Rev D, 2022, 105(11): L111502),
we proposed a quantum algorithm for calculating hadronic tensors. To verify the effectiveness of our quantum algorithm, we
computed the hadronic tensor of the Schwinger model and found that the results from quantum computing match those from
exact diagonalization obtained by classical simulation. Finally, we briefly discuss the quantum computing resources required
for calculating PDFs using the second method mentioned above.
Key words:  quantum computing; quantum chromodynamics; parton distribution functions
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